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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 
 

  O Προβολικόσ Πύνακασ 

  Μϋθοδοσ τησ Οπιςθοπροβολόσ (Backprojection) 

  Αντιςτροφό με τη Μϋθοδο Fourier 

  Η Σομογραφικό Ανακαταςκευό ςαν Γραμμικό Πρόβλημα 

  Επαναληπτικϋσ Μϋθοδοι Ανακαταςκευόσ Σομογραφικόσ Εικόνασ 

  Η Αλγεβρικό Μϋθοδοσ Ανακαταςκευόσ  - Algebraic Reconstruction 
 Technique  (ART) 
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Parallel-Beam Geometry 

- 2 - 

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 
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Sinogram 

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

The usual solution:  Inverse Radon Transform 
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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

Η ϋννοια του Προβολικού Πύνακα  (Projection Matrix) 

Πόςο ςυμβϊλλει το διακριτοποιημϋνο 
ςτοιχεύο (i, j) του πύνακα f (x,y) ςτην 
προβολό p(r, θ) τησ ακτύνασ r για 
δοςμϋνη γωνύα θ;  

f (x,y)  
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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

Η ϋννοια του Προβολικού Πύνακα  (Projection Matrix) 

Πόςο ςυμβϊλλει το διακριτοποιημϋνο 
ςτοιχεύο (i, j) του πύνακα f (x,y) ςτην 
προβολό p(r, θ) τησ ακτύνασ r για 
δοςμϋνη γωνύα θ;  
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Γεωμετρικό Μϋθοδοσ 
Αναλυτικό μϋθοδοσ 

υπολογιςμού του εμβαδού 
επικϊλυψησ ακτύνασ – 

κυψελύδασ πύνακα. 

΢τ. Αγγελό, Διπλωματικό Εργαςύα, Σμόμα Υυςικόσ ΕΚΠΑ (2008) 

f (i, j)  
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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

΢τ. Αγγελό, Διπλωματικό Εργαςύα, Σμόμα Υυςικόσ ΕΚΠΑ (2008) 

Η ϋννοια του Προβολικού Πύνακα  (Projection Matrix) 

Τπολογιςμόσ 
εμβαδού όλων των 

δυνατών ςαρώςεων 
ακτύνασ – κυψελύδασ 

πύνακα. 
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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

΢υμμετρύα του Προβολικού Πύνακα  

Σο εμβαδόν 
οποιουδόποτε 
ςτοιχεύου του 

προβολικού πύνακα P 
παρουςιϊζει 

περιοδικότητα  π/2 
 
 
 
 
 
 

Λόγω τησ γεωμετρικόσ 
ςυμμετρύασ απαιτεύται 
υπολογιςμόσ μόνο για 
το διϊςτημα [0, π/4]  

θ (rad)  
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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

Μϋθοδοσ  Απλόσ  Οπιςθοπροβολόσ   
(Simple  Backprojection)   

Η καταγραφεύςα ϋνταςη ςτο Ημιτονόγραμμα  (Sinogram)  p(r,θ) 
διαμοιρϊζεται πύςω (οπιςθοπροβϊλλεται) ςτον πύνακα f (x,y) ιςόποςα. 
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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

Μϋθοδοσ  Απλόσ  Οπιςθοπροβολόσ  (Simple  Backprojection) 
ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑΣΑ   
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108 Years of the Radon Transform 

Johann Radon (1887-1956) 

On  the  Determination  of  Functions  from  their  Integrals 
along  Certain  Manifolds 

The Inverse Radon Transform 
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R :  Radon Transform  f ⟶ p 

The Inverse Radon Transform 

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑝(𝑟, 𝜃) 

𝑝 (𝑘, 𝜃) 𝑝 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦) 

Projection-Slice Theorem 

R 

F1 F2 

F1 :  One-Dimensional Fourier Transform  r ⟶ k 

F2 :  Two-Dimensional Fourier Transform  (x , y) ⟶ (kx , ky ) 

[interpolation] 

I 
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R :  Radon Transform  f ⟶ p 

The Inverse Radon Transform 
Projection-Slice Theorem 

R 

F1 F2 

[interpolation] 

F1 :  One-Dimensional Fourier Transform  r ⟶ k 

F2 :  Two-Dimensional Fourier Transform  (x , y) ⟶ (kx , ky ) 

𝑓(𝑥, 𝑦) 𝑝(𝑟, 𝜃) 

R-1 = F2
-1 I F1  

I 

R-1 
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The Inverse Radon Transform 
F1 Transform – Interpolation Problems  

r 

r 

θ 

θ 

The F1 Transform 𝑝(𝑟, 𝜃) 𝑝 (𝑘, 𝜃) 

Spectral projection 
data, initially being 
arranged in a polar 

coordinate frame, 
must be transferred 

onto a Cartesian grid. 

Regridding to  𝑝 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦) 

𝑝 (𝑘𝑥, 𝑘𝑦) 

kx 

ky 
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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

Ο μεταςχηματιςμόσ  F2:  f (x,y) → F (u,v)  

θ 

Μεταςχηματιςμόσ των δεδομϋνων του Ημιτονογρϊμματοσ (Sinogram) από 
καρτεςιανϋσ ςε πολικϋσ ςυντεταγμϋνεσ  
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The Inverse Radon Transform 
F1 Transform – Interpolation Problems  

“A function f(x,y) of compact support in R2 is uniquely determined by any infinite set, 
but by no finite set, of its projections .“ 

(Smith, Solmon and Wagner, 1977) 
 

“May be the most important result of pure mathematics in this area since Radon’s 
original work.” 

(Gordon, 1977) 
 
The discrete nature of the projections in any realistic problem gives rise to subtle 
and difficult questions  

Classification of Image Reconstruction Algorithms 
 
• Direct Fourier methods 
• Signal space convolution and frequency space filtering 
• Iterative 
• Series methods with orthogonal functions 
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ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

Ανακαταςκευό μϋςω αντιςτροφόσ Fourier  

p(r,θ) 

θ / ο 

θ
 =

 4
5

ο
 

r 

 F1 (p) 

 F2
-1(F) 

θ  

r  

F(u,v) 
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θ1 

θk 

θNP 

ΠΡΟΒΟΛΙΚΟ΢  ΠΙΝΑΚΑ΢  P 

Ri 

i , j ∈ {1, 2, … N} 
 

NP: Αριθμόσ Προβολών (Γωνιών) /
 Number of Projections (Angles) 
 

NR: Αριθμόσ Ακτύνων / Number of Rays  

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

f (i, j)  

Μπορεύ να γραφεύ 
ςαν μονοδιϊςτατοσ 

πύνακασ (vector) 
μόκουσ Ν×Ν 
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Πώσ προκύπτει το Ημιτονόγραμμα; 
 

Ri 
NP: Number of Projections (Angles) 
NR: Number of Rays  






2N

1j
jiji QPS

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

S 

f (i, j)  

Sinogram Projection  Matrix f (i, j) 
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Σομογραφύα ςαν Γραμμικό Πρόβλημα Πινϊκων 
 

Ri 
NP: Number of Projections (Angles) 
NR: Number of Rays  

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

S 

f (i, j)  

Sinogram Projection  Matrix f (i, j) 

 S = P × Q  
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Σομογραφύα ςαν Γραμμικό Πρόβλημα Πινϊκων 
 

Ri 

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

f (i, j)  

 S = P × Q  

 P-1 × S = P-1 × P × Q  

 Q = P-1 × S = f (x,y)  

Μπορεύ ο αντύςτροφοσ 
προβολικόσ πύνακασ P-1 

να δώςει λύςη ςτο 
τομογραφικό 

πρόβλημα;  
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Σομογραφύα ςαν Γραμμικό Πρόβλημα Πινϊκων 
 

Ri 

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 

f (i, j)  

 S = P × Q  

Διϊςταςη του πύνακα P 
ςε ϋνα τυπικό 

τομογραφικό πρόβλημα 

΢ΕΙΡΕ΢: Προβολϋσ × Ακτύνεσ = 36 × 128  
΢ΣΗΛΕ΢: Διϊςταςη Πύνακα f = Ν × N = 1282 

 

Διϊςταςη Πύνακα  
P = 36  × 1283  = 36 × (27)3 ≃ 226 

Πρακτικϊ αδύνατοσ ο 
υπολογιςμόσ του 

αντιςτρόφου πύνακα  

P-1 
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Algebraic Reconstruction Methods 
 

Ri 
NP: Number of Projections (Angles) 
NR: Number of Rays  






2N

1j
jiji QPR

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 
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Αρχικόσ   
(Άγνωςτοσ) Πίνακασ 
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Αρχό τησ Επαναληπτικόσ Αλγεβρικόσ Σεχνικόσ 

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 
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Algebraic  Reconstruction  Technique  (ART) 

Iterative solution of the linear system of equations 
 

R. Gordon, R. Bender and G.T. Herman: ”Algebraic Reconstruction Techniques (ART) for three-
dimensional electron microscopy and X-ray photography” 
Journal of Theoretical Biology 29 (1970) 471–481 

Back-Projection  

Equivalent graphical solution for the 
two-dimensional problem as adapted 
by Rosenfeld and Kak (1982). 

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 
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Algebraic  Reconstruction  Technique  (ART) 

ΒΑ΢ΙΚΕ΢  ΑΡΦΕ΢  ΣΗ΢  ΣΟΜΟΓΡΑΥΙΑ΢ 
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The Shepp-Logan Head Phantom 

S. Angeli and E. Stiliaris: “An Accelerated Algebraic Reconstruction Technique based on the Newton-Raphson Scheme” IEEE NSS-MIC 
(2009) 3382-3387 

Matrix Dimension: N × N = 128×128 
Number of Projections: NP = 36 in the angle range (00 . . . 1800) 

COMPUTED  TOMOGRAPHY 
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Sinogram 

Photographic Image Reconstruction! 

Reconstruction quality in the case of a photographic image (128×128). 

Original Photo ART-NR Reconstructed 
8 Iterations 

Number of Projections NP = 72 

Difference Matrix 

COMPUTED  TOMOGRAPHY 
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Ανατομικϊ Επύπεδα 

COMPUTED  TOMOGRAPHY 

Frontal / Coronal  Plane 
Μετωπιαύο / ΢τεφανιαύο  Επύπεδο 

A: Anterior – Πρόςθιο Μϋροσ 
P: Posterior – Οπύςθιο Μϋροσ 

Transverse  Plane 
Εγκϊρςιο (Οριζόντιο)  Επύπεδο 
S: Superior – Ανώτερο Μϋροσ 
I: Inferior – Κατώτερο Μϋροσ 

Sagittal  Plane 
Οβελιαύο  Επύπεδο 

L: Left – Αριςτερό Μϋροσ 
R: Right – Δεξιό Μϋροσ 
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Ανατομικϊ Επύπεδα 

COMPUTED  TOMOGRAPHY 

Frontal / Coronal  Plane 
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S: Superior – Ανώτερο Μϋροσ 
I: Inferior – Κατώτερο Μϋροσ 

Sagittal  Plane 
Οβελιαύο  Επύπεδο 

L: Left – Αριςτερό Μϋροσ 
R: Right – Δεξιό Μϋροσ 
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Παρϊδειγμα 
προβολόσ ςτα τρύα 
ανατομικϊ επύπεδα 

τομογραφικόσ 
λόψησ με ακτύνεσ X 

(X-Ray CT) 
 
 

A = Anterior 
P = Posterior 
S = Superior 
I  = Inferior 
R = Right 
L = Left 

COMPUTED  TOMOGRAPHY 
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