
ΟΛΟΚΛΗΡΩΣΗ ΣΤΟ ΜΙΓΑΔΙΚΟ ΕΠΙΠΕΔΟ ΚΑΙ

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

΄Ασκηση 1

΄Εστω f αναλυτική συνάρτηση στο χωρίο {z : |z| > 1} και ισχύει: lim
z→∞

f(z) =

0. Δείξτε ότι για |z| > 2 ισχύει:

1

2πi

∫
|ζ|=2

f(ζ)

ζ − z
dζ = −f(z)

΄Ασκηση 2

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα:∫ ∞
0

cosx

(1 + x2)2
dx

΄Ασκηση 3

Δείξτε ότι για κάθε μιγαδικό αριθμό a ισχύει η σχέση:

1

2π

∫ 2π

0

log |eit + a| dt =

{
log |a| if |a| > 1

0 if |a| ≤ 1

΄Ασκηση 4

΄Εστω 0 < a < 1 δείξτε ότι:∫ ∞
−∞

eax

1 + ex
dx =

π

sin πa

χρησιμοποιώντας κατάλληλη διαδρομή ολοκλήρωσης στο μιγαδικό επίπεδο z =
x+ iy.

΄Ασκηση 5

΄Εστω a > 0. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα:∫
<z=0

az

z2 − 1
dz
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΄Ασκηση 6

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα:∫ π/2

0

log sinx dx

΄Ασκηση 7

Να υπολογιστεί το ολοκλήρωμα:∫ σ+i

σ−i

ztz

z2 + 1
dz

όπου σ > 0 και 0 < t < 1.

΄Ασκηση 8

΄Εστω a ∈ C με |a| < 1 και n ∈ N. Δείξτε ότι η εξίσωση: (z− 1)nez = a έχει

ακριβώς n λύσεις στο ημιεπίπεδο <z > 0.

΄Ασκηση 9

Χρησιμοποιώντας μιγαδική ολοκλήρωση και την κατάλληλη κλειστή διαδρομή

στο z-επίπεδο δείξτε ότι:∫ ∞
−∞

sinx

x2 + 4x+ 5
dx =

−π sin 2

e

΄Ασκηση 10

Χρησιμοποιώντας μιγαδική ολοκλήρωση και την κατάλληλη κλειστή διαδρομή

στο z-επίπεδο δείξτε ότι: ∫ ∞
−∞

(log x)2

1 + x2
dx =

π3

8
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΄Ασκηση 11

Να υπολογιστεί το άθροισμα:

∞∑
n=−∞

1

n2 + a2

με a ∈ R, χρησιμοποιώντας μιγαδική ολοκλήρωση και την κατάλληλη κλειστή

διαδρομή στο z-επίπεδο.

΄Ασκηση 12

Να υπολογιστεί το άθροισμα:

∞∑
n=1

(−1)n

n4

με a ∈ R, χρησιμοποιώντας μιγαδική ολοκλήρωση και την κατάλληλη κλει-

στή διαδρομή στο z-επίπεδο. Ακολουθείστε την διαδικασία που συζητήσαμε

στο μάθημα αντικαθιστώντας την συνάρτηση ¨οδηγό’ cotπz με την συνάρτηση

csc πz = 1
sinπz

.

΄Ασκηση 13

Δείξτε ότι: (
n
k

)
=

1

2πi

∮
K(0,1)

(1 + z)n

zk+1
dz

όπου K(0, 1) είναι κύκλος με κέντρο το (0, 0) και ακτίνα 1 διαγραφόμενος

αριστερόστροφα. Χρησιμοποιώντας αυτή την ιδιότητα υπολογίστε το άθροισμα:

∞∑
n=0

(
2n
n

)
1

5n

΄Ασκηση 14

Σύμφωνα με τις σχέσεις Kramers-Kronig το πραγματικό και το φανταστικό

μέρος της διηλεκτρικής σταθεράς ε ενός υλικού συναρτήσει της συχνότητας

διέγερσης του ω, συνδέονται ως:
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Reε(ω) = ε0 +
2

π
P
∫ ∞
0

dΩ
Ω Imε(Ω)

Ω2 − ω2

όπου ε0 η διηλεκτρική σταθερά του κενού. Αν το φανταστικό μέρος δίνεται από

την σχέση:

Imε(ω) = λε0 (θ(ω − ω1)− θ(ω − ω2)) ω2 > ω1 > 0

να βρεθεί το πραγματικό μέρος της διηλεκτρικής σταθεράς.

΄Ασκηση 15

Δίνεται το ολοκλήρωμα:

Hν(a) =
1

iπ

∫
C

e(a/2)(z−1/z)
dz

zν+1

Να βρεθεί προσεγγιστική έκφραση για το ολοκλήρωμα αυτό στο όριο a � 1.
Η διαδρομή C είναι στην περιοχή αναλυτικότητας της συνάρτησης που ολοκλη-

ρώνεται.

΄Ασκηση 16

Δίνεται το ολοκλήρωμα:

B(x, y) =

∫ 1

0

dt tx−1(1− t)y−1 , x > 0, y > 0

Βρείτε την προσεγγιστική τιμή του για x� 1, y � 1.

΄Ασκηση 17

Δίνεται το ολοκλήρωμα:

Jν(z) =
1

2πi

∫
C

dw ez sinhw−νw , Rez > 0

Βρείτε την προσεγγιστική τιμή του για ν � 1. Η διαδρομή C είναι στην περιοχή

αναλυτικότητας της συνάρτησης που ολοκληρώνεται.
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΄Ασκηση 18

Βρείτε τους τέσσερις πρώτους όρους στο ανάπτυγμα Laurent των συναρτήσε-

ων:

f1(z) =
z

1− cosh z
, f2(z) =

1

ez − 1
, f3(z) =

1

z2 sin z

γύρω από το z = 0 και κατόπιν υπολογίστε το ολοκλήρωμα:∮
K(ε,0)

fi(z) dz, i = 1, 2, 3

΄Ασκηση 19

Βρείτε το ανάπτυγμα Laurent της συνάρτησης:

f(z) =
1

z(z2 + 4)

γύρω από το z = 0, για 2 < |z|.

΄Ασκηση 20

Βρείτε το ανάπτυγμα Laurent της συνάρτησης:

f(z) =
z + 1

z3 + 5z2 + 7z + 3

γύρω από το z = −1, για |z + 1| < 2.
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