
Ανάλυση Ι και Εφαρµογές

Ενδιάµεση Εξέταση – 10 ∆εκεµβρίου 2016

1. (2 µον.) (α) Να ϐρεθούν, αν υπάρχουν, τα max, min, sup και inf των παρακάτω
υποσυνόλων του R. ∆ώστε σύντοµη αιτιολόγηση για την απάντησή σας.

A =

{
n2

n2 + 1
: n ∈ N

}
, B =

{
(−1)n +

1

n
: n ∈ N

}
.

(ϐ) ΄Εστω A,B µη κενά, άνω ϕραγµένα υποσύνολα του R µε την εξής ιδιότητα : για κάθε
a ∈ A υπάρχει b ∈ B τέτοιο ώστε a 6 b. Αποδείξτε ότι supA 6 supB.

2. (2 µον.) (α) Για καθεµία από τις παρακάτω ακολουθίες εξετάστε αν συγκλίνει και, αν
ναι, ϐρείτε το όριό της. Αιτιολογήστε την απάντησή σας.

an = n−
√
n2 − n, bn =

n
√
1 + 25 + · · ·+ n5.

(ϐ) ΄Εστω a, b ∈ R µε b > a > 0. Ορίζουµε δύο ακολουθίες (an), (bn) ϑέτοντας a1 = a,
b1 = b και

an+1 =
√
anbn, bn+1 =

an + bn
2

για κάθε n ∈ N. Αποδείξτε ότι : an < bn για κάθε n ∈ N, η (an) είναι αύξουσα, η (bn) είναι
ϕθίνουσα, και συµπεράνατε ότι οι (an) και (bn) συγκλίνουν στον ίδιο πραγµατικό αριθµό.

3. (3 µον.) (α) Αποδείξτε ότι
∞∑
k=1

1

k3/2
6 3.

Υπόδειξη. Μπορείτε να αποδείξετε πρώτα µε επαγωγή ότι 1+ 1
2
√
2
+ 1

3
√
3
+· · ·+ 1

n
√
n
6 3− 2√

n

για κάθε n ∈ N ή να χρησιµοποιήσετε οποιονδήποτε άλλο τρόπο.
(ϐ) Εξετάστε αν συγκλίνουν ή αποκλίνουν οι παρακάτω σειρές (αιτιολογήστε την απάντησή
σας):

∞∑
k=1

√
k + 1−

√
k√

k
,

∞∑
k=1

k!

kk
,

∞∑
k=1

(−1)k

1 +
√
k
.

(γ) ΄Εστω (ak) ακολουθία πραγµατικών αριθµών και έστω ότι η σειρά
∑∞

k=1 a
2
k συγκλίνει.

Αποδείξτε ότι η σειρά
∑∞

k=1
ak
k συγκλίνει απολύτως.

4. (3 µον.) (α) ΄Εστω f : R→ R ϕραγµένη συνάρτηση. Αποδείξτε ότι η g(x) = xf(x) είναι
συνεχής στο 0.
(ϐ) ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση µε την εξής ιδιότητα : αν p, q ∈ Q και p < q τότε
f(p) < f(q). Αποδείξτε ότι η f είναι αύξουσα. Είναι η f γνησίως αύξουσα ;
(γ) ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει
y ∈ [a, b] ώστε |f(y)| 6 1

2 |f(x)|. Αποδείξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε f(x0) = 0.

5. (2 µον.) (α) ΄Εστω (an) αύξουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Αποδείξτε ότι αν η
(an) δεν είναι άνω ϕραγµένη τότε an → +∞.
(ϐ) Εξετάστε αν υπάρχει συνεχής συνάρτηση f µε:

(i) πεδίο ορισµού το [0, 1] και εικόνα (σύνολο τιµών) το [0,∞),

(ii) πεδίο ορισµού το (0, 1] και εικόνα το [0,∞),

(iii) πεδίο ορισµού το (0, 1] και εικόνα το (−∞,∞).

Καλή Επιτυχία !



Ενδεικτικές απαντήσεις

1. (α) Για το σύνολο A παρατηρήστε ότι 1
2 6 n2

n2+1
< 1, δηλαδή ο 1/2 είναι το ελάχιστο

στοιχείο του A (minA = inf A = 1/2) και ο 1 είναι άνω ϕράγµα του A. Αφού n2

n2+1
∈ A για

κάθε n και n2

n2+1
→ 1, συµπεραίνουµε ότι 1 = supA. Αφού 1 /∈ A, το A δεν έχει µέγιστο

στοιχείο.
Για το σύνολο B παρατηρήστε αρχικά ότι ο 3/2 είναι το µέγιστο στοιχείο του B. Ε-

πίσης, ο −1 είναι κάτω ϕράγµα του B και αφού −1 + 1
2n−1 ∈ B και −1 + 1

2n−1 → −1
συµπεραίνουµε ότι −1 = inf B. Αφού −1 /∈ B, το B δεν έχει ελάχιστο στοιχείο.
(ϐ) ΄Εστω a ∈ A. Από την υπόθεση υπάρχει b ∈ B τέτοιος ώστε a 6 b. ΄Οµως, b 6 supB.
΄Αρα, a 6 supB.

Το a ∈ A ήταν τυχόν, άρα ο supB είναι άνω ϕράγµα του A. ΄Επεται ότι supA 6 supB.

2. (α) Για την (an) παρατηρούµε ότι

an = n−
√
n2 − n =

n2 − (n2 − n)
n+
√
n2 − n

=
n

n+
√
n2 − n

=
1

1 +
√
1− 1

n

→ 1

2
.

Για την (bn) παρατηρούµε ότι

1 6 bn =
n
√

1 + 25 + · · ·+ n5 6
n
√
n · n5 = ( n

√
n)6

και αφού n
√
n→ 1 έπεται ότι bn → 1.

(ϐ) ∆είχνουµε διαδοχικά τα εξής :

1. an > 0 και bn > 0 για κάθε n ∈ N.

2. an 6 bn για κάθε n ∈ N. Από τον αναδροµικό ορισµό (ανεξάρτητα µάλιστα από το
ποιοί είναι οι an και bn) έχουµε

an+1 =
√
anbn 6

an + bn
2

= bn+1.

3. Η (an) είναι αύξουσα. Παρατηρήστε ότι an+1 =
√
anbn >

√
a2n = an για κάθε n ∈ N.

4. Η (bn) είναι ϕθίνουσα. Παρατηρήστε ότι bn+1 =
an+bn

2 6 2bn
2 = bn για κάθε n ∈ N.

Από τα παραπάνω, η (an) είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη από τον b1, ενώ η (bn) είναι
ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη από τον a1 (εξηγήστε γιατί). ΄Αρα, υπάρχουν a, b ∈ R ώστε
an → a και bn → b. Από την bn+1 =

an+bn
2 έπεται ότι b = a+b

2 , δηλαδή a = b.

3. (α) ∆είχνουµε µε επαγωγή ότι sn := 1 + 1
2
√
2
+ 1

3
√
3
+ · · · + 1

n
√
n
6 3 − 2√

n
για κάθε

n ∈ N. Για το επαγωγικό ϐήµα γράφουµε

sn+1 = sn +
1

(n+ 1)
√
n+ 1

6 3− 2√
n
+

1

(n+ 1)
√
n+ 1

,

και αρκεί να ελέγξουµε ότι

− 2√
n
+

1

(n+ 1)
√
n+ 1

6 − 2√
n+ 1

.

Ισοδύναµα, ότι
1

(n+ 1)
√
n+ 1

6
2√
n
− 2√

n+ 1
.



΄Οµως,

2√
n
− 2√

n+ 1
=

2(
√
n+ 1−

√
n)

√
n
√
n+ 1

=
2

(
√
n+ 1 +

√
n)
√
n
√
n+ 1

>
2

2
√
n+ 1

√
n+ 1

√
n+ 1

=
1

(n+ 1)
√
n+ 1

.

΄Εχουµε λοιπόν sn 6 3 για κάθε n ∈ N, απ΄ όπου έπεται ότι

∞∑
k=1

1

k3/2
= lim

n→∞
sn 6 3.

(ϐ) Για την
∑∞

k=1

√
k+1−

√
k√

k
παρατηρήστε ότι έχει ισοδύναµη συµπεριφορά µε την

∑∞
k=1

1
k ,

άρα αποκλίνει. Για την
∑∞

k=1
k!
kk

εφαρµόστε το κριτήριο λόγου: ak+1

ak
→ 1

e < 1, άρα η

σειρά συγκλίνει. Η
∑∞

k=1
(−1)k

1+
√
k

συγκλίνει από το κριτήριο Leibniz.

(γ) Για κάθε k ∈ N ισχύει
∣∣ak
k

∣∣ 6 1
2a

2
k +

1
2

1
k2

. ΄Αρα, για κάθε n ∈ N έχουµε

n∑
k=1

∣∣∣ak
k

∣∣∣ 6 1

2

n∑
k=1

a2k +
1

2

n∑
k=1

1

k2
.

Οι σειρές
∑∞

k=1 a
2
k και

∑∞
k=1

1
k2

συγκλίνουν, άρα έχουν ϕραγµένα µερικά αθροίσµατα.
∆ηλαδή, υπάρχει M > 0 τέτοιος ώστε

1

2

n∑
k=1

a2k +
1

2

n∑
k=1

1

k2
6M

για κάθε n ∈ N. Τότε, τα µερικά αθροίσµατα της
∑∞

k=1

∣∣ak
k

∣∣ είναι κι αυτά ϕραγµένα από
τον M , άρα η σειρά

∑∞
k=1

∣∣ak
k

∣∣ συγκλίνει.
4. (α) ΄Εστω (xn) ακολουθία µε xn → 0. Αφού η f είναι ϕραγµένη συνάρτηση, η ακολουθία
(f(xn)) είναι ϕραγµένη, άρα g(xn) = xnf(xn)→ 0 = g(0). Από την αρχή της µεταφοράς
έπεται ότι η g είναι συνεχής στο 0.
(ϐ) ΄Εστω x, y ∈ R µε x < y. Υπάρχει αύξουσα ακολουθία ϱητών pn → x και ϕθίνουσα
ακολουθία ϱητών qn → y. Για κάθε n έχουµε pn 6 x < y 6 qn, άρα f(pn) < f(qn). Από
την αρχή της µεταφοράς, f(pn)→ f(x) και f(qn)→ f(y). ΄Επεται ότι f(x) 6 f(y).

Επιπλέον, η ανισότητα είναι γνήσια : ϑεωρήστε ϱητούς t, s τέτοιους ώστε x < t < s < y.
Τότε, f(t) < f(s) και το προηγούµενο επιχείρηµα δείχνει ότι f(x) 6 f(t) και f(s) 6 f(y).
΄Αρα, f(x) < f(y).
(γ) Υποθέτουµε ότι η f δεν µηδενίζεται στο [a, b]. Τότε, |f(t)| > 0 για κάθε t ∈ [a, b]. Η
συνεχής συνάρτηση |f | παίρνει ελάχιστη τιµή στο [a, b]. ∆ηλαδή, υπάρχει x ∈ [a, b] ώστε

|f(t)| > |f(x)| > 0 για κάθε t ∈ [a, b].

΄Οµως, από την υπόθεση, υπάρχει y ∈ [a, b] ώστε

0 < |f(y)| 6 1

2
|f(x)| 6 1

2
|f(y)|,

το οποίο είναι άτοπο.

5. (α) ΄Εστω M > 0. Αφού η (an) δεν είναι άνω ϕραγµένη, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιος ώστε
an0 > M . Αφού η (an) είναι αύξουσα, για κάθε n > n0 έχουµε an > an0 > M . Με ϐάση
τον ορισµό, an → +∞.



(ϐ) ∆εν υπάρχει συνεχής f : [0, 1] → [0,∞) επί. Η εικόνα της f είναι κλειστό διάστηµα,
άρα δεν µπορεί να είναι το [0,∞). Η f : (0, 1]→ [0,∞) µε f(x) = 1

x − 1 είναι συνεχής και
επί.

Τέλος, η f : (0,∞]→ (−∞,∞) µε f(x) = 1
x sin

1
x είναι συνεχής και επί. Παρατηρήστε

ότι

f

(
1

2πn+ π/2

)
= 2πn+

π

2
→ +∞

και

f

(
1

2πn− π/2

)
= −

(
2πn− π

2

)
→ −∞,

και εφαρµόστε το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής για να δείξετε ότι κάθε ρ ∈ (−∞,∞) είναι
τιµή της f .


