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Κεφάλαιο 1

Το σύνολο των πραγµατικών

αριθµών

1.1 Φυσικοί, ακέραιοι και ϱητοί αριθµοί

Η αυστηρή ϑεµελίωση του συνόλου N = {1, 2, 3, . . .} των ϕυσικών αριθµών γίνεται µέσω
των αξιωµάτων του Peano. ΄Εχοντας δεδοµένο το N, µπορούµε να δώσουµε αυστηρή κα-
τασκευή του συνόλου Z των ακεραίων αριθµών και του συνόλου Q των ϱητών αριθµών.
Θεωρούµε ότι ο αναγνώστης είναι εξοικειωµένος µε τις πράξεις και τη διάταξη στα σύνολα
των ϕυσικών, των ακεραίων και των ϱητών αριθµών. Θα καταγράψουµε όµως τις ϐασικές
ιδιότητες των ϕυσικών, ακεραίων και ϱητών αριθµών από τις οποίες έπονται όλες οι ιδιότη-
τες των πράξεων και της διάταξης. Αρχίζοντας από τους ϕυσικούς αριθµούς, στην επόµενη
σύντοµη παράγραφο συζητάµε δύο ϐασικές αρχές που δεχόµαστε γι΄ αυτούς.

1.1.1 Αρχή του ελαχίστου και αρχή της επαγωγής

Αρχή του ελαχίστου. Κάθε µη κενό σύνολο S ϕυσικών αριθµών έχει ελάχιστο στοιχείο.

∆ηλαδή, υπάρχει a ∈ S µε την ιδιότητα : a 6 b για κάθε b ∈ S.

Η αρχή του ελαχίστου έχει ως συνέπεια την εξής πρόταση: δεν µπορούµε να επιλέξουµε
άπειρους το πλήθος ϕυσικούς αριθµούς οι οποίοι να ϕθίνουν γνησίως. Πράγµατι, αν
υποθέσουµε ότι υπάρχει µια τέτοια επιλογή ϕυσικών αριθµών

n1 > n2 > · · · > nk > nk+1 > · · · ,

τότε από την αρχή του ελαχίστου το σύνολο S = {nk : k ∈ N} έχει ελάχιστο στοιχείο : αυτό
ϑα είναι της µορφής nm για κάποιον m ∈ N. ΄Οµως, nm+1 < nm και nm+1 ∈ S, το οποίο
είναι άτοπο.

1



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ

Μια δεύτερη συνέπεια της αρχής του ελαχίστου είναι η αρχή της επαγωγής:

Θεώρηµα 1.1.1 (αρχή της επαγωγής). ΄Εστω A ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών µε τις εξής

ιδιότητες:

(i) Ο 1 ανήκει στο A.

(ii) Για κάθε k ∈ A ισχύει ότι k + 1 ∈ A.

Τότε, το A ταυτίζεται µε το σύνολο όλων των ϕυσικών αριθµών: A = N.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι τοA είναι γνήσιο υποσύνολο τουN. Τότε, το S = N\A (το συµπλήρωµα
του A) είναι ένα µη κενό υποσύνολο του N. Από την αρχή του ελαχίστου, το S έχει ελάχιστο
στοιχείο το οποίο συµβολίζουµε µε m. Αφού 1 ∈ A, αναγκαστικά έχουµε m > 1 οπότε
m − 1 ∈ N. Αφού ο m ήταν το ελάχιστο στοιχείο του S, έχουµε m − 1 /∈ S, δηλαδή
m− 1 ∈ A. Από την υπόθεση (ii) συµπεραίνουµε ότι

m = (m− 1) + 1 ∈ A.

΄Οµως τότε m /∈ S και καταλήξαµε σε άτοπο. Συνεπώς, A = N. 2

Παρατήρηση. Η αρχή του ελαχίστου και το Θεώρηµα 1.1.1 είναι λογικά ισοδύναµες προ-
τάσεις. Αν δεχτούµε την αρχή της επαγωγής µπορούµε να αποδείξουµε την αρχή του
ελαχίστου (άσκηση).

΄Εστω ότι για κάθε n ∈ N έχουµε µια πρόταση P (n) που αφορά τον ϕυσικό αριθµό n.
Η αρχή της επαγωγής µας επιτρέπει να αποδείξουµε ότι η P (n) ισχύει για κάθε n ∈ N
εξασφαλίζοντας ότι : η P (1) ισχύει (αυτή είναι η ϐάση της επαγωγής) και ότι ισχύει η
συνεπαγωγή P (k)⇒ P (k + 1) (αυτό είναι το επαγωγικό ϐήµα). Παραδείγµατα προτάσεων
που αποδεικνύονται µε τη «µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής» ϑα συναντάµε σε όλη τη
διάρκεια του µαθήµατος.

Θεώρηµα 1.1.2 (µέθοδος της επαγωγής). ΄Εστω ότι για κάθε n ∈ N µας δίνεται µια (µαθη-

µατική) πρόταση Π(n) που εξαρτάται από τον ϕυσικό n. Αν η Π(1) αληθεύει και για κάθε

k ∈ N έχουµε

Π(k) αληθής =⇒ Π(k + 1) αληθής ,

τότε η Π(n) αληθεύει για κάθε ϕυσικό n.

Απόδειξη. Το σύνολο A = {n ∈ N : Π(n) αληθής} ικανοποιεί τις υποθέσεις του Θεω-
ϱήµατος 1.1.1. ΄Αρα, A = N. Αυτό σηµαίνει ότι η Π(n) αληθεύει για κάθε ϕυσικό n.
2
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Αξίζει να αναφέρουµε δύο παραλλαγές του Θεωρήµατος 1.1.2. Η απόδειξή τους αφήνε-
ται σαν άσκηση για τον αναγνώστη (µιµηθείτε την προηγούµενη απόδειξη – χρησιµοποιήστε
την αρχή του ελαχίστου):

(i) ΄Εστω m ∈ N και έστω A ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών µε τις εξής ιδιότητες: (α)
m ∈ A και (ϐ) για κάθε k > m που ανήκει στο A έχουµε ότι k + 1 ∈ A. Τότε,
A ⊇ {n ∈ N : n > m} = {m,m+ 1, . . .}.

(ii) ΄Εστω A ένα σύνολο ϕυσικών αριθµών µε τις εξής ιδιότητες: 1 ∈ A και οποτεδήποτε
1, . . . , k ∈ A έχουµε και ότι k + 1 ∈ A. Τότε, A = N.

Ισοδύναµα, έχουµε τα εξής:

(i) ΄Εστω Π(n), n ∈ N προτάσεις, όπου κάθε P (n) εξαρτάται από τον ϕυσικό n. Αν η
Π(m) αληθεύει για κάποιον m ∈ N και αν για κάθε k > m ισχύει η συνεπαγωγή

Π(k) αληθεύει =⇒ Π(k + 1) αληθεύει,

τότε η Π(n) αληθεύει για κάθε ϕυσικό n > m.

(ii) ΄Εστω Π(n), n ∈ N προτάσεις, όπου κάθε P (n) εξαρτάται από τον ϕυσικό n. Αν η
Π(1) αληθεύει και αν για κάθε k ∈ N ισχύει η συνεπαγωγή

οι Π(1), . . . ,Π(k) αληθεύουν =⇒ Π(k + 1) αληθεύει,

τότε η Π(n) αληθεύει για κάθε ϕυσικό n.

Παραδείγµατα 1.1.3. (α) Εξετάστε για ποιές τιµές του ϕυσικού αριθµού n ισχύει η ανι-
σότητα 2n > n3.

Κάνοντας δοκιµές ϑα πειστείτε ότι η 2n > n3 ισχύει για n = 1, δεν ισχύει για n =

2, 3, . . . , 9 και (µάλλον) ισχύει για κάθε n > 10.
∆είχνουµε µε επαγωγή ότι η 2n > n3 ισχύει για κάθε n > 10: για το επαγωγικό ϐήµα

υποθέτουµε ότι η 2m > m3 ισχύει για κάποιον m > 10. Τότε,

2m+1 > 2m3

και, χρησιµοποιώντας την m > 10 ϐλέπουµε ότι

(m+ 1)3 = m3 + 3m2 + 3m+ 1 6 m3 + 3m2 + 3m2 +m2 = m3 + 7m2 < m3 +m3

= 2m3 < 2m+1.
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(ϐ) Να δειχθούν µε επαγωγή οι ταυτότητες

1 + 2 + · · ·+ n =
n(n+ 1)

2
,

12 + 22 + · · ·+ n2 =
n(n+ 1)(2n+ 1)

6
,

1 + 3 + · · ·+ (2n− 1) = n2.

(γ) ∆είξτε ότι κάθε σύνολο S µε n στοιχεία έχει ακριβώς 2n υποσύνολα.

Θέλουµε να δείξουµε µε επαγωγή ότι για κάθε n ∈ N ισχύει η πρόταση

Π(n): Αν το S έχει n στοιχεία τότε το S έχει ακριβώς 2n υποσύνολα.

Αν n = 1 τότε το S είναι µονοσύνολο και έχει ακριβώς δύο υποσύνολα, το ∅ και το S.
Συνεπώς, η Π(1) αληθεύει.

Υποθέτουµε ότι η Π(k) αληθεύει. ΄Εστω S = {x1, . . . , xk, xk+1} ένα σύνολο µε (k + 1)

στοιχεία. Θεωρούµε το σύνολο

T = S \ {xk+1} = {x1, . . . , xk}.

Το T έχει k στοιχεία, οπότε έχει 2k υποσύνολα. Τώρα, κάθε υποσύνολο του S ϑα περιέχει ή
δεν ϑα περιέχει το xk+1. Τα υποσύνολα του S που δεν περιέχουν το xk+1 είναι ακριβώς τα
υποσύνολα του T , δηλαδή το πλήθος τους είναι 2k. Από την άλλη πλευρά, κάθε υποσύνολο
του S που περιέχει το xk+1 προκύπτει από κάποιο υποσύνολο του T µε την προσθήκη του
xk+1 (αντίστροφα, κάθε υποσύνολο του T προκύπτει από κάποιο υποσύνολο του S που
περιέχει το xk+1 µε την αφαίρεση του xk+1). ∆ηλαδή, το πλήθος των υποσυνόλων του S
που περιέχουν το xk+1 είναι 2k (όσα είναι τα υποσύνολα του T ). ΄Επεται ότι το συνολικό
πλήθος των υποσυνόλων του S είναι

2k + 2k = 2 · 2k = 2k+1.

∆ηλαδή, η Π(k + 1) αληθεύει.
Συνεπώς, η Π(n) αληθεύει για κάθε n ∈ N.

1.1.2 Ακέραιοι αριθµοί – διαιρετότητα

΄Εστω a, b ∈ Z. Λέµε ότι ο a διαιρεί τον b και γράφουµε a | b, αν υπάρχει x ∈ Z ώστε b = ax.
Σε αυτή την περίπτωση ϑα λέµε ότι ο a είναι διαιρέτης του b ή ότι ο b είναι πολλαπλάσιο του
a. Σαν παράδειγµα εφαρµογής της αρχής του ελαχίστου ϑα δώσουµε αυστηρή απόδειξη
της «ταυτότητας της διαίρεσης».
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Θεώρηµα 1.1.4 (ταυτότητα της διαίρεσης). ΄Εστω a ∈ N και b ∈ Z. Τότε, υπάρχουν

µοναδικοί q, r ∈ Z ώστε

b = aq + r και 0 6 r < a.

«Γεωµετρική απόδειξη»: ΄Ενας απλός γεωµετρικός τρόπος για να σκεφτόµαστε την ταυτότητα
της διαίρεσης είναι ο εξής: ϕανταζόµαστε µια ευθεία πάνω στην οποία έχουµε σηµειώσει
µε κουκίδες τους ακεραίους. Σηµειώνουµε µε πιο σκούρες κουκίδες τα πολλαπλάσια του
a. ∆ιαδοχικές σκούρες κουκίδες έχουν απόσταση ακριβώς ίση µε a. Τότε, ένα από τα δύο
συµβαίνει :

(i) Ο ακέραιος b πέφτει πάνω σε κάποια από αυτές τις σκούρες κουκίδες, οπότε ο b είναι
πολλαπλάσιο του a και r = 0.

(ii) Ο ακέραιος b ϐρίσκεται ανάµεσα σε δύο διαδοχικές σκούρες κουκίδες, δηλαδή ανά-
µεσα σε δύο διαδοχικά πολλαπλάσια του a, και η απόσταση r ανάµεσα στον b και
το µεγαλύτερο πολλαπλάσιο του a που είναι µικρότερο από τον b είναι ένας ϑετικός
ακέραιος που δεν ξεπερνάει τον a− 1.

Η αυστηρή απόδειξη που ϑα δώσουµε παρακάτω ϐασίζεται σε αυτή την ιδέα: ϑεωρούµε το
σύνολο S των «αποστάσεων» b − as του b από τις σκούρες κουκίδες που ϐρίσκονται αριστερά του.
Εξασφαλίζουµε ότι είναι µη κενό, άρα έχει ελάχιστο στοιχείο b− aq. Η κουκίδα aq είναι αυτή που
ϐρίσκεται αµέσως πριν από τον b, και η απόσταση r = b− aq πρέπει να είναι µικρότερη από a.

Απόδειξη του Θεωρήµατος 1.1.4. Αποδεικνύουµε πρώτα την ύπαρξη αριθµών q, r ∈ Z που ικανο-
ποιούν το Ϲητούµενο. Ορίζουµε Z+ = {m ∈ Z : m > 0} και ϑεωρούµε το σύνολο

S = {b− as : s ∈ Z} ∩ Z+

των µη αρνητικών ακεραίων της µορφής b−as. ∆εν είναι δύσκολο να δούµε ότι το S είναι µη κενό :
αν b > 0, τότε b− a · 0 ∈ S. Αν b < 0, τότε b− ab = (1− a)b ∈ Z+.

Από την αρχή του ελαχίστου το S έχει ελάχιστο στοιχείο, το οποίο συµβολίζουµε µε r. Από τον
ορισµό του S έχουµε r > 0 και υπάρχει q ∈ Z ώστε b − aq = r. Μένει να δείξουµε ότι r < a. Ας
υποθέσουµε ότι r > a. Τότε,

b− a(q + 1) = b− aq − a = r − a > 0,

δηλαδή, b− a(q + 1) ∈ S. ΄Οµως b− a(q + 1) = r − a < r, το οποίο είναι άτοπο αφού ο r ήταν το
ελάχιστο στοιχείο του S.

Τέλος, αποδεικνύουµε τη µοναδικότητα των q και r. Ας υποθέσουµε ότι

b = aq1 + r1 = aq2 + r2,

όπου 0 6 r1, r2 < a. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι r1 > r2 (οπότε q1 6 q2).
Τότε,

r1 − r2 = a(q2 − q1).
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Αν q1 < q2, τότε a(q2 − q1) > a ενώ r1 − r2 < a (προσθέστε κατά µέλη τις r1 < a και −r2 6 0.
΄Εχουµε αντίφαση, άρα q1 = q2 και r1 = r2. 2

Σηµείωση. Από το Θεώρηµα 1.1.4 κάθε ακέραιος b γράφεται µονοσήµαντα στη µορφή
b = 2q + r για κάποιον q ∈ Z και κάποιον r ∈ {0, 1}. Λέµε ότι ο b είναι άρτιος αν r = 0.
Αν r = 1, τότε λέµε ότι ο b είναι περιττός. Παρατηρήστε ότι οποιαδήποτε δύναµη περιττού
ακεραίου είναι περιττός ακέραιος.

1.1.3 Ρητοί αριθµοί

Το σύνολο Q των ϱητών αριθµών είναι το

Q =
{m
n

: m ∈ Z, n ∈ N
}
.

Θυµηθείτε ότι
m

n
=
m′

n′
αν και µόνο αν mn′ = nm′,

και ότι οι πράξεις + και · ορίζονται ως εξής:

m

n
+
m1

n1
=
mn1 +m1n

nn1
,

m

n
· m1

n1
=
mm1

nn1
.

Τέλος,
m

n
<
m1

n1
αν και µόνο αν m1n−mn1 ∈ N.

Συνήθως ϑα χρησιµοποιούµε τα γράµµατα p.q, r για ϱητούς αριθµούς.

Λήµµα 1.1.5. Κάθε ϱητός αριθµός q γράφεται σε «ανάγωγη µορφή» q = m
n , όπου ο µοναδικός

ϕυσικός που διαιρεί τόσο τον m όσο και τον n είναι ο 1.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

E(q) =
{
n ∈ N : υπάρχει m ∈ Z ώστε q =

m

n

}
.

Το E(q) είναι µη κενό υποσύνολο του N (γιατί q ∈ Q), άρα έχει ελάχιστο στοιχείο, ας το πούµε n0.
Από τον ορισµό του E(q) υπάρχει m0 ∈ Z ώστε q = m0

n0
.

Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει ϕυσικός d > 1 ώστε d | m0 και d | n0. Τότε, υπάρχουν m1 ∈ Z και
n1 ∈ N ώστε m0 = dm1 και n0 = dn1 > n1. Τότε,

q =
m0

n0
=
dm1

dn1
=
m1

n1
,

δηλαδή n1 ∈ E(q). Αυτό είναι άτοπο, διότι n1 < n0. 2
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Οι ϐασικές ιδιότητες που ικανοποιούν η πρόσθεση και ο πολλαπλασιασµός στο Q είναι
οι ακόλουθες.

(α) Ιδιότητες της πρόσθεσης.

• Προσεταιριστικότητα: για κάθε p, q, r ∈ Q ισχύει (p+ q) + r = p+ (q + r).

• Αντιµεταθετικότητα: για κάθε p, q ∈ Q ισχύει p+ q = q + p.

• Υπάρχει µοναδικό στοιχείο του Q, ο 0, ώστε, για κάθε q ∈ Q,

q + 0 = 0 + q = q.

• Για κάθε q ∈ Q υπάρχει µοναδικό στοιχείο του Q, ο −q, ώστε

q + (−q) = (−q) + q = 0.

Λέµε ότι το Q µε την πράξη της πρόσθεσης είναι αντιµεταθετική οµάδα. Λέµε ότι ο −q
είναι ο αντίθετος του q. Η αφαίρεση στο Q ορίζεται µέσω της πρόσθεσης και του αντιθέτου,
από την

p− q := p+ (−q) (p, q ∈ Q).

(ϐ) Ιδιότητες του πολλαπλασιασµού.

• Προσεταιριστικότητα: για κάθε p, q, r ∈ Q ισχύει (pq)r = p(qr).

• Αντιµεταθετικότητα: για κάθε p, q ∈ Q ισχύει pq = qp.

• Υπάρχει µοναδικό στοιχείο του Q, ο 1, ώστε, για κάθε q ∈ Q,

q · 1 = 1 · q = q

• Για κάθε q ∈ Q µε q 6= 0 υπάρχει µοναδικό στοιχείο του Q που συµβολίζεται µε q−1,
ώστε

qq−1 = q−1q = 1.

Ο q−1 είναι ο αντίστροφος του q 6= 0. Η διαίρεση στοQ ορίζεται µέσω του πολλαπλασιασµού
και του αντιστρόφου, από την

p

q
= pq−1 (p, q ∈ Q, q 6= 0).

(γ) Η επιµεριστική ιδιότητα συνδέει τον πολλαπλασιασµό µε την πρόσθεση: για κάθε p, q, r ∈
Q, έχουµε

p(q + r) = pq + pr.
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Ορισµός 1.1.6 (σώµα). Θεωρούµε ένα µη κενό σύνολο Σ εφοδιασµένο µε δύο πράξεις + και ·.
Λέγοντας ότι η + είναι πράξη στο Σ εννοούµε ότι για κάθε Ϲευγάρι x, y στοιχείων του Σ υπάρχει
ακριβώς ένα στοιχείο του Σ που συµβολίζεται µε x + y και λέγεται «άθροισµα» των x, y. Η πράξη
που στέλνει το Ϲευγάρι (x, y) στο x + y λέγεται «πρόσθεση». Οµοίως, λέγοντας ότι η · είναι πράξη
στο Σ εννοούµε ότι για κάθε Ϲευγάρι x, y στοιχείων του Σ υπάρχει ακριβώς ένα στοιχείο του Σ που
συµβολίζεται µε x · y και λέγεται «γινόµενο» των x, y. Η πράξη που στέλνει το Ϲευγάρι (x, y) στο x · y
λέγεται «πολλαπλασιασµός».

Αν το Σ έχει τουλάχιστον δύο στοιχεία 0 6= 1 ώστε οι πράξεις + και · να έχουν όλες τις ιδιότητες
που γράψαµε παραπάνω για το Q, τότε λέµε ότι η τριάδα (Σ,+, ·) είναι ένα σώµα. Μπορούµε να
δώσουµε παράδειγµα σώµατος (Σ,+, ·) στο οποίο το 0 και το 1 να είναι τα µόνα στοιχεία του Σ:
ϑέτουµε Σ = {0,1} και ορίζουµε πρόσθεση και πολλαπλασιασµό στο Σ ϑέτοντας

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 1 + 0 = 1, 1 + 1 = 0

και
0 · 0 = 0, 0 · 1 = 0, 1 · 0 = 0, 1 · 1 = 1.

Ελέγξτε ότι µε αυτές τις πράξεις το {0,1} ικανοποιεί όλες τις ιδιότητες του σώµατος.
Η τριάδα (Q,+, ·), µε τις ϕυσιολογικές πράξεις πρόσθεσης και πολλαπλασιασµού, είναι τυπικό

παράδειγµα σώµατος. Τα σύνολα N και Z των ϕυσικών και των ακεραίων (µε τις γνωστές πράξεις)
δεν ικανοποιούν όλες τις ιδιότητες του σώµατοσ: στο N δεν ορίζεται ο αντίθετος του n (επίσης,
συµφωνήσαµε ότι 0 /∈ N) και στο Z δεν ορίζεται ο αντίστροφος του m 6= 0.

Ας δούµε λίγο πιο προσεκτικά τη διάταξη στο Q. Αυτό το οποίο παίζει σηµαντικό ϱόλο
είναι ότι έχουµε ένα σύνολο ϑετικών στοιχείων, το σύνολο

Q+ :=
{m
n

: m,n ∈ N
}
,

το σύνολο των ϱητώνm/n που τόσο ο αριθµητής τουςm όσο και ο παρονοµαστής τους είναι
ϕυσικοί αριθµοί. Το Q+ έχει τις εξής ιδιότητες:

• Για κάθε q ∈ Q ισχύει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα:

q ∈ Q+, q = 0, −q ∈ Q+.

• Αν p, q ∈ Q+ τότε p+ q ∈ Q+ και pq ∈ Q+.

Το σύνολο Q+ ορίζει τη διάταξη στο Q ως εξής: λέµε ότι p < q (ισοδύναµα, q > p) αν και
µόνο αν q − p ∈ Q+. Γράφοντας p 6 q (ισοδύναµα, q > p) εννοούµε: είτε p < q ή p = q.
Από τις ιδιότητες του Q+ έπονται οι ϐασικές ιδιότητες της διάταξης:

• Για κάθε p, q ∈ Q ισχύει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα:

p < q, p = q, p > q.
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• Αν p < q και q < r, τότε p < r.

• Αν p < q τότε για κάθε r ισχύει p+ r < q + r.

• Αν p < q και r > 0, τότε pr < qr.

Ορισµός 1.1.7 (διατεταγµένο σώµα). Γενικότερα, ένα σώµα (Σ,+, ·) λέγεται διατεταγµένο αν υ-
πάρχει ένα υποσύνολο Θ του Σ, που λέγεται το σύνολο των ϑετικών στοιχείων του Σ, ώστε :

• Για κάθε x ∈ Σ ισχύει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα:

x ∈ Θ, x = 0, −x ∈ Θ.

• Αν x, y ∈ Θ τότε x+ y ∈ Θ και xy ∈ Θ.

Το σύνολο Θ ορίζει µια διάταξη στο σώµα Σ ως εξής: λέµε ότι x < y (ισοδύναµα, y > x) αν και
µόνο αν y − x ∈ Θ. Γράφοντας x 6 y (ισοδύναµα, y > x) εννοούµε: είτε x < y ή x = y. Από τον
ορισµό,

x ∈ Θ αν και µόνο αν x > 0.

Από τις ιδιότητες του Θ έπονται οι εξής ιδιότητες της διάταξης <:

• Για κάθε x, y ∈ Σ ισχύει ακριβώς ένα από τα ακόλουθα:

x < y, x = y, x > y.

• Αν x < y και y < z, τότε x < z.

• Αν x < y τότε για κάθε z ισχύει x+ z < y + z.

• Αν x < y και z > 0, τότε xz < yz.

• 1 > 0.

Η απόδειξη αυτών των ισχυρισµών αφήνεται σαν άσκηση για τον αναγνώστη.

Αναπαράσταση των ϱητών αριθµών στην ευθεία. Η ιδέα ότι οι αριθµοί µπορούν να ϑεω-
ϱηθούν σαν «αποστάσεις» οδηγεί σε µια ϕυσιολογική αντιστοίχιση τους µε τα σηµεία µιας
ευθείας. Θεωρούµε τυχούσα ευθεία και επιλέγουµε αυθαίρετα ένα σηµείο της, το οποίο
ονοµάζουµε 0, και ένα δεύτερο σηµείο δεξιά του 0, το οποίο ονοµάζουµε 1. Το σηµείο 0

παίζει το ϱόλο της αρχής της «µέτρησης αποστάσεων» ενώ η απόσταση του σηµείου 1 από το
σηµείο 0 προσδιορίζει τη «µονάδα µέτρησης αποστάσεων». Οι ακέραιοι αριθµοί µπορούν
τώρα να τοποθετηθούν πάνω στην ευθεία κατά προφανή τρόπο.

Μπορούµε επίσης να τοποθετήσουµε στην ευθεία όλους τους ϱητούς αριθµούς. Ας ϑε-
ωρήσουµε, χωρίς περιορισµό της γενικότητας, έναν ϑετικό ϱητό αριθµό q. Αυτός γράφεται
στη µορφή q = m

n , όπουm,n ∈ N. Αν τοποθετήσουµε τον 1
n στην ευθεία τότε µπορούµε να

κάνουµε το ίδιο και για τον q. Αυτό γίνεται ως εξήσ: ϑεωρούµε δεύτερη ευθεία που περνάει
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από το 0 και πάνω της παίρνουµε n ίσα διαδοχικά ευθύγραµµα τµήµατα µε άκρα 1′, . . . , n′,
ξεκινώντας από το 0. Θεωρούµε την ευθεία που ενώνει το n′ µε το 1 της πρώτης ευθείας και
ϕέρνουµε παράλληλη προς αυτήν από το σηµείο 1′. Αυτή τέµνει το ευθύγραµµο τµήµα 01

της πρώτης ευθείας στο σηµείο 1
n (κανόνας των αναλογιών για όµοια τρίγωνα).

Είδαµε λοιπόν ότι κάθε ϱητός αριθµός αντιστοιχεί σε κάποιο σηµείο της ευθείας. Το
διατεταγµένο σώµα Q ϑα ήταν ένα επαρκές σύστηµα αριθµών αν, αντίστροφα, κάθε σηµείο
της ευθείας αντιστοιχούσε σε κάποιον ϱητό αριθµό. Αυτό όµως δεν ισχύει. Από το Πυθα-
γόρειο Θεώρηµα, η υποτείνουσα ενός ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες πλευρές µήκους 1

έχει µήκος x που ικανοποιεί την

x2 = 12 + 12 = 2.

Αν κάθε µήκος µπορούσε να µετρηθεί µε ϱητό αριθµό, τότε το µήκος x ϑα έπρεπε να
αντιστοιχεί σε κάποιον ϱητό q.

Θεώρηµα 1.1.8. ∆εν υπάρχει q ∈ Q ώστε q2 = 2.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι υπάρχει q ∈ Q ώστε q2 = 2. Αντικαθιστώντας, αν χρειαστεί, τον
q µε τον −q, µπορούµε να υποθέσουµε ότι q > 0. Τότε, ο q γράφεται στη µορφή q = m/n,
όπου m,n ∈ N και ο µοναδικός ϕυσικός αριθµός που είναι κοινός διαιρέτης των m και n
είναι ο 1. Από την q2 = 2 συµπεραίνουµε ότιm2 = 2n2, άρα οm είναι άρτιος (το τετράγωνο
περιττού είναι περιττός). Αυτό σηµαίνει ότι m = 2k για κάποιον k ∈ N. Τότε n2 = 2k2,
άρα ο n είναι κι αυτός άρτιος. Αυτό είναι άτοπο: ο 2 είναι κοινός διαιρέτης των m και n.
2

Υπάρχουν λοιπόν «µήκη» που δεν µετριούνται µε ϱητούς αριθµούς. Αν ϑέλουµε ένα
σύστηµα αριθµών το οποίο να επαρκεί για τη µέτρηση οποιασδήποτε απόστασης πάνω στην
ευθεία, τότε πρέπει να «επεκτείνουµε» το σύνολο των ϱητών αριθµών.

1.1.4 Η αρχή της πληρότητας

Από τη στιγµή που σε ένα διατεταγµένο σώµα Σ έχουµε ορισµένη τη διάταξη <, µπορούµε
να µιλάµε για υποσύνολα του Σ που είναι άνω ή κάτω ϕραγµένα.

Ορισµός 1.1.9 (άνω ϕράγµα). ΄Εστω Σ ένα διατεταγµένο σώµα. ΄Ενα µη κενό υποσύνολο
A του Σ λέγεται

• άνω ϕραγµένο, αν υπάρχει α ∈ Σ µε την ιδιότητα : x 6 α για κάθε x ∈ A.

• κάτω ϕραγµένο, αν υπάρχει α ∈ Σ µε την ιδιότητα : x > α για κάθε x ∈ A.
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• ϕραγµένο, αν είναι άνω και κάτω ϕραγµένο.

Κάθε α ∈ Σ που ικανοποιεί τον παραπάνω ορισµό λέγεται άνω ϕράγµα (αντίστοιχα, κάτω
ϕράγµα) του A.

Παρατήρηση 1.1.10. ΄Εστω ∅ 6= A ⊆ Σ και έστω α ένα άνω ϕράγµα του A, δηλαδή x 6 α

για κάθε x ∈ A. Κάθε στοιχείο α1 του Σ που είναι µεγαλύτερο ή ίσο του α είναι επίσης
άνω ϕράγµα του A: αν x ∈ A τότε x 6 α 6 α1. Τελείως ανάλογα, αν ∅ 6= A ⊆ Σ και αν α
είναι ένα κάτω ϕράγµα του A, τότε κάθε στοιχείο α1 του Σ που είναι µικρότερο ή ίσο του
α είναι επίσης κάτω ϕράγµα του A.

Ορισµός 1.1.11 (ελάχιστο άνω ϕράγµα). (α) ΄Εστω A ένα µη κενό άνω ϕραγµένο υποσύ-
νολο του διατεταγµένου σώµατος Σ. Λέµε ότι το α ∈ Σ είναι ελάχιστο άνω ϕράγµα του A
αν

• το α είναι άνω ϕράγµα του A και

• αν α1 είναι άλλο άνω ϕράγµα του A τότε α 6 α1.

(ϐ) ΄Εστω A ένα µη κενό κάτω ϕραγµένο υποσύνολο του διατεταγµένου σώµατος Σ. Λέµε
ότι το α ∈ Σ είναι µέγιστο κάτω ϕράγµα του A αν

• το α είναι κάτω ϕράγµα του A και

• αν α1 είναι άλλο κάτω ϕράγµα του A τότε α > α1.

Παρατήρηση 1.1.12. Το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A (αν υπάρχει) είναι µοναδικό. Από
τον ορισµό είναι ϕανερό ότι αν α, α1 είναι δύο ελάχιστα άνω ϕράγµατα του A τότε α 6 α1

και α1 6 α, δηλαδή α = α1. Οµοίως, το µέγιστο κάτω ϕράγµα του A (αν υπάρχει) είναι
µοναδικό.

Στην περίπτωση που υπάρχουν, ϑα συµβολίζουµε το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A µε
supA (το supremum του A) και το µέγιστο κάτω ϕράγµα του A µε inf A (το infimum του
A). Τα inf A, supA µπορεί να ανήκουν ή να µην ανήκουν στο σύνολο A.

Ορισµός 1.1.13 (αρχή της πληρότητας). Λέµε ότι ένα διατεταγµένο σώµα Σ ικανοποιεί
την αρχή της πληρότητας αν

Κάθε µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολοA του Σ έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα
α ∈ Σ.

΄Ενα διατεταγµένο σώµα Σ που ικανοποιεί την αρχή της πληρότητας λέγεται πλήρως δια-

τεταγµένο σώµα.
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Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι το (Q,+, ·, <), µε τις συνήθεις πράξεις και τη συνήθη
διάταξη, δεν ικανοποιεί την αρχή της πληρότητας.

Πρόταση 1.1.14. Το Q δεν είναι πλήρως διατεταγµένο σώµα: υπάρχει µη κενό άνω ϕραγ-

µένο υποσύνολο A του Q το οποίο δεν έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

A = {x ∈ Q : x > 0 και x2 < 2}.

Παρατηρούµε πρώτα ότι το A είναι µη κενό : έχουµε 1 ∈ A (διότι 1 > 0 και 12 = 1 < 2).
Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι αν x, y είναι ϑετικοί ϱητοί τότε x < y αν και µόνο αν
x2 < y2 έχουµε την εξής:

Παρατήρηση: αν για κάποιον ϑετικό ϱητό y ισχύει y2 > 2 τότε ο y είναι άνω
ϕράγµα του A.

΄Επεται ότι το A είναι άνω ϕραγµένο : για παράδειγµα, ο 2 είναι άνω ϕράγµα του A αφού
2 > 0 και 22 = 4 > 2.

Υποθέτουµε ότι το A έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα, έστω a ∈ Q, και ϑα καταλήξουµε σε
άτοπο. Αφού δεν υπάρχει ϱητός που το τετράγωνο του να ισούται µε 2, αναγκαστικά ϑα
ισχύει µία από τις a2 > 2 ή a2 < 2:

(i) Υποθέτουµε ότι a2 > 2. Θα ϐρούµε 0 < ε < a ώστε (a − ε)2 > 2. Τότε ϑα έχουµε
a− ε < a και από την παρατήρηση, ο a− ε ϑα είναι άνω ϕράγµα του A, άτοπο.

Επιλογή του ε: Ζητάµε 0 < ε < a και

(a− ε)2 = a2 − 2aε+ ε2 > 2.

Αφού ε2 > 0, αρκεί να εξασφαλίσουµε την a2 − 2aε > 2, η οποία είναι ισοδύναµη µε την

ε <
a2 − 2

2a
.

Παρατηρήστε ότι ο a2−2
2a είναι ϑετικός ϱητός αριθµός. Αν λοιπόν επιλέξουµε

ε =
1

2
min

{
a,
a2 − 2

2a

}
,

τότε έχουµε ϐρεί ϱητό ε που ικανοποιεί τις 0 < ε < a και (a− ε)2 > 2.

(ii) Υποθέτουµε ότι a2 < 2. Θα ϐρούµε ϱητό ε > 0 ώστε (a + ε)2 < 2. Τότε ϑα έχουµε
a+ ε > a και a+ ε ∈ A, άτοπο αφού ο a είναι άνω ϕράγµα του A.
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Επιλογή του ε: Ζητάµε ε > 0 και

(a+ ε)2 = a2 + 2aε+ ε2 < 2.

Θα επιλέξουµε ε 6 1 οπότε ϑα ισχύει

a2 + 2aε+ ε2 6 a2 + 2aε+ ε = a2 + ε(2a+ 1),

διότι ε2 6 ε. Αρκεί λοιπόν να εξασφαλίσουµε την a2 + ε(2a + 1) < 2, η οποία είναι
ισοδύναµη µε την

ε <
2− a2

2a+ 1
.

Παρατηρήστε ότι ο 2−a2
2a+1 είναι ϑετικός ϱητός αριθµός. Αν λοιπόν επιλέξουµε

ε =
1

2
min

{
1,

2− a2

2a+ 1

}
,

τότε έχουµε ϐρεί ϱητό ε > 0 που ικανοποιεί την (a+ ε)2 < 2.

Υποθέτοντας ότι το A έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα τον a ∈ Q αποκλείσαµε τις a2 < 2, a2 = 2

και a2 > 2. ΄Αρα, το A δεν έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα (στο Q). 2

Παρατηρήστε ότι το «ελάχιστο άνω ϕράγµα» του συνόλουA στην απόδειξη της Πρότασης
1.1.14 είναι ακριβώς το σηµείο της ευθείας το οποίο ϑα αντιστοιχούσε στο µήκος της
υποτείνουσας του ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες πλευρές ίσες µε 1 (το οποίο «λείπει»
από το Q).

1.2 Πραγµατικοί αριθµοί – η αρχή της πληρότητας

΄Ολη η δουλειά που ϑα κάνουµε σε αυτό το µάθηµα ϐασίζεται στο εξής ϑεώρηµα επέκτασης.

Θεώρηµα 1.2.1. Το διατεταγµένο σώµα (Q,+, ·, <) επεκτείνεται σε ένα πλήρως διατεταγ-

µένο σώµα (R,+, ·, <).

Το Θεώρηµα 1.2.1 είναι πολύ σηµαντικό : µας εξασφαλίζει ότι υπάρχει ένα πλήρως
διατεταγµένο σώµα (R,+, ·, <) το οποίο περιέχει τους ϱητούς (συνεπώς και τους ακεραίους
και τους ϕυσικούς). Το R είναι το σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Οι πράξεις + και ·
στο R επεκτείνουν τις αντίστοιχες πράξεις στο Q, ικανοποιούν τα αξιώµατα της πρόσθεσης,
τα αξιώµατα του πολλαπλασιασµού και την επιµεριστική ιδιότητα. Η διάταξη < στο R
επεκτείνει την διάταξη στο Q και ικανοποιεί τα αξιώµατα της διάταξης. Επιπλέον, στο R
ισχύει η αρχή της πληρότητας.
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Αρχή της πληρότητας για τους πραγµατικούς αριθµούς. Κάθε µη κενό, άνω ϕραγµένο

υποσύνολο A του R έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα α ∈ R.

Υπάρχουν περισσότεροι από ένας τρόποι µε τους οποίους µπορούµε να κατασκευάσου-
µε µια τέτοια επέκταση. Περιγράφουµε εδώ εν συντοµία την κατασκευή του Dedekind, η
οποία ϐασίζεται στις λεγόµενες τοµές. Μια καλή αρχή για να περιγράψουµε αυτή την ιδέα
είναι να αντιστοιχίσουµε σε κάθε ϱητό q ∈ Q το σύνολο

αq = {p ∈ Q : p < q}

των ϱητών που είναι µικρότεροι από τον q. Παρατηρήστε ότι ο q προσδιορίζεται πλήρως
από το σύνολο αq µε την εξής έννοια :

Αν q1, q2 ∈ Q και q1 6= q2 τότε αq1 6= αq2 .

Πράγµατι, χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι q1 < q2. Γνω-
ϱίζουµε ότι υπάρχει ϱητός r, π.χ. ο r = q1+q2

2 , ο οποίος ικανοποιεί την q1 < r < q2. Τότε,
από τον ορισµό των συνόλων αq1 και αq2 έχουµε

r ∈ αq2 αλλά r /∈ αq1 ,

απ΄ όπου έπεται ότι αq1 6= αq2 (για την ακρίβεια, σε αυτή την περίπτωση έχουµε ότι το αq1
είναι γνήσιο υποσύνολο του αq2 – ελέγξτε το).

Η διαισθητική ιδέα του Dedekind είναι ότι αν ϑεωρήσουµε ένα σηµείο της ευθείας το
οποίο δεν αντιστοιχεί σε ϱητό αριθµό τότε µπορούµε να ορίσουµε κάποιο σύνολο ϱητών το
οποίο προσδιορίζει αυτό το σηµείο. Ταυτόχρονα, το σύνολο αυτό ϑα είναι άνω ϕραγµένο
υποσύνολο του Q αλλά δεν ϑα έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα στο Q.

΄Ενα παράδειγµα µας δίνει το σηµείο M το οποίο αντιστοιχεί στο µήκος της υποτείνου-
σας ορθογωνίου τριγώνου µε κάθετες πλευρές µήκους 1. Αν ϑεωρήσουµε το σύνολο

α = {p ∈ Q : p 6 0} ∪ {p ∈ Q : p > 0 και p2 < 2},

τότε το α είναι το σύνολο όλων των ϱητών που «ϐρίσκονται αριστερά» από το σηµείο M ,
στο οποίο ϑέλουµε να αντιστοιχίσουµε κάποιον (όχι ϱητό) αριθµό. Ταυτόχρονα, η Πρόταση
1.1.14 δείχνει ότι το α είναι άνω ϕραγµένο υποσύνολο του Q και δεν έχει ελάχιστο άνω
ϕράγµα στο Q. Θα µπορούσαµε λοιπόν να ορίσουµε

√
2 αυτό ακριβώς το σύνολο και να

του αντιστοιχίσουµε το σηµείο M .
Με αυτή τη λογική, κάθε σύνολο ϱητών αυτού του τύπου προσδιορίζει ένα σηµείο της

ευθείας. Και έτσι ϑα µπορούσαν να προσδιοριστούν όλα τα σηµεία της ευθείας - στη δε
περίπτωση που κάποιο σηµείο αντιστοιχεί σε κάποιον ϱητό q, αυτό το σύνολο δεν είναι
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άλλο από το αq. Το πρόβληµα είναι ότι τα σηµεία δεν αντιστοιχούν ακόµα όλα σε αριθµούς
και έχοντας µόνο τους ϱητούς στη διάθεσή µας δεν µπορούµε να ϑεωρήσουµε το σύνολο
των ϱητών που είναι µικρότεροι από κάτι που δεν έχουµε ορίσει.

∆ιαισθητικά, οι ϐασικές ιδιότητες που έχει «το σύνολο α των ϱητών που ϐρίσκονται
αριστερά από ένα σηµείο M » είναι οι εξής:

• α 6= ∅ και α 6= Q.

• Αν p ∈ α τότε υπάρχει r > p τέτοιος ώστε r ∈ α (το α δεν έχει µέγιστο στοιχείο).

• Αν p ∈ α και r < p τότε r ∈ α.

• Αν p ∈ α και r /∈ α τότε p < r.

• Αν r /∈ α και s > r τότε s /∈ α.

Ελέγξτε ότι κάθε αq έχει όλες αυτές τις ιδιότητες. Μια καλή άσκηση είναι επίσης να ελέγξετε
ότι αν κάποιο υποσύνολο του Q έχει τις τρεις πρώτες από τις παραπάνω ιδιότητες τότε έχει
αναγκαστικά και τις τελευταίες δύο.

Ο Dedekind ϑεώρησε λοιπόν την κλάση όλων των υποσυνόλων του Q τα οποία έχουν
αυτές τις ιδιότητες. Ανάµεσά τους είναι όλα τα σύνολα αq, q ∈ Q, τα οποία ϐρίσκονται σε
ένα προς ένα αντιστοιχία µε τους γνωστούς µας ϱητούς. Υπάρχουν όµως κι άλλα τέτοια
σύνολα, όπως το α του παραδείγµατός µας, τα οποία (ελπίζουµε ότι) ϑα προσδιορίσουν όλα
τα υπόλοιπα «σηµεία της ευθείας».

Ορισµός 1.2.2 (τοµές Dedekind). ΄Ενα υποσύνολο α του Q λέγεται τοµή αν ικανοποιεί τα
εξής:

• α 6= ∅, α 6= Q.

• Αν p ∈ α, r ∈ Q και r < p, τότε r ∈ α.

• Αν p ∈ α, υπάρχει r ∈ α ώστε p < r.

Η τρίτη ιδιότητα µας λέει ότι µια τοµή α δεν έχει µέγιστο στοιχείο. Η δεύτερη έχει τις
εξής άµεσες συνέπειες που ϑα ϕανούν χρήσιµες:

• Αν p ∈ α και r /∈ α, τότε p < r.

• Αν r /∈ α και r < s, τότε s /∈ α.

Σηµείωση. Σε όλη αυτή την παράγραφο χρησιµοποιούµε τα ελληνικά γράµµατα α, β, γ

για τοµές (=µελλοντικούς πραγµατικούς αριθµούς) και τα λατινικά p, q, r, s για ϱητούς
αριθµούς.
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Ορισµός 1.2.3 (πραγµατικοί αριθµοί). Ορίζουµε R = {α ⊆ Q : το α είναι τοµή}. Αυτό
ϑα είναι τελικά το σύνολο των πραγµατικών αριθµών.

Πρέπει τώρα να ορίσουµε πράξεις και διάταξη στι σύνολο R µε τέτοιον τρόπο ώστε (α)
το R να γίνει πλήρως διατεταγµένο σώµα και (ϐ) το R να επεκτείνει µε ϕυσιολογικό τρόπο
το διατεταγµένο σώµα Q.

Πρώτα ορίζουµε τη διάταξη στο R. Αν α, β είναι δύο τοµές, τότε ορίζουµε ότι :

α < β ⇐⇒ το α είναι γνήσιο υποσύνολο του β.

΄Ασκηση. Αποδείξτε ότι αν α, β είναι τοµές, τότε ισχύει ακριβώς µία από τις α < β, α = β,
β < α.

Είναι πολύ σηµαντικό να παρατηρήσουµε ότι, µε αυτόν τον ορισµό της διάταξης, απο-
δεικνύεται άµεσα ότι το (R, <) ικανοποιεί το αξίωµα της πληρότητας. ∆ηλαδή:

Αν A είναι µη κενό υποσύνολο του R και υπάρχει τοµή β ∈ R ώστε α 6 β για

κάθε α ∈ A, τότε το A έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα.

Απόδειξη. Ορίζουµε γ την ένωση όλων των στοιχείων του A. ∆ηλαδή,

γ = {q ∈ Q : ∃α ∈ A µε q ∈ α}.

Θα δείξουµε ότι γ = supA.

(α) Το γ είναι τοµή: Πρώτον, γ 6= ∅: αφού A 6= ∅, υπάρχει α0 ∈ A. Αφού α0 6= ∅, υπάρχει
q ∈ α0. Τότε, q ∈ γ. Πρέπει επίσης να δείξουµε ότι γ 6= Q: Υπάρχει q ∈ Q µε q /∈ β. Αν
α ∈ A, τότε α 6 β, άρα q /∈ α. Εποµένως, q /∈ ∪{α : α ∈ A} δηλαδή q /∈ γ. ΄Αρα, το γ
ικανοποιεί την πρώτη συνθήκη του ορισµού της τοµής.

Για τη δεύτερη, έστω p ∈ γ και q ∈ Q µε q < p. Υπάρχει α ∈ A µε p ∈ α και q < p,
άρα q ∈ α. Αφού α ⊆ γ, έπεται ότι q ∈ γ.

Για την τρίτη, έστω p ∈ γ. Υπάρχει α ∈ A µε p ∈ α. Αφού το α είναι τοµή, υπάρχει
q ∈ α µε p < q. Τότε, q ∈ γ και p < q.

(ϐ) Το γ είναι άνω ϕράγµα του A: Αν α ∈ A, τότε α ⊆ γ δηλαδή α 6 γ.

(γ) Το γ είναι το ελάχιστο άνω ϕράγµα του A: ΄Εστω β1 ∈ R άνω ϕράγµα του A. Τότε
β1 > α για κάθε α ∈ A, δηλαδή β1 ⊇ α για κάθε α ∈ A, δηλαδή

β1 ⊇
⋃
{α : α ∈ A} = γ,

δηλαδή β1 > γ. 2

Στη συνέχεια ορίζουµε τις πράξεις στο R. ∆εν ϑα µπούµε στις τεχνικές λεπτοµέρειες, ας αναφέ-
ϱουµε όµως τα ϐασικά ϐήµατα:
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(i) Ορίζουµε µια πράξη + (πρόσθεση) στο R ως εξής: αν α, β ∈ R, τότε

α+ β = {p+ q : p ∈ α, q ∈ β}.

(ii) ∆είχνουµε ότι το α + β είναι τοµή, και εύκολα επαληθεύουµε ότι α + β = β + α και
α+ (β + γ) = (α+ β) + γ για κάθε α, β, γ ∈ R.

(iii) Ορίζουµε 0∗ = {q ∈ Q : q < 0} και δείχνουµε ότι το 0∗ ∈ R και είναι το ουδέτερο στοιχείο
της πρόσθεσης: α+ 0∗ = 0∗ + α = α για κάθε α ∈ R.

(iv) Αν α ∈ R, το −α ορίζεται ως εξής:

−α = {q ∈ Q : υπάρχει r ∈ Q, r > 0 µε − q − r /∈ α}.

∆είξτε ότι −α ∈ R και α+ (−α) = (−α) + α = 0∗.

΄Επεται ότι η πράξη + στο R ικανοποιεί τα αξιώµατα της πρόσθεσης.

(v) Το σύνολο Θ των ϑετικών στοιχείων του R ορίζεται τώρα µε ϕυσιολογικό τρόπο:

α ∈ Θ⇐⇒ 0∗ < α.

Ελέγξτε ότι αν α ∈ R, τότε ισχύει ακριβώς µία από τις α ∈ Θ, α = 0∗, −α ∈ Θ.

(vi) Ορίζουµε µια πράξη πολλαπλασιασµού, πρώτα για α, β ∈ Θ: Αν α > 0∗ και β > 0∗, ϑέτουµε

αβ = {q ∈ Q : υπάρχουν r ∈ α, s ∈ β, r > 0, s > 0 µε q 6 rs}.

(vii) ∆είχνουµε ότι το αβ είναι τοµή και αβ = βα, α(βγ) = (αβ)γ αν α, β, γ ∈ Θ.

(viii) Ορίζουµε 1∗ = {q ∈ Q : q < 1}. Τότε, α1∗ = 1∗α = α για κάθε α ∈ Θ.

(ix) Αν α ∈ Θ, ο αντίστροφος α−1 του α ορίζεται από την :

α−1 = {q ∈ Q : q 6 0 ή q > 0 και υπάρχει r ∈ Q, r > 1 µε (qr)−1 /∈ α}.

∆είξτε ότι α−1 ∈ Θ και αα−1 = α−1α = 1∗.

(x) Ολοκληρώνουµε τον ορισµό του πολλαπλασιασµού ϑέτοντας

αβ = (−α)(−β), αν α, β < 0∗

αβ = −[(−α)β], αν α < 0∗, β > 0∗

αβ = −[α(−β)], αν α > 0∗, β < 0∗,

και
α0∗ = 0∗α = 0∗.

Μπορούµε τώρα να δούµε ότι ικανοποιούνται όλα τα αξιώµατα του πολλαπλασιασµού, καθώς
και η επιµεριστική ιδιότητα του πολλαπλασιασµού ως προς την πρόσθεση.

Συνοψίζοντας:
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«Το R µε ϐάση την παραπάνω κατασκευή είναι ένα πλήρως διατεταγµένο σώµα.»

Μένει να δούµε µε ποιά έννοια το R επεκτείνει το Q. Για κάθε q ∈ Q ορίζουµε q∗ = {r ∈ Q :

r < q}. Κάθε q∗ είναι τοµή, δηλαδή q∗ ∈ R. Εύκολα δείχνουµε ότι :

• αν p, q ∈ Q, τότε p∗ + q∗ = (p+ q)∗.

• αν p, q ∈ Q, τότε p∗q∗ = (pq)∗.

• αν p, q ∈ Q, τότε p∗ < q∗ αν και µόνο αν p < q.

Συνεπώς, η απεικόνιση I : Q→ R µε I(q) = q∗ διατηρεί τις πράξεις της πρόσθεσης και του πολ-
λαπλασιασµού, καθώς και τη διάταξη. Μπορούµε λοιπόν να ϐλέπουµε το Q σαν ένα διατεταγµένο
υποσώµα του R µέσω της ταύτισης Q←→ Q∗ (όπου Q∗ = {q∗ : q ∈ Q} ⊂ R).

Παρατήρηση 1.2.4. Είδαµε µία κατασκευή των πραγµατικών αριθµών. Θα µπορούσε
εδώ να ανησυχήσει κανείσ: αν υπάρχει κι άλλη, πειστική αλλά ουσιωδώς διαφορετική,
επέκταση του Q σε ένα πλήρως διατεταγµένο σώµα, τότε ϑα µπορούσαµε να µιλάµε για
δύο διαφορετικά R και, πιθανότατα, δύο διαφορετικούς Απειροστικούς Λογισµούς. Μπο-
ϱεί όµως κανείς να δείξει ότι υπάρχει «µόνο ένα» πλήρως διατεταγµένο σώµα (η επέκταση
µπορεί να γίνει µε έναν ουσιαστικά τρόπο). ∆ύο πλήρως διατεταγµένα σώµατα είναι ισό-

µορφα. ΄Αρα, οποιαδήποτε άλλη κατασκευή του R (και υπάρχουν τέτοιες) οδηγεί στο ίδιο
αποτέλεσµα.

Τώρα, χρησιµοποιώντας την αρχή της πληρότητας, µπορούµε να δείξουµε ότι η εξίσωση
x2 = 2 έχει λύση στο σύνολο των πραγµατικών αριθµών.

Πρόταση 1.2.5. Υπάρχει µοναδικός ϑετικός x ∈ R ώστε x2 = 2.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

A = {x ∈ R : x > 0 και x2 < 2}.

Παρατηρούµε πρώτα ότι το A είναι µη κενό : έχουµε 1 ∈ A (διότι 1 > 0 και 12 = 1 < 2).
Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι αν x, y είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί τότε x < y αν
και µόνο αν x2 < y2 έχουµε την εξής:

Παρατήρηση: αν για κάποιον ϑετικό πραγµατικό y ισχύει y2 > 2 τότε ο y είναι
άνω ϕράγµα του A.

΄Επεται ότι το A είναι άνω ϕραγµένο : για παράδειγµα, ο 2 είναι άνω ϕράγµα του A αφού
2 > 0 και 22 = 4 > 2.

Από την αρχή της πληρότητας, τοA έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα, έστω a ∈ R. Προφανώς,
a > 0. Θα δείξουµε ότι a2 = 2 αποκλείοντας τις a2 > 2 και a2 < 2 :
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(i) Υποθέτουµε ότι a2 > 2. Με το επιχείρηµα της απόδειξης της Πρότασης 1.1.14 ϐρίσκουµε
0 < ε < a στο R ώστε (a− ε)2 > 2. Τότε, a− ε < a και από την Παρατήρηση, ο a− ε είναι
άνω ϕράγµα του A, άτοπο.

(ii) Υποθέτουµε ότι a2 < 2. Με το επιχείρηµα της απόδειξης της Πρότασης 1.1.14 ϐρίσκου-
µε ε > 0 στο R ώστε (a+ ε)2 < 2. Τότε, a+ ε > a και a+ ε ∈ A, άτοπο αφού ο a είναι άνω
ϕράγµα του A.

Αναγκαστικά, a2 = 2. Η µοναδικότητα είναι απλή: χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι αν x, y
είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί τότε x = y αν και µόνο αν x2 = y2. 2

Ορισµός 1.2.6 (άρρητοι αριθµοί). Η Πρόταση 1.2.5 δείχνει ότι υπάρχει x ∈ R, x > 0

ώστε x2 = 2. Από το Θεώρηµα 1.1.8, ο x δεν είναι ϱητός αριθµός. Συνεπώς, υπάρχουν
πραγµατικοί αριθµοί οι οποίοι δεν είναι ϱητοί. Αυτοί ονοµάζονται άρρητοι. Το σύνολο
R \Q είναι το σύνολο των αρρήτων.

1.3 Πρώτες συνέπειες της αρχής της πληρότητας

Σε αυτή την παράγραφο, χρησιµοποιώντας το αξίωµα της πληρότητας, ϑα αποδείξουµε

κάποιες ϐασικές ιδιότητες του συνόλου των πραγµατικών αριθµών. Ξεκινάµε από την
ύπαρξη µέγιστου κάτω ϕράγµατος για κάθε µη κενό, κάτω ϕραγµένο υποσύνολο του R.

Πρόταση 1.3.1. Κάθε µη κενό κάτω ϕραγµένο υποσύνολο A του R έχει µέγιστο κάτω

ϕράγµα.

Απόδειξη. ΄Εστω A µη κενό κάτω ϕραγµένο υποσύνολο του R. Θεωρούµε το σύνολο
B = {−x : x ∈ A}. Παρατηρούµε πρώτα ότι το B είναι µη κενό : υπάρχει x ∈ A και
τότε −x ∈ B. Επίσης, το B άνω ϕραγµένο : το A είναι κάτω ϕραγµένο και αν ϑεωρήσουµε
τυχόν κάτω ϕράγµα t του A µπορούµε εύκολα να ελέγξουµε ότι ο −t είναι άνω ϕράγµα
του B (εξηγήστε τις λεπτοµέρειες). Από το αξίωµα της πληρότητας υπάρχει το ελάχιστο
άνω ϕράγµα s = supB του B. ΄Οπως πριν, αφού ο s είναι άνω ϕράγµα του B, µπορούµε
εύκολα να δείξουµε ότι ο −s είναι κάτω ϕράγµα του A. Αν y > −s, τότε −y < s. Αφού
s = supB, υπάρχει b ∈ B τέτοιο ώστε −y < b. Τότε, −b ∈ A και −b < y. ∆ηλαδή, ο −s
είναι κάτω ϕράγµα του A και αν y > −s τότε ο y δεν είναι κάτω ϕράγµα του A. ΄Επεται ότι
−s = inf A. 2

Η επόµενη πρόταση δίνει έναν πολύ χρήσιµο «ε–χαρακτηρισµό» του supremum ενός
µη κενού άνω ϕραγµένου υποσυνόλου του R.

Πρόταση 1.3.2. ΄Εστω A µη κενό άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R και έστω α ∈ R. Τότε,

α = supA αν και µόνο αν ισχύουν τα εξής:
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(α) Το α είναι άνω ϕράγµα του A,

(ϐ) Για κάθε ε > 0 υπάρχει x ∈ A ώστε x > α− ε.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι α = supA. Από τον ορισµό του supremum, ικανοποιείται
το (α). Για το (ϐ), έστω ε > 0. Αν για κάθε x ∈ A ίσχυε η x 6 α− ε, τότε το α− ε ϑα ήταν
άνω ϕράγµα του A. Από τον ορισµό του supremum ϑα έπρεπε να έχουµε

α 6 α− ε, δηλαδή ε 6 0,

το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα, για το τυχόν ε > 0 υπάρχει x ∈ A (το x εξαρτάται ϐέβαια από
το ε) που ικανοποιεί την x > α− ε.

Αντίστροφα, έστω α ∈ R που ικανοποιεί τα (α) και (ϐ). Ειδικότερα, το A είναι άνω
ϕραγµένο. Ας υποθέσουµε ότι το α δεν είναι το supremum του A. Τότε, υπάρχει β < α το
οποίο είναι άνω ϕράγµα του A. Θέτουµε ε = α− β > 0. Τότε,

x 6 β = α− ε

για κάθε x ∈ A. Αυτό έρχεται σε αντίφαση µε το (ϐ). 2

1.3.1 Αρχιµήδεια ιδιότητα

Πρώτο µας ϐήµα είναι να δείξουµε ότι το N δεν είναι άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R:

Θεώρηµα 1.3.3. Το σύνολο N των ϕυσικών αριθµών δεν είναι άνω ϕραγµένο υποσύνολο

του R.

Απόδειξη. Με απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι το σύνολο N είναι άνω ϕραγµένο. Από το
αξίωµα της πληρότητας το N έχει ελάχιστο άνω ϕράγµα: έστω β = supN. Τότε β − 1 < β,
άρα ο β−1 δεν είναι άνω ϕράγµα του N. Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε n ∈ N µε n > β−1.
΄Επεται ότι n+ 1 > β, άτοπο αφού n+ 1 ∈ N και ο β είναι άνω ϕράγµα του N. 2

Ισοδύναµοι τρόποι διατύπωσης της ίδιας αρχής είναι οι εξής.

Θεώρηµα 1.3.4 (Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών). ΄Εστω ε και a δύο πραγµατικοί

αριθµοί µε ε > 0. Υπάρχει n ∈ N ώστε nε > a.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 1.3.3 ο a
ε δεν είναι άνω ϕράγµα του N. Συνεπώς, υπάρχει

n ∈ N ώστε n > a
ε . Αφού ε > 0, έπεται ότι nε > a. 2

Θεώρηµα 1.3.5. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει n ∈ N ώστε 0 < 1
n < ε.

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 1.3.3 ο 1
ε δεν είναι άνω ϕράγµα του N. Συνεπώς, υπάρχει

n ∈ N ώστε n > 1
ε . Αφού ε > 0, έπεται ότι 1

n < ε. 2
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1.3.2 ΄Υπαρξη ακεραίου µέρους

Θεώρηµα 1.3.6 (ύπαρξη ακεραίου µέρους). Για κάθε x ∈ R υπάρχει µοναδικός ακέραιος

m ∈ Z µε την ιδιότητα

m 6 x < m+ 1.

Για την απόδειξη ϑα χρειαστούµε ένα λήµµα που παρουσιάζει ανεξάρτητο ενδιαφέρον
(σηµειώστε ότι στην απόδειξή του χρησιµοποιείται η αρχή της πληρότητας).

Λήµµα 1.3.7. Κάθε µη κενό και άνω ϕραγµένο σύνολο ακεραίων αριθµών έχει µέγιστο

στοιχείο.

Απόδειξη. ΄Εστω A ένα µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο του Z. Από το αξίωµα της
πληρότητας, υπάρχει το a = supA ∈ R. Θα δείξουµε ότι a ∈ A: από τον χαρακτηρισµό
του supremum, υπάρχει x ∈ A ώστε a− 1 < x 6 a. Αν a /∈ A, τότε x < a. Αυτό σηµαίνει
ότι ο x δεν είναι άνω ϕράγµα του A, οπότε, εφαρµόζοντας πάλι τον χαρακτηρισµό του
supremum, ϐρίσκουµε y ∈ A ώστε a − 1 < x < y < a. ΄Επεται ότι 0 < y − x < 1. Αυτό
είναι άτοπο διότι οι x και y είναι ακέραιοι. 2

Απόδειξη του Θεωρήµατος 1.3.6. Το σύνολο A = {m ∈ Z : m 6 x} είναι µη κενό (από την
Αρχιµήδεια ιδιότητα – εξηγήστε) και άνω ϕραγµένο από το x. Από το Λήµµα 1.3.7 το A
έχει µέγιστο στοιχείο : ας το πούµε m0. Αφού m0 + 1 /∈ A, έχουµε m0 + 1 > x. ΄Αρα,

m0 6 x < m0 + 1.

Για τη µοναδικότητα ας υποθέσουµε ότι

m 6 x < m+ 1 και m1 6 x < m1 + 1

όπου m,m1 ∈ Z. ΄Εχουµε m < m1 + 1 άρα m 6 m1, και m1 < m + 1 άρα m1 6 m.
Συνεπώς, m = m1. 2

Ορισµός 1.3.8. Ο ακέραιος m που µας δίνει το προηγούµενο ϑεώρηµα (και ο οποίος
εξαρτάται κάθε ϕορά από τον x) λέγεται ακέραιο µέρος του x, και συµβολίζεται µε [x].
∆ηλαδή, ο [x] προσδιορίζεται από τις

[x] ∈ Z και [x] 6 x < [x] + 1.

Για παράδειγµα, [2.7] = 2, [−2.7] = −3.
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1.3.3 Πυκνότητα των ϱητών και των αρρήτων στους πραγµατικούς αριθ-

µούς

Η ύπαρξη του ακεραίου µέρους και η Αρχιµήδεια ιδιότητα των πραγµατικών αριθµών µας
εξασφαλίζουν την πυκνότητα του Q στο R: ανάµεσα σε οποιουσδήποτε δύο πραγµατικούς
αριθµούς µπορούµε να ϐρούµε έναν ϱητό.

Θεώρηµα 1.3.9. Αν x, y ∈ R και x < y, τότε υπάρχει ϱητός q µε την ιδιότητα

x < q < y.

Απόδειξη. ΄Εχουµε y − x > 0 και από την Αρχιµήδεια ιδιότητα υπάρχει ϕυσικός n ∈ N
ώστε n(y − x) > 1, δηλαδή

nx+ 1 < ny.

Τότε,
nx < [nx] + 1 6 nx+ 1 < ny,

δηλαδή

x <
[nx] + 1

n
< y.

Αφού ο q = [nx]+1
n είναι ϱητός, έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Θεώρηµα 1.3.10. Οι άρρητοι είναι πυκνοί στο R: αν x, y ∈ R και x < y, τότε υπάρχει α

άρρητος µε x < α < y.

Απόδειξη. ΄Εχουµε x < y, άρα x−
√

2 < y−
√

2. Από το Θεώρηµα 1.3.9, υπάρχει ϱητός q
µε

x−
√

2 < q < y −
√

2.

΄Επεται ότι ο α := q +
√

2 είναι άρρητος (εξηγήστε γιατί) και

x < α = q +
√

2 < y.

1.3.4 ΄Υπαρξη n-οστής ϱίζας

Το διωνυµικό ανάπτυγµα. Για κάθε n ∈ N ορίζουµε n! = 1 · 2 · · ·n (το γινόµενο όλων
των ϕυσικών από 1 ως n). Συµφωνούµε ότι 0! = 1. Παρατηρήστε ότι n! = (n − 1)!n για
κάθε n ∈ N.

Αν 0 6 k 6 n ορίζουµε(
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=
n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!
.
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Παρατηρήστε ότι (
n

0

)
=

(
n

n

)
= 1

για κάθε n = 0, 1, 2, . . ..

Λήµµα 1.3.11 (τρίγωνο του Pascal). Αν 1 6 k < n τότε(
n

k

)
=

(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
.

Απόδειξη. Με ϐάση τους ορισµούς που δώσαµε, µπορούµε να γράψουµε(
n− 1

k

)
+

(
n− 1

k − 1

)
=

(n− 1)!

k!(n− k − 1)!
+

(n− 1)!

(k − 1)!(n− k)!

=
(n− 1)!(n− k)

k!(n− k − 1)!(n− k)
+

(n− 1)!k

(k − 1)!k(n− k)!

=
(n− 1)!(n− k)

k!(n− k)!
+

(n− 1)!k

k!(n− k)!

=
(n− 1)![(n− k) + k]

k!(n− k)!
=

(n− 1)!n

k!(n− k)!

=

(
n

k

)
,

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Συµβολισµός. Αν a0, a1, . . . , an ∈ R ορίζουµε

n∑
k=0

ak = a0 + a1 + · · ·+ an.

Παρατηρήστε ότι το άθροισµα a0 + a1 + · · ·+ an µπορεί ισοδύναµα να γραφτεί ως εξής:

n∑
k=0

ak =
n∑

m=0

am =
n+1∑
s=1

as−1.

Η πρώτη ισότητα ισχύει γιατί αλλάξαµε (απλώς) το «όνοµα» της µεταβλητής από k σε m. Η
δεύτερη γιατί κάναµε (απλώς) την «αλλαγή µεταβλητής» s = m+ 1.

Πρόταση 1.3.12 (διωνυµικό ανάπτυγµα). Για κάθε a, b ∈ R \ {0} και για κάθε n ∈ N
ισχύει

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk.
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Απόδειξη. Με επαγωγή: για n = 1 η Ϲητούµενη ισότητα γράφεται

a+ b =

(
1

0

)
a1b0 +

(
1

1

)
a0b1,

η οποία ισχύει : παρατηρήστε ότι
(

1
0

)
=
(

1
1

)
= 1, a0 = b0 = 1, a1 = a και b1 = b.

Υποθέτουµε ότι

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

και δείχνουµε ότι

(a+ b)n+1 =
n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk.

Πράγµατι,

(a+ b)n+1 = (a+ b)(a+ b)n = (a+ b)

[
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

]

= a ·
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk + b ·

n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk

=

n∑
k=0

(
n

k

)
an+1−kbk +

n∑
m=0

(
n

m

)
an−mbm+1

= an+1 +

n∑
k=1

(
n

k

)
an+1−kbk +

n−1∑
m=0

(
n

m

)
an−mbm+1 + bn+1

= an+1 +

n∑
k=1

(
n

k

)
an+1−kbk +

n∑
k=1

(
n

k − 1

)
an−(k−1)bk + bn+1

= an+1 +
n∑
k=1

[(
n

k

)
+

(
n

k − 1

)]
an+1−kbk + bn+1.

Από το Λήµµα 1.3.11 έχουµε
(
n+1
k

)
=
(
n
k

)
+
(
n
k−1

)
, άρα

(a+ b)n+1 = an+1 +

n∑
k=1

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk + bn+1 =

n+1∑
k=0

(
n+ 1

k

)
an+1−kbk.

Αυτό ολοκληρώνει το επαγωγικό ϐήµα και την απόδειξη. 2

Θεώρηµα 1.3.13 (ύπαρξη n–οστής ϱίζας). ΄Εστω ρ ∈ R, ρ > 0 και έστω n ∈ N. Υπάρχει

µοναδικός x > 0 στο R ώστε xn = ρ.
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[Ο x συµβολίζεται µε n
√
ρ ή ρ1/n. Προφανώς µας ενδιαφέρει µόνο η περίπτωση n > 2.]

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι ρ > 1. Θεωρούµε το σύνολο

A = {y ∈ R : y > 0 και yn < ρ}.

Το A είναι µη κενό : έχουµε 1 ∈ A. Παρατηρούµε ότι κάθε ϑετικός πραγµατικός αριθµός α µε
την ιδιότητα αn > ρ είναι άνω ϕράγµα του A: αν y ∈ A τότε yn < ρ < αn και, αφού y, α > 0,
συµπεραίνουµε ότι y < α. ΄Ενα τέτοιο άνω ϕράγµα του A είναι ο ρ: από την ρ > 1 έπεται ότι
ρn > ρ.

Αφού το A είναι µη κενό και άνω ϕραγµένο, από το αξίωµα της πληρότητας, υπάρχει ο x = supA.
Θα δείξουµε ότι xn = ρ.

(α) ΄Εστω ότι xn < ρ. Θα ϐρούµε ε > 0 ώστε (x+ ε)n < ρ, δηλαδή x+ ε ∈ A (άτοπο, γιατί ο x έχει
υποτεθεί άνω ϕράγµα του A).

Αν υποθέσουµε από την αρχή ότι 0 < ε 6 1, έχουµε

(x+ ε)n = xn +

n∑
k=1

(
n

k

)
xn−kεk = xn + ε

[
n∑
k=1

(
n

k

)
xn−kεk−1

]

6 xn + ε

[
n∑
k=1

(
n

k

)
xn−k

]
.

Θα έχουµε λοιπόν (x+ ε)n < ρ αν επιλέξουµε 0 < ε < ρ−xn∑n
k=1 (nk)xn−k

. Επιλέγουµε

ε =
1

2
min

{
1,

ρ− xn∑n
k=1

(
n
k

)
xn−k

}
.

Ο ε είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός (διότι ρ−xn > 0 και
∑n
k=1

(
n
k

)
xn−k > 0) και (x+ ε)n < ρ.

(ϐ) ΄Εστω ότι xn > ρ. Θα ϐρούµε 0 < ε < min{x, 1} ώστε (x− ε)n > ρ (άτοπο, γιατί τότε ο x− ε ϑα
ήταν άνω ϕράγµα του A µικρότερο από το supA).

Για κάθε 0 < ε 6 1 έχουµε

(x− ε)n = xn +

n∑
k=1

(
n

k

)
xn−k(−1)kεk = xn − ε

[
n∑
k=1

(
n

k

)
xn−k(−1)k−1εk−1

]

> xn − ε

[
n∑
k=1

(
n

k

)
xn−k

]
,

διότι
n∑
k=1

(
n

k

)
xn−k(−1)k−1εk−1 6

n∑
k=1

(
n

k

)
xn−kεk−1 6

n∑
k=1

(
n

k

)
xn−k.

Θα έχουµε λοιπόν (x− ε)n > ρ αν επιλέξουµε 0 < ε < xn−ρ∑n
k=1 (nk)xn−k

. Επιλέγουµε

ε =
1

2
min

{
x, 1,

xn − ρ∑n
k=1

(
n
k

)
xn−k

}
.
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Ο ε είναι ϑετικός πραγµατικός αριθµός (διότι xn−ρ > 0 και
∑n
k=1

(
n
k

)
xn−k > 0) και για τον ϑετικό

πραγµατικό αριθµό x− ε ισχύει (x− ε)n > ρ.

Αποκλείσαµε τις xn < ρ και xn > ρ. Συνεπώς, xn = ρ. Η µοναδικότητα είναι απλή: παρατηρήστε
ότι αν 0 < x1 < x2 τότε xn1 < xn2 για κάθε n ∈ N.

Αν 0 < ρ < 1 έχουµε 1
ρ > 1 και, από το προηγούµενο ϐήµα, υπάρχει µοναδικός x > 0 ώστε

xn = 1
ρ . Θεωρούµε τον 1

x . Τότε, (
1

x

)n
=

1

xn
= ρ.

Τέλος, αν ρ = 1 ϑεωρούµε τον x = 1. 2

1.4 Απόλυτη τιµή – επεκτεταµένη ευθεία – διαστήµατα

1.4.1 Απόλυτη τιµή

Ορισµός 1.4.1 (απόλυτη τιµή). Για κάθε a ∈ R ϑέτουµε

|a| =


a αν a > 0,

−a αν a < 0.

Ο |a| λέγεται απόλυτη τιµή του a. Θεωρώντας τον a σαν σηµείο της ευθείας, σκεφτόµαστε
την απόλυτη τιµή του σαν την «απόσταση» του a από το 0. Παρατηρήστε ότι | − a| = |a| και
|a| > 0 για κάθε a ∈ R.

Πρόταση 1.4.2. Για κάθε a ∈ R και ρ > 0 ισχύει

|a| 6 ρ αν και µόνο αν − ρ 6 a 6 ρ.

Απόδειξη. ∆ιακρίνετε περιπτώσεις: a > 0 και a < 0. 2

Πρόταση 1.4.3 (τριγωνική ανισότητα). Για κάθε a, b ∈ R,

|a+ b| 6 |a|+ |b|.

Επίσης,

| |a| − |b| | 6 |a− b| και | |a| − |b| | 6 |a+ b| .

Απόδειξη. Από την Πρόταση 1.4.2 έχουµε −|a| 6 a 6 |a| και −|b| 6 b 6 |b|. Συνεπώς,

−(|a|+ |b|) 6 a+ b 6 |a|+ |b|.

Χρησιµοποιώντας πάλι την Πρόταση 1.4.2 συµπεραίνουµε ότι |a+ b| 6 |a|+ |b|.
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Για τη δεύτερη ανισότητα γράφουµε

|a| = |(a− b) + b| 6 |a− b|+ |b|,

οπότε |a| − |b| 6 |a− b|. Με τον ίδιο τρόπο ϐλέπουµε ότι

|b| = |(b− a) + a| 6 |b− a|+ |a| = |a− b|+ |a|,

άρα |b| − |a| 6 |a− b|. Αφού

−|a− b| 6 |a| − |b| 6 |a− b|,

η Πρόταση 1.5.2 δείχνει ότι | |a| − |b| | 6 |a− b|.
Αντικαθιστώντας τον b µε τον −b στην τελευταία ανισότητα, ϐλέπουµε ότι | |a| − |b| | 6

|a+ b|. 2

1.4.2 Το επεκτεταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών

Επεκτείνουµε το σύνολο R των πραγµατικών αριθµών µε δύο ακόµα στοιχεία, το +∞ και
το −∞. Το σύνολο R = R ∪ {+∞,−∞} είναι το επεκτεταµένο σύνολο των πραγµατικών

αριθµών. Επεκτείνουµε τη διάταξη και τις πράξεις στο R ως εξής:

(i) Ορίζουµε −∞ < a και a < +∞ για κάθε a ∈ R.

(ii) Για κάθε a ∈ R ορίζουµε

a+ (+∞) = (+∞) + a = a− (−∞) = +∞

a+ (−∞) = (−∞) + a = a− (+∞) = −∞.

(iii) Αν a > 0 ορίζουµε

a · (+∞) = (+∞) · a = +∞

a · (−∞) = (−∞) · a = −∞.

(iv) Αν a < 0 ορίζουµε

a · (+∞) = (+∞) · a = −∞

a · (−∞) = (−∞) · a = +∞.



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΤΟ ΣΥΝΟΛΟ ΤΩΝ ΠΡΑΓΜΑΤΙΚΩΝ ΑΡΙΘΜΩΝ

(v) Επίσης, ορίζουµε

(+∞) + (+∞) = +∞ (−∞) + (−∞) = −∞

(+∞) · (+∞) = +∞ (−∞) · (−∞) = +∞

και
(+∞) · (−∞) = (−∞) · (+∞) = −∞.

(vi) ∆εν ορίζονται οι παραστάσεις

(+∞) + (−∞), (−∞) + (+∞), 0 · (+∞), (+∞) · 0, 0 · (−∞), (−∞) · 0

και
+∞
+∞

,
+∞
−∞

,
−∞
+∞

,
−∞
−∞

.

Τέλος, αν ένα µη κενό σύνολο A ⊆ R δεν είναι άνω ϕραγµένο ορίζουµε supA = +∞,
ενώ αν δεν είναι κάτω ϕραγµένο ορίζουµε inf A = −∞.

1.4.3 ∆ιαστήµατα

Ορισµός 1.4.4. ΄Εστω a, b ∈ R µε a < b. Ορίζουµε

[a, b] = {x ∈ R : a 6 x 6 b}

(a, b) = {x ∈ R : a < x < b}

[a, b) = {x ∈ R : a 6 x < b}

(a, b] = {x ∈ R : a < x 6 b}

[a,+∞) = {x ∈ R : x > a}

(a,+∞) = {x ∈ R : x > a}

(−∞, b] = {x ∈ R : x 6 b}

(−∞, b) = {x ∈ R : x < b}.

Τα υποσύνολα αυτά του συνόλου των πραγµατικών αριθµών λέγονται διαστήµατα.

Στο επόµενο λήµµα περιγράφουµε τα σηµεία του κλειστού διαστήµατος [a, b].

Λήµµα 1.4.5. Αν a < b στο R τότε

[a, b] = {(1− t)a+ tb : 0 6 t 6 1}.



1.5. ΒΑΣΙΚΕΣ ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ 29

Ειδικότερα, για κάθε x ∈ [a, b] έχουµε

x =
b− x
b− a

a+
x− a
b− a

b.

Απόδειξη. Εύκολα ελέγχουµε ότι, για κάθε t ∈ [0, 1] ισχύει

a 6 (1− t)a+ tb = a+ t(b− a) 6 b,

δηλαδή {(1− t)a+ tb : 0 6 t 6 1} ⊆ [a, b].
Αντίστροφα, κάθε x ∈ [a, b] γράφεται στη µορφή

x =
b− x
b− a

a+
x− a
b− a

b.

Παρατηρώντας ότι t := (x − a)/(b − a) ∈ [0, 1] και 1 − t = (b − x)/(b − a), ϐλέπουµε ότι
[a, b] ⊆ {(1− t)a+ tb : 0 6 t 6 1}. 2

Τα σηµεία (1− t)a+ tb του [a, b] λέγονται κυρτοί συνδυασµοί των a και b. Το µέσο του
[a, b] είναι το

m = (1− 1

2
)a+

1

2
b =

a+ b

2
.

1.5 Βασικές ανισότητες

Σε αυτή την παράγραφο δείχνουµε τρεις ϐασικές ανισότητες: την ανισότητα του Bernoulli,
την ανισότητα Cauchy-Schwarz και την ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου. ΄Αλλες
ϐασικές ανισότητες εµφανίζονται στις Ασκήσεις.

Πρόταση 1.5.1 (ανισότητα Bernoulli). Αν x > −1 τότε

(1 + x)n > 1 + nx για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη. Για n = 1 η ανισότητα ισχύει ως ισότητα: 1+x = 1+x. ∆είχνουµε το επαγωγικό
ϐήµα:

Υποθέτουµε ότι (1 + x)n > 1 + nx. Αφού 1 + x > 0, έχουµε (1 + x)(1 + x)n >

(1 + x)(1 + nx). ΄Αρα,

(1 + x)n+1 > (1 + x)(1 + nx) = 1 + (n+ 1)x+ nx2 > 1 + (n+ 1)x. 2

Παρατήρηση. Αν x > 0, µπορούµε να δείξουµε την ανισότητα του Bernoulli χρησιµοποιώ-
ντας το διωνυµικό ανάπτυγµα: για κάθε n > 2 έχουµε

(1 + x)n =

n∑
k=0

(
n

k

)
1n−kxk = 1 + nx+

n∑
k=2

(
n

k

)
xn−k > 1 + nx,
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αφού όλοι οι προσθετέοι στο
∑n

k=2

(
n
k

)
xn−k είναι ϑετικοί. Οµοίως, αν n > 3 παίρνουµε

την ισχυρότερη ανισότητα

(1 + x)n > 1 + nx+

(
n

2

)
x2 = 1 + nx+

n(n− 1)

2
x2.

Πρόταση 1.5.2 (ανισότητα Cauchy-Schwarz). Αν a1, . . . , an και b1, . . . , bn είναι πραγµατι-

κοί αριθµοί, τότε

(a1b1 + · · ·+ anbn)2 6 (a2
1 + · · ·+ a2

n)(b21 + · · ·+ b2n).

Απόδειξη. Θα δώσουµε δύο αποδείξεις. Η πρώτη ϐασίζεται στην τεχνική της κανονικοποί-

ησης. Θεωρούµε πρώτα x1, . . . , xn και y1, . . . , yn οι οποίοι ικανοποιούν τη συνθήκη

x2
1 + · · ·+ y2

n = y2
1 + · · ·+ y2

n = 1.

Για κάθε k = 1, . . . , n έχουµε τη στοιχειώδη ανισότητα

|xkyk| 6
1

2
(|xk|2 + |yk|2) =

1

2
(x2
k + y2

k).

Συνεπώς,

|x1y1 + · · ·+ xnyn| 6 |x1y1|+ · · ·+ |xnyn| 6
1

2
(x2

1 + y2
1) + · · ·+ 1

2
(x2
n + y2

n)

=
1

2
(x2

1 + · · ·+ x2
n) +

1

2
(y2

1 + · · ·+ y2
n) =

1

2
+

1

2
= 1.

Θεωρούµε τώρα τυχόντες a1, . . . , an και b1, . . . , bn στο R. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι
a2

1 + · · ·+ a2
n 6= 0 και b21 + · · ·+ b2n 6= 0 (διότι, αλλιώς η ανισότητα ισχύει για τετριµµένους

λόγους – αν, για παράδειγµα, a2
1 + · · · + a2

n = 0 τότε a1 = · · · = an = 0 και έπεται ότι
a1b1 + · · ·+ anbn = 0, δηλαδή τόσο το αριστερό όσο και το δεξιό µέλος της ανισότητας που
ϑέλουµε να δείξουµε είναι ίσα µε µηδέν).

Ορίζουµε

s =
√
a2

1 + · · ·+ a2
n και t =

√
b21 + · · ·+ b2n.

Κατόπιν, ϑέτουµε

xk =
ak
s

και yk =
bk
t
, k = 1, . . . , n.

Παρατηρήστε ότι

x2
1 + · · ·+ x2

n =
a2

1 + · · ·+ a2
n

s2
= 1 και y2

1 + · · ·+ y2
n =

b21 + · · ·+ b2n
t2

= 1.

΄Αρα,

(a1b1 + · · ·+ anbn)2 = (tsx1y1 + · · ·+ tsxnyn)2 = t2s2(x1y1 + · · ·+ xnyn)2

6 t2s2 = (a2
1 + · · ·+ a2

n)(b21 + · · ·+ b2n).
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∆εύτερος τρόπος. Μπορούµε, όπως παραπάνω, να υποθέσουµε ότι a2
1 + · · · + a2

n 6= 0.
Θεωρούµε το τριώνυµο

p(x) = (a1x+ b1)2 + · · ·+ (anx+ bn)2.

Παρατηρήστε ότι p(x) > 0 για κάθε x ∈ R (για κάθε x έχουµε ένα άθροισµα τετραγώνων,
το οποίο είναι προφανώς µη αρνητικό) και ότι το p(x) είναι όντως τριώνυµο: έχουµε

p(x) = (a2
1 + · · ·+ a2

n)x2 + 2(a1b1 + · · ·+ anbn)x+ (b21 + · · ·+ b2n) =: αx2 + 2βx+ γ.

Η διακρίνουσα ∆ = 4β2 − 4αγ δεν µπορεί να είναι ϑετική, άρα β2 6 αγ. ∆ηλαδή,

(a1b1 + · · ·+ anbn)2 6 (a2
1 + · · ·+ a2

n)(b21 + · · ·+ b2n),

όπως ϑέλαµε. 2

Πρόταση 1.5.3 (ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου). Αν n ∈ N και a1, . . . , an

είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί, τότε

a1 + a2 + · · ·+ an
n

> n
√
a1a2 · · · an.

Απόδειξη. Θέτουµε m = n
√
a1a2 · · · an και ορίζουµε bk = ak

m , k = 1, . . . , n. Παρατηρούµε
ότι οι bk είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί µε γινόµενο

b1 · · · bn =
a1

m
· · · an

m
=
a1 · · · an
mn

= 1.

Επίσης, η Ϲητούµενη ανισότητα παίρνει τη µορφή

b1 + · · ·+ bn > n.

Αρκεί λοιπόν να δείξουµε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 1.5.4. Αν n ∈ N και b1, . . . , bn είναι ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί µε γινόµενο

b1 · · · bn = 1, τότε b1 + · · ·+ bn > n.

Απόδειξη. Με επαγωγή ως προς το πλήθος των bk: αν n = 1 τότε έχουµε έναν µόνο αριθµό,
τον b1 = 1. Συνεπώς, η ανισότητα είναι τετριµµένη: 1 > 1.

Υποθέτουµε ότι για κάθεm-άδα ϑετικών αριθµών x1, . . . , xm µε γινόµενο x1 · · ·xm = 1

ισχύει η ανισότητα
x1 + · · ·+ xm > m,

και δείχνουµε ότι αν b1, · · · , bm+1 είναι (m+ 1) ϑετικοί πραγµατικοί αριθµοί µε γινόµενο
b1 · · · bm+1 = 1 τότε

b1 + · · ·+ bm+1 > m+ 1.
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Μπορούµε να υποθέσουµε ότι b1 6 b2 6 · · · 6 bm+1. Παρατηρούµε ότι, αν b1 = b2 = · · · =
bm+1 = 1 τότε η ανισότητα ισχύει σαν ισότητα. Αν όχι, αναγκαστικά έχουµε b1 < 1 < bm+1

(εξηγήστε γιατί).
Θεωρούµε την m-άδα ϑετικών αριθµών

x1 = b1bm+1 , x2 = b2, . . . , xm = bm.

Αφού x1 · · ·xm = b1 · · · bm+1 = 1, από την επαγωγική υπόθεση παίρνουµε

(b1bm+1) + b2 + · · ·+ bm = x1 + · · ·+ xm > m.

΄Οµως, από την b1 < 1 < bm+1 έπεται ότι (bm+1 − 1)(1 − b1) > 0 δηλαδή b1 + bm+1 >

1 + bm+1b1. ΄Αρα,

b1 + bm+1 + b2 + · · ·+ bm > 1 + b1bm+1 + b2 + · · ·+ bm > 1 +m.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει το επαγωγικό ϐήµα. 2

Παρατήρηση. Αν οι αριθµοί a1, · · · , an είναι όλοι ίσοι τότε η ανισότητα αριθµητικού-
γεωµετρικού µέσου ισχύει ως ισότητα. Αν οι αριθµοί a1, · · · , an δεν είναι όλοι ίσοι, τότε η
απόδειξη που προηγήθηκε δείχνει ότι η ανισότητα είναι γνήσια (εξηγήστε γιατί). ∆ηλαδή:
στην ανισότητα αριθµητικού–γεωµετρικού µέσου ισχύει ισότητα αν και µόνον αν a1 = · · · =
an.

1.6 Ασκήσεις

Α΄ Οµάδα

1. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή
σας).

(α) ΄Εστω A µη κενό, άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R. Για κάθε x ∈ A έχουµε x 6 supA.

(ϐ) ΄Εστω A µη κενό, άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R. Ο x ∈ R είναι άνω ϕράγµα του A αν και
µόνο αν supA 6 x.

(γ) Αν το A είναι µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R τότε supA ∈ A.

(δ) Αν A είναι ένα µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο του Z τότε supA ∈ A.

(ε) Αν a = supA και ε > 0, τότε υπάρχει x ∈ A µε a− ε < x 6 a.

(στ) Αν a = supA και ε > 0, τότε υπάρχει x ∈ A µε a− ε < x < a.

(Ϲ) Αν το A είναι µη κενό και supA− inf A = 1 τότε υπάρχουν x, y ∈ A ώστε x− y = 1.
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(η) Για κάθε x, y ∈ R µε x < y υπάρχουν άπειροι το πλήθος r ∈ Q που ικανοποιούν την
x < r < y.

2. ∆είξτε ότι τα παρακάτω ισχύουν στο R:

(α) Αν x < y + ε για κάθε ε > 0, τότε x 6 y.

(ϐ) Αν x 6 y + ε για κάθε ε > 0, τότε x 6 y.

(γ) Αν |x− y| 6 ε για κάθε ε > 0, τότε x = y.

(δ) Αν a < x < b και a < y < b, τότε |x− y| < b− a.

3. (α) Αν |a− b| < ε, τότε υπάρχει x ώστε

|a− x| < ε

2
και |b− x| < ε

2
.

(ϐ) Ισχύει το αντίστροφο ;

(γ) ΄Εστω ότι a < b < a+ε. Βρείτε όλους τους x ∈ R που ικανοποιούν τις |a−x| < ε
2 και |b−x| < ε

2 .

4. Να δειχθεί µε επαγωγή ότι ο αριθµός n5 − n είναι πολλαπλάσιο του 5 για κάθε n ∈ N.

5. Εξετάστε για ποιες τιµές του ϕυσικού αριθµού n ισχύουν οι παρακάτω ανισότητες:
(i) 2n > n3, (ii) 2n > n2, (iii) 2n > n, (iv) n! > 2n, (v) 2n−1 6 n2.

6. ΄Εστω a, b ∈ R και n ∈ N. ∆είξτε ότι

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1) = (a− b)
n−1∑
k=0

an−1−kbk.

Αν 0 < a < b, δείξτε ότι

nan−1 6
bn − an

b− a
6 nbn−1.
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7. ΄Εστω a ∈ R. ∆είξτε ότι :

(α) Αν a > 1, τότε an > a για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 2.

(ϐ) Αν a > 1 και m,n ∈ N, τότε am < an αν και µόνο αν m < n.

(γ) Αν 0 < a < 1, τότε an < a για κάθε ϕυσικό αριθµό n > 2.

(δ) Αν 0 < a < 1 και m,n ∈ N, τότε am < an αν και µόνο αν m > n.

8. (α) Αν a1, . . . , an > 0, δείξτε ότι

(1 + a1) · · · (1 + an) > 1 + a1 + · · ·+ an.

(ϐ) Αν 0 < a1, . . . , an < 1, τότε

1− (a1 + · · ·+ an) 6 (1− a1) · · · (1− an)

6 1− (a1 + · · ·+ an) + (a1a2 + a1a3 + · · ·+ an−1an).

9. ∆είξτε ότι κάθε µη κενό κάτω ϕραγµένο υποσύνολο A του R έχει µέγιστο κάτω ϕράγµα.

10. ΄Εστω A,B δύο µη κενά και ϕραγµένα υποσύνολα του R. Αν supA = inf B, δείξτε ότι για κάθε
ε > 0 υπάρχουν a ∈ A και b ∈ B ώστε b− a < ε.

11. ΄Εστω A µη κενό ϕραγµένο υποσύνολο του R µε inf A = supA. Τι συµπεραίνετε για το A;

12. (α) ΄Εστω a, b ∈ R µε a < b. Βρείτε το supremum και το infimum του συνόλου (a, b) ∩ Q =

{x ∈ Q : a < x < b}. Αιτιολογήστε πλήρως την απάντηση σας.

(ϐ) Για κάθε x ∈ R ορίζουµε Ax = {q ∈ Q : q < x}. ∆είξτε ότι

x = y ⇐⇒ Ax = Ay.

13. Να ϐρεθούν, αν υπάρχουν, τα max, min, sup και inf των παρακάτω συνόλων:

(α) A = {x > 0 : 0 < x2 − 1 6 2}, B = {x ∈ Q : x > 0, 0 < x2 − 1 6 2}, C = {0, 12 ,
1
3 ,

1
4 , . . .}.

(ϐ)D = {x ∈ R : x < 0, x2+x−1 < 0}, E = { 1n+(−1)n : n ∈ N}, F = {x ∈ Q : (x−1)(x+
√

2) <

0}.

(γ) G = {5 + 6
n : n ∈ N} ∪ {7− 8n : n ∈ N}.

Β΄ Οµάδα

14. (Ανισότητα Bernoulli) ΄Εστω a ∈ R και έστω n ∈ N. ∆είξτε ότι :

(α) Αν a > −1, τότε (1 + a)n > 1 + na.

(ϐ) Αν 0 < a < 1/n, τότε (1 + a)n < 1/(1− na).

(γ) Αν 0 6 a 6 1, τότε

1− na 6 (1− a)n 6
1

1 + na
.

15. ΄Εστω a ∈ R. ∆είξτε ότι :
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(α) Αν −1 < a < 0, τότε (1 + a)n 6 1 + na+ n(n−1)
2 a2 για κάθε n ∈ N.

(ϐ) Αν a > 0, τότε (1 + a)n > 1 + na+ n(n−1)
2 a2 για κάθε n ∈ N.

16. ∆είξτε ότι για κάθε n ∈ N ισχύουν οι ανισότητες(
1 +

1

n

)n
<

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

και
(

1 +
1

n

)n+1

>

(
1 +

1

n+ 1

)n+2

.

17. (Ανισότητα Cauchy-Schwarz) ∆είξτε ότι : αν a1, . . . , an και b1, . . . , bn είναι πραγµατικοί αριθµοί,
τότε (

n∑
k=1

akbk

)2

6

(
n∑
k=1

a2k

)(
n∑
k=1

b2k

)
.

∆είξτε επίσης την ανισότητα του Minkowski: αν a1, . . . , an και b1, . . . , bn είναι πραγµατικοί αριθµοί,
τότε (

n∑
k=1

(ak + bk)2

)1/2

6

(
n∑
k=1

a2k

)1/2

+

(
n∑
k=1

b2k

)1/2

.

18. (Ταυτότητα του Lagrange) Αν a1, . . . , an ∈ R και b1, . . . , bn ∈ R, τότε(
n∑
k=1

a2k

)(
n∑
k=1

b2k

)
−

(
n∑
k=1

akbk

)2

=
1

2

n∑
k,j=1

(akbj − ajbk)2.

Χρησιµοποιώντας την ταυτότητα του Lagrange δείξτε την ανισότητα Cauchy-Schwarz.

19. (Ανισότητα αριθµητικού-γεωµετρικού µέσου) Αν x1, . . . , xn > 0, τότε

x1x2 · · ·xn 6

(
x1 + · · ·+ xn

n

)n
.

Ισότητα ισχύει αν και µόνο αν x1 = x2 = · · · = xn.

Επίσης, αν x1, x2, . . . , xn > 0, τότε

x1x2 · · ·xn >

(
n

1
x1

+ · · ·+ 1
xn

)n
.

20. ΄Εστω a1, . . . , an > 0. ∆είξτε ότι

(a1 + a2 + · · ·+ an)

(
1

a1
+

1

a2
+ · · ·+ 1

an

)
> n2.

21. ΄Εστω A,B µη κενά ϕραγµένα υποσύνολα του R µε A ⊆ B. ∆είξτε ότι

inf B 6 inf A 6 supA 6 supB.

22. ΄Εστω A,B µη κενά, ϕραγµένα υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι το A ∪B είναι ϕραγµένο και

sup(A ∪B) = max{supA, supB}, inf(A ∪B) = min{inf A, inf B}.
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Μπορούµε να πούµε κάτι ανάλογο για το sup(A ∩B) ή το inf(A ∩B);

23. ΄Εστω A,B µη κενά υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι supA 6 inf B αν και µόνο αν για κάθε a ∈ A
και για κάθε b ∈ B ισχύει a 6 b.

24. ΄Εστω A,B µη κενά, άνω ϕραγµένα υποσύνολα του R µε την εξής ιδιότητα : για κάθε a ∈ A
υπάρχει b ∈ B ώστε

a 6 b.

∆είξτε ότι supA 6 supB.

25. Βρείτε το supremum και το infimum των συνόλων

A =

{
1 + (−1)n +

(−1)n+1

n
: n ∈ N

}
, B =

{
1

2n
+

1

3m
: n,m ∈ N

}
.

26. ∆είξτε ότι το σύνολο

A =

{
(−1)nm

n+m
: m,n = 1, 2, . . .

}
είναι ϕραγµένο και ϐρείτε τα supA και inf A. Εξετάστε αν το A έχει µέγιστο ή ελάχιστο στοιχείο.

27. ΄Εστω A ⊂ (0,+∞). Υποθέτουµε ότι inf A = 0 και ότι το A δεν είναι άνω ϕραγµένο. Να
ϐρεθούν, αν υπάρχουν, τα max, min, sup και inf του συνόλου

B =

{
x

x+ 1
: x ∈ A

}
.

Γ΄ Οµάδα

28. ∆είξτε ότι οι αριθµοί
√

2 +
√

3 και
√

2 +
√

3 +
√

5 είναι άρρητοι.

29. ∆είξτε ότι αν ο ϕυσικός αριθµός n δεν είναι τετράγωνο κάποιου ϕυσικού αριθµού, τότε ο
√
n

είναι άρρητος.

30. ΄Εστω A,B µη κενά, ϕραγµένα υποσύνολα του R. Ορίζουµε A+ B = {a+ b : a ∈ A, b ∈ B}.
∆είξτε ότι

sup(A+B) = supA+ supB, inf(A+B) = inf A+ inf B.

31. ΄Εστω A µη κενό, ϕραγµένο υποσύνολο του R. Αν t ∈ R, ορίζουµε tA = {ta : a ∈ A}. ∆είξτε
ότι

(α) αν t > 0 τότε sup(tA) = t supA και inf(tA) = t inf A.
(ϐ) αν t < 0 τότε sup(tA) = t inf A και inf(tA) = t supA.

32. ΄Εστω A,B µη κενά υποσύνολα του R. Υποθέτουµε ότι :

(α) για κάθε a ∈ A και για κάθε b ∈ B ισχύει a 6 b, και
(ϐ) για κάθε ε > 0 υπάρχουν a ∈ A και b ∈ B ώστε b− a < ε.

∆είξτε ότι supA = inf B.
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33. ΄Εστω A,B µη κενά, άνω ϕραγµένα υποσύνολα του R. ∆είξτε ότι supA 6 supB αν και µόνο
αν για κάθε a ∈ A και για κάθε ε > 0 υπάρχει b ∈ B ώστε a− ε < b.

34. ΄Εστω A,B µη κενά υποσύνολα του R που ικανοποιούν τα εξής:
(α) για κάθε a ∈ A και για κάθε b ∈ B ισχύει a < b.
(ϐ) A ∪B = R.

∆είξτε ότι υπάρχει γ ∈ R τέτοιος ώστε είτε A = (−∞, γ) και B = [γ,+∞) ή A = (−∞, γ] και
B = (γ,+∞).

35. ΄Εστω x ∈ R. ∆είξτε ότι : για κάθε n ∈ N υπάρχει ακέραιος kn ∈ Z ώστε
∣∣∣x− kn√

n

∣∣∣ < 1√
n
.

36. ΄Εστω x ∈ R. ∆είξτε ότι : για κάθε N > 2 υπάρχουν ακέραιοι m και n, µε 0 < n 6 N , ώστε
|nx−m| < 1

N .

37. (Ανισότητα Chebyshev) Αν a1 > a2 > · · · > an > 0 και b1 > b2 > · · · > bn > 0, τότε

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1
n

6
a1 + · · ·+ an

n
· b1 + · · ·+ bn

n

6
a1b1 + · · ·+ anbn

n
.





Κεφάλαιο 2

Ακολουθίες πραγµατικών αριθµών

2.1 Ακολουθίες πραγµατικών αριθµών

Ορισµός 2.1.1. Ακολουθία λέγεται κάθε συνάρτηση a : N→ R (µε πεδίο ορισµού το σύ-
νολο των ϕυσικών αριθµών και τιµές στους πραγµατικούς αριθµούς). Αντί να συµβολίζουµε
τις τιµές της ακολουθίας a µε a(1), a(2), . . ., γράφουµε

a1, a2, a3, . . .

και λέµε ότι ο αριθµός an είναι ο n-οστός όρος της ακολουθίας. Η ίδια η ακολουθία
συµβολίζεται µε {an}∞n=1, {an}n∈N, (an), (a1, a2, a3, . . .) χωρίς αυτό να προκαλεί σύγχυση.

Παραδείγµατα 2.1.2. (α) ΄Εστω c ∈ R. Η ακολουθία an = c, n = 1, 2, . . . λέγεται σταθερή

ακολουθία µε τιµή c.

(ϐ) an = n. Οι πρώτοι όροι της (an) είναι : a1 = 1, a2 = 2, a3 = 3.

(γ) an = 1
n . Οι πρώτοι όροι της (an) είναι : a1 = 1, a2 = 1

2 , a3 = 1
3 .

(δ) an = an, όπου a ∈ R. Οι πρώτοι όροι της (an) είναι : a1 = a, a2 = a2, a3 = a3.

(ε) a1 = 1 και an+1 =
√

1 + an, n = 1, 2, . . .. Αυτή η ακολουθία ορίζεται αναδροµικά:
αν γνωρίζουµε τον an τότε µπορούµε να υπολογίσουµε τον an+1 χρησιµοποιώντας την
an+1 =

√
1 + an. ∆εδοµένου ότι έχει δοθεί ο πρώτος της όρος, η (an) είναι καλά ορισµένη

(κάνοντας n − 1 ϐήµατα µπορούµε να ϐρούµε τον an). Οι πρώτοι όροι της (an) είναι :

a1 = 1, a2 =
√

2, a3 =
√

1 +
√

2, a4 =

√
1 +

√
1 +
√

2.

(στ) a1 = 1, a2 = 1 και an+2 = an + an+1, n = 1, 2, . . .. Αν γνωρίζουµε τους an και
an+1 τότε µπορούµε να υπολογίσουµε τον an+2 χρησιµοποιώντας την αναδροµική σχέση

an+2 = an + an+1. ∆εδοµένου ότι έχουν δοθεί οι πρώτοι δύο όροι, η (an) είναι καλά

39
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ορισµένη (κάνοντας n − 2 ϐήµατα µπορούµε να ϐρούµε τον an). Οι πρώτοι όροι της (an)

είναι : a1 = 1, a2 = 1, a3 = 2, a4 = 3, a5 = 5, a6 = 8.

(Ϲ) an = 1
n αν n = 2k και an = 1

2 αν n = 2k − 1. Για τον υπολογισµό του n–οστού όρου an
αρκεί να γνωρίζουµε αν ο n είναι άρτιος ή περιττός: για παράδειγµα, a6 = 1

6 και a7 = 1
2 .

Ορισµός 2.1.3. ΄Εστω (an) και (bn) δύο ακολουθίες πραγµατικών αριθµών.

(α) Λέµε ότι (an) = (bn) (οι ακολουθίες είναι ίσες) αν an = bn για κάθε n ∈ N. ∆ηλαδή,

a1 = b1, a2 = b2, a3 = b3, . . . .

(ϐ) Το άθροισµα, η διαφορά, το γινόµενο και το πηλίκο των ακολουθιών (an), (bn) είναι οι
ακολουθίες (an + bn), (an − bn), (anbn) και (an/bn) αντίστοιχα (για την τελευταία πρέπει
να κάνουµε την επιπλέον υπόθεση ότι bn 6= 0 για κάθε n ∈ N).

Ορισµός 2.1.4 (σύνολο των όρων). Το σύνολο των όρων της ακολουθίας (an) είναι το

A = {an : n ∈ N}.

∆εν ϑα πρέπει να συγχέει κανείς την ακολουθία (an) = (a1, a2, . . .) µε το σύνολο των τιµών
της. Για παράδειγµα, το σύνολο τιµών της ακολουθίας (−1)n = (1,−1, 1,−1, . . .) είναι το
δισύνολο {−1, 1}. Παρατηρήστε επίσης ότι δύο διαφορετικές ακολουθίες µπορεί να έχουν
το ίδιο σύνολο τιµών (δώστε παραδείγµατα).

Ορισµός 2.1.5 (τελικό τµήµα). ΄Εστω (an) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Κάθε
ακολουθία της µορφής (am+n−1)∞n=1 = (am, am+1, am+2, . . .) όπου m ∈ N λέγεται τελικό

τµήµα της (an). Για παράδειγµα, οι ακολουθίες (5, 6, 7, . . .) και (30, 31, 32, . . .) είναι τελικά
τµήµατα της an = n.

2.2 Σύγκλιση ακολουθιών

Θεωρούµε τις ακολουθίες (an) και (bn) µε n-οστούς όρους τους

an =
1

n
και bn = (−1)n.

Για «µεγάλες» τιµές του n οι όροι 1/n της (an) ϐρίσκονται (όλο και πιο) «κοντά» στο 0. Από
την άλλη πλευρά, οι όροι (−1)n της (bn) δεν πλησιάζουν σε κάποιον πραγµατικό αριθµό.
Θα λέγαµε ότι η ακολουθία (an) συγκλίνει (έχει όριο το 0 καθώς το n τείνει στο άπειρο)
ενώ η (bn) δεν συγκλίνει. Με άλλα λόγια, ϑέλουµε να εκφράσουµε αυστηρά την πρόταση:

«η (an) συγκλίνει στον a αν για µεγάλες τιµές του n ο an είναι κοντά στον a».
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Αυτό που πρέπει να κάνουµε σαφές είναι το νόηµα των ϕράσεων «κοντά» και «µεγάλες
τιµές». Για παράδειγµα, αν κάποιος ϑεωρεί ότι η απόσταση 1 είναι ικανοποιητικά µικρή,
τότε η (an) έχει όλους τους όρους της κοντά στον 1/2. Επίσης, αν κάποιος ϑεωρεί ότι η
ϕράση «µεγάλες τιµές» σηµαίνει «αρκετές µεγάλες τιµές», τότε η (bn) έχει αρκετούς όρους
κοντά στον 1 αλλά και αρκετούς όρους κοντά στον −1. Συµφωνούµε να λέµε ότι :

«η (an) συγκλίνει στον a αν σε οσοδήποτε µικρή περιοχή του a ϐρίσκονται
τελικά όλοι οι όροι της (an)».

Η έννοια της περιοχής ενός πραγµατικού αριθµού a ορίζεται αυστηρά ως εξής: για κάθε
ε > 0 το ανοικτό διάστηµα (a − ε, a + ε) µε κέντρο τον a και ακτίνα ε είναι µια περιοχή
του a (η ε-περιοχή του a). Χρησιµοποιώντας την έννοια της ε-περιοχής και την έννοια του
τελικού τµήµατος µιας ακολουθίας, καταλήγουµε στο εξής:

«η (an) συγκλίνει στον a αν κάθε ε–περιοχή του a περιέχει κάποιο τελικό τµήµα
της (an)».

Παρατηρώντας ότι x ∈ (a− ε, a+ ε) αν και µόνο αν |x− a| < ε, µπορούµε να δώσουµε τον
εξής αυστηρό ορισµό.

Ορισµός 2.2.1 (όριο ακολουθίας). ΄Εστω (an) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Λέµε
ότι η (an) συγκλίνει στον πραγµατικό αριθµό a αν ισχύει το εξής:

Για κάθε ε > 0 υπάρχει ϕυσικός n0 = n0(ε) µε την ιδιότητα : αν n ∈ N και
n > n0(ε), τότε |an − a| < ε.

Αν η (an) συγκλίνει στον a, γράφουµε lim an = a ή lim
n→∞

an = a ή, πιο απλά, an → a.

Παρατήρηση 2.2.2. Στον παραπάνω ορισµό, ο δείκτης n0 εξαρτάται κάθε ϕορά από το
ε. ΄Οσο όµως µικρό κι αν είναι το ε, µπορούµε να ϐρούµε n0(ε) ώστε όλοι οι όροι an
που έπονται του an0 να ϐρίσκονται«ε-κοντά» στον a. Σκεφτείτε την προσπάθεια επιλογής
του n0(ε) σαν ένα επ¨ άπειρον παιχνίδι µε έναν αντίπαλο ο οποίος επιλέγει ολοένα και
µικρότερο ε > 0.

Για να εξοικειωθούµε µε τον ορισµό ϑα αποδείξουµε ότι η an = 1
n → 0 ενώ η bn = (−1)n

δεν συγκλίνει (σε κανέναν πραγµατικό αριθµό).

(α) Η an = 1
n συγκλίνει στο 0: Θεωρούµε τυχούσα ε–περιοχή (−ε, ε) του 0. Από την

Αρχιµήδεια ιδιότητα υπάρχει n0(ε) ∈ N ώστε 1
n0

< ε. Ο µικρότερος τέτοιος ϕυσικός
αριθµός είναι ο

[
1
ε

]
+ 1 (εξηγήστε γιατί), όµως αυτό δεν έχει ιδιαίτερη σηµασία. Τότε, για

κάθε n > n0 ισχύει

−ε < 0 <
1

n
6

1

n0
< ε.
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∆ηλαδή, το τελικό τµήµα
(

1
n0
, 1
n0+1 ,

1
n0+2 , . . .

)
της (an) περιέχεται στο (−ε, ε). Συµφωνα

µε τον ορισµό, έχουµε an → 0.

(ϐ) Η bn = (−1)n δεν συγκλίνει : Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει a ∈ R ώστε (−1)n → a.
∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(ϐ1) Αν a 6= 1 υπάρχει ε-περιοχή του a ώστε 1 /∈ (a − ε, a + ε). Για παράδειγµα,
µπορούµε να επιλέξουµε ε = |1−a|

2 . Αφού bn → a, υπάρχει τελικό τµήµα (bm, bm+1, . . .)

που περιέχεται στο (a− ε, a+ ε). Ειδικότερα, bn 6= 1 για κάθε n > m. Αυτό είναι άτοπο:
αν ϑεωρήσουµε άρτιο n > m τότε bn = (−1)n = 1.

(ϐ2) Αν a 6= −1 υπάρχει ε-περιοχή του a ώστε −1 /∈ (a − ε, a + ε). Για παράδειγµα,
µπορούµε να επιλέξουµε ε = |1+a|

2 . Αφού bn → a, υπάρχει τελικό τµήµα (bm, bm+1, . . .)

που περιέχεται στο (a− ε, a+ ε). Ειδικότερα, bn 6= −1 για κάθε n > m. Αυτό είναι άτοπο:
αν ϑεωρήσουµε περιττό n > m τότε bn = (−1)n = −1.

Θεώρηµα 2.2.3 (µοναδικότητα του ορίου). Αν an → a και an → b, τότε a = b.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι a 6= b. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας, µπορούµε να υποθέ-
σουµε ότι a < b. Αν πάρουµε ε = (b− a)/4, τότε a+ ε < b− ε. ∆ηλαδή,

(a− ε, a+ ε) ∩ (b− ε, b+ ε) = ∅.

Αφού an → a, µπορούµε να ϐρούµε n1 ∈ N ώστε για κάθε n > n1 να ισχύει |an − a| < ε.
Οµοίως, αφού an → b, µπορούµε να ϐρούµε n2 ∈ N ώστε για κάθε n > n2 να ισχύει
|an − b| < ε.

Θέτουµε n0 = max{n1, n2}. Τότε, για κάθε n > n0 ισχύουν ταυτόχρονα οι

|an − a| < ε και |an − b| < ε.

΄Οµως τότε, για κάθε n > n0 έχουµε

an ∈ (a− ε, a+ ε) ∩ (b− ε, b+ ε),

το οποίο είναι άτοπο. 2

Θεώρηµα 2.2.4 (κριτήριο παρεµβολής ή κριτήριο ισοσυγκλινουσών ακολουθιών). Θεω-

ϱούµε τρείς ακολουθίες an, bn, γn που ικανοποιούν τα ακόλουθα:

(α) an 6 bn 6 γn για κάθε n ∈ N.

(ϐ) lim an = lim γn = `.

Τότε, η (bn) συγκλίνει και lim bn = `.
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Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού an → ` και γn → `, υπάρχουν ϕυσικοί αριθµοί n1, n2 ώστε

|an − `| < ε αν n > n1 και |γn − `| < ε αν n > n2.

Ισοδύναµα,

`− ε < an < `+ ε αν n > n1 και `− ε < γn < `+ ε αν n > n2.

Επιλέγουµε n0 = max{n1, n2}. Αν n > n0, τότε

`− ε < an 6 bn 6 γn < `+ ε

δηλαδή, αν n > n0 έχουµε |bn − `| < ε. Με ϐάση τον ορισµό, bn → `. 2

Παρατηρήσεις 2.2.5. (α) Βεβαιωθείτε ότι έχετε καταλάβει τη διαδικασία απόδειξης: αν
ϑέλουµε να δείξουµε ότι tn → t, πρέπει για αυθαίρετο (µικρό) ε > 0 – η απόδειξη ξεκινάει
µε την ϕράση «έστω ε > 0» – να ϐρούµε ϕυσικό n0 (που εξαρτάται από το ε) µε την ιδιότητα :
n > n0(ε) =⇒ |tn − t| < ε.

(ϐ) ΄Ισως έχετε ήδη παρατηρήσει ότι οι πρώτοιm όροι (m = 2, 10 ή και 1010) δεν επηρεάζουν
τη σύγκλιση ή µη µιας ακολουθίας. Αποδείξτε αυστηρά τα εξής:

1. ΄Εστωm ∈ N. Η ακολουθία (an) συγκλίνει αν και µόνο αν η ακολουθία (bn) = (am+n−1)

συγκλίνει, και µάλιστα limn an = limn am+n−1.

2. ΄Εστω (an) και (bn) δύο ακολουθίες που διαφέρουν σε πεπερασµένους το πλήθος όρους:
υπάρχει m ∈ N ώστε an = bn για κάθε n > m. Αν η (an) συγκλίνει στον a τότε η (bn)

συγκλίνει κι αυτή στον a.

Ορισµός 2.2.6 (ϕραγµένη ακολουθία). Η ακολουθία (an) λέγεται ϕραγµένη αν µπορούµε
να ϐρούµε κάποιον M > 0 µε την ιδιότητα

|an| 6M για κάθε n ∈ N.

Θεώρηµα 2.2.7. Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω ότι an → a ∈ R. Παίρνουµε ε = 1 > 0. Μπορούµε να ϐρούµε n0 ∈ N
ώστε |an − a| < 1 για κάθε n > n0. ∆ηλαδή,

αν n > n0, τότε |an| 6 |an − a|+ |a| < 1 + |a|.

Θέτουµε
M = max{|a1|, . . . , |an0 |, 1 + |a|}

και εύκολα ελέγχουµε ότι |an| 6 M για κάθε n ∈ N (διακρίνετε περιπτώσεις: n 6 n0 και
n > n0). ΄Αρα, η (an) είναι ϕραγµένη. 2
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Ορισµός 2.2.8 (ακολουθίες που τείνουν στο άπειρο). ΄Εστω (an) µια ακολουθία πραγµα-
τικών αριθµών.

(α) Λέµε ότι an → +∞ (η ακολουθία τείνει στο +∞) αν για κάθε M > 0 (οσοδήποτε
µεγάλο) υπάρχει ϕυσικός n0 = n0(M) ώστε

αν n > n0, τότε an > M.

(ϐ) Λέµε ότι an → −∞ (η ακολουθία τείνει στο −∞) αν για κάθε M > 0 (οσοδήποτε
µεγάλο) υπάρχει ϕυσικός n0 = n0(M) ώστε

αν n > n0, τότε an < −M.

Παρατήρηση 2.2.9. Χρησιµοποιήσαµε τη λέξη «τείνει» στο ±∞: συµφωνούµε πως µια
ακολουθία (an) συγκλίνει µόνο αν συγκλίνει σε κάποιον πραγµατικό αριθµό a (ο οποίος
λέγεται και όριο της (an)). Σε όλες τις άλλες περιπτώσεις ϑα λέµε ότι η ακολουθία αποκλίνει.

Κλείνουµε αυτήν την Παράγραφο µε την ακριβή διατύπωση της άρνησης του ορισµού
του ορίου. Θυµηθείτε ότι :

«η (an) συγκλίνει στον a αν κάθε ε-περιοχή του a περιέχει κάποιο τελικό τµήµα
της (an)».

Εποµένως, η (an) δεν συγκλίνει στον a αν υπάρχει περιοχή (a− ε, a+ ε) του a η οποία δεν
περιέχει κανένα τελικό τµήµα της (an). Ισοδύναµα,

«η (an) δεν συγκλίνει στον a αν υπάρχει ε > 0 ώστε : κάθε τελικό τµήµα
(am, am+1, . . .) της (an) έχει τουλάχιστον έναν όρο που δεν ανήκει στο (a −
ε, a+ ε)».

Παρατηρήστε ότι αν (am, am+1, . . .) είναι ένα τελικό τµήµα της (an) τότε : το (am, am+1, . . .)

δεν περιέχεται στο (a− ε, a+ ε) αν και µόνο αν υπάρχει n > m ώστε an /∈ (a− ε, a+ ε),
δηλαδή |an − a| > ε. Καταλήγουµε λοιπόν στην εξής πρόταση:

«η (an) δεν συγκλίνει στον a αν υπάρχει ε > 0 ώστε : για κάθε m ∈ N υπάρχει
n > m ώστε |an − a| > ε».

΄Ασκηση 2.2.10. ∆είξτε ότι η ακολουθία (an) δεν συγκλίνει στον a αν και µόνο αν υπάρχει
ε > 0 ώστε άπειροι το πλήθος όροι της (an) ικανοποιούν την |an − a| > ε.
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2.3 ΄Αλγεβρα των ορίων

΄Ολες οι ϐασικές ιδιότητες των ορίων ακολουθιών αποδεικνύονται εύκολα µε ϐάση τον
ορισµό.

Πρόταση 2.3.1. an → a αν και µόνο αν an − a→ 0 αν και µόνο αν |an − a| → 0.

Απόδειξη. Αρκεί να γράψουµε τους τρείς ορισµούς:

(i) ΄Εχουµε an → a αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 να ισχύει
|an − a| < ε.

(ii) ΄Εχουµε an − a → 0 αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 να
ισχύει |(an − a)− 0| < ε.

(iii) ΄Εχουµε |an − a| → 0 αν για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 να
ισχύει

∣∣ |an − a| − 0
∣∣ < ε.

Παρατηρώντας ότι |an − a| = |(an − a)− 0| =
∣∣ |an − a| − 0

∣∣ για κάθε n ∈ N ϐλέπουµε ότι
οι τρεις προτάσεις λένε ακριβώς το ίδιο πράγµα. 2

Πρόταση 2.3.2. an → 0 αν και µόνο αν |an| → 0.

Απόδειξη. Ειδική περίπτωση της Πρότασης 2.3.1 (a = 0). 2

Πρόταση 2.3.3. Αν an → a τότε |an| → |a|.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού an → a, υπάρχει n0 ∈ N ώστε για κάθε n > n0 να ισχύει
|an − a| < ε. Τότε, για κάθε n > n0 έχουµε∣∣ |an| − |a| ∣∣ 6 |an − a| < ε,

από την τριγωνική ανισότητα για την απόλυτη τιµή. 2

Πρόταση 2.3.4. Αν an → a και bn → b τότε an + bn → a+ b.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού an → a, υπάρχει n1 ∈ N ώστε για κάθε n > n1 να ισχύει

|an − a| <
ε

2
.

Οµοίως, αφού bn → b, υπάρχει n2 ∈ N ώστε για κάθε n > n2 να ισχύει

|bn − b| <
ε

2
.
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Θέτουµε n0 = max{n1, n2}. Τότε, για κάθε n > n0 έχουµε ταυτόχρονα |an − a| < ε/2 και
|bn − b| < ε/2. ΄Αρα, για κάθε n > n0 έχουµε

|(an + bn)− (a+ b)| = |(an − a) + (bn − b)| 6 |an − a|+ |bn − b| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, αυτό δείχνει ότι an + bn → a+ b. 2

Πρόταση 2.3.5. ΄Εστω (an) και (bn) δύο ακολουθίες. Υποθέτουµε ότι η (bn) είναι ϕραγµένη

και ότι an → 0. Τότε, anbn → 0.

Απόδειξη. Η (bn) είναι ϕραγµένη, άρα υπάρχει M > 0 ώστε |bn| 6 M για κάθε n ∈ N.
΄Εστω ε > 0. Αφού an → 0, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

|an| = |an − 0| < ε

M

για κάθε n > n0. ΄Επεται ότι, αν n > n0 τότε

|anbn| = |an||bn| <
ε

M
·M = ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, αυτό δείχνει ότι anbn → 0. 2

Πρόταση 2.3.6. Αν an → a και t ∈ R τότε tan → ta.

Απόδειξη. Από την an → a έπεται ότι an−a→ 0. Θεωρούµε τη σταθερή ακολουθία bn = t.
Από την προηγούµενη πρόταση έχουµε

tan − ta = t(an − a) = bn(an − a)→ 0.

Συνεπώς, tan → ta. 2

Πρόταση 2.3.7. Αν an → a και bn → b, τότε anbn → ab.

Απόδειξη. Γράφουµε
anbn − ab = an(bn − b) + b(an − a).

Παρατηρούµε τα εξής:

(i) Η (an) συγκλίνει, άρα είναι ϕραγµένη. Αφού bn − b → 0, η Πρόταση 2.3.5 δείχνει
ότι an(bn − b)→ 0.

(ii) Αφού an − a→ 0, η Πρόταση 2.3.6 δείχνει ότι b(an − a)→ 0.

Τώρα, η Πρόταση 2.3.4 δείχνει ότι

an(bn − b) + b(an − a)→ 0 + 0 = 0.

∆ηλαδή, anbn − ab→ 0. 2



2.3. ΑΛΓΕΒΡΑ ΤΩΝ ΟΡΙΩΝ 47

Πρόταση 2.3.8. ΄Εστω k ∈ N, k > 2. Αν an → a τότε akn → ak.

Απόδειξη. Με επαγωγή ως προς k. Αν an → a και αν γνωρίζουµε ότι amn → am, τότε

am+1
n = an · amn → a · am = am+1

από την Πρόταση 2.3.7. 2

Πρόταση 2.3.9. ΄Εστω (an) και (bn) ακολουθίες µε bn 6= 0 για κάθε n ∈ N. Αν an → a

και bn → b 6= 0, τότε an
bn
→ a

b .

Απόδειξη. Αρκεί να δείξουµε ότι 1
bn
→ 1

b . Κατόπιν, εφαρµόζουµε την Πρόταση 2.3.7 για

τις (an) και
(

1
bn

)
.

Αυτό που ϑέλουµε να γίνει µικρό για µεγάλες τιµές του n είναι η ποσότητα∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ =
|b− bn|
|bn||b|

.

Ισχυρισµός. Υπάρχει n1 ∈ N ώστε : για κάθε n > n1,

|bn| >
|b|
2
.

Για την απόδειξη αυτού του ισχυρισµού επιλέγουµε ε = |b|
2 > 0 και, λόγω της bn → b,

ϐρίσκουµε n1 ∈ N ώστε : αν n > n1 τότε |bn − b| < |b|
2 . Τότε, για κάθε n > n1 ισχύει

∣∣ |bn| − |b| ∣∣ 6 |bn − b| < |b|
2
.

Από την τελευταία ανισότητα έπεται ότι |bn| > |b|
2 για κάθε n > n1.

Ο ισχυρισµός έχει την εξής συνέπεια : αν n > n1 τότε∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ 6 2|b− bn|
|b|2

.

Τώρα µπορούµε να δείξουµε ότι 1
bn
→ 1

b . ΄Εστω ε > 0. Αφού bn → b, υπάρχει n2 ∈ N ώστε

|b− bn| < ε|b|2
2 για κάθε n > n2. Επιλέγουµε n0 = max{n1, n2}. Αν n > n0, τότε∣∣∣∣ 1

bn
− 1

b

∣∣∣∣ 6 2|b− bn|
|b|2

< ε.

Με ϐάση τον ορισµό, 1
bn
→ 1

b . 2

Πρόταση 2.3.10. ΄Εστω k ∈ N, k > 2. Αν an > 0 για κάθε n ∈ N και αν an → a, τότε
k
√
an → k

√
a.
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Απόδειξη. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(α) an → 0: ΄Εστω ε > 0. Αφού an → 0, εφαρµόζοντας τον ορισµό για τον ϑετικό αριθµό ε1 = εk

ϐρίσκουµε n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 ισχύει

0 6 an < εk.

Τότε, για κάθε n > n0 ισχύει
0 6 k
√
an <

k
√
εk = ε.

΄Αρα, k
√
an → 0.

(ϐ) an → a > 0: Θυµηθείτε ότι αν x, y > 0 τότε

|xk − yk| = |x− y|(xk−1 + xk−2y + · · ·+ xyk−2 + yk−1) > |x− y|yk−1.

Χρησιµοποιώντας αυτήν την ανισότητα µε x = k
√
an και y = k

√
a ϐλέπουµε ότι∣∣ k√an − k

√
a
∣∣ 6 |an − a|

k
√
ak−1

.

΄Εστω ε > 0. Αφού an → 0, εφαρµόζοντας τον ορισµό για τον ϑετικό αριθµό ε1 =
k
√
ak−1 · ε,

ϐρίσκουµε n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 ισχύει

|an − a| <
k
√
ak−1 · ε.

Τότε, για κάθε n > n0 ισχύει ∣∣ k√an − k
√
a
∣∣ 6 |an − a|

k
√
ak−1

< ε.

Συνεπώς, k
√
an → k

√
a. 2

Πρόταση 2.3.11. Αν an 6 bn για κάθε n ∈ N και αν an → a, bn → b, τότε a 6 b.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι a > b. Αν ϑέσουµε ε = a−b
2 τότε υπάρχουν n1, n2 ∈ N ώστε : για

κάθε n > n1 ισχύει

|an − a| <
a− b

2
=⇒ an > a− a− b

2
=
a+ b

2
,

και για κάθε n > n2 ισχύει

|bn − b| <
a− b

2
=⇒ bn < b+

a− b
2

=
a+ b

2
.

Θέτουµε n0 = max{n1, n2}. Τότε, για κάθε n > n0 έχουµε

bn <
a+ b

2
< an,

το οποίο είναι άτοπο. 2

Πρόταση 2.3.12. Αν m 6 an 6M για κάθε n ∈ N και αν an → a, τότε m 6 a 6M .

Απόδειξη. Θεωρούµε τις σταθερές ακολουθίες bn = m, γn = M και εφαρµόζουµε την
προηγούµενη πρόταση. 2
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2.4 Βασικά όρια και ϐασικά κριτήρια σύγκλισης

Σε αυτή την παράγραφο ϐρίσκουµε τα όρια κάποιων συγκεκριµένων ακολουθιών οι οποί-
ες εµφανίζονται πολύ συχνά στη συνέχεια. Με τη ϐοήθεια αυτών των «ϐασικών ορίων»
αποδεικνύουµε δύο πολύ χρήσιµα κριτήρια σύγκλισης ακολουθιών στο 0 ή στο +∞.

Πρόταση 2.4.1. Αν a > 1, τότε η ακολουθία xn = an τείνει στο +∞.

Απόδειξη. Αφού a > 1, υπάρχει θ > 0 ώστε a = 1 + θ. Από την ανισότητα Bernoulli
παίρνουµε

xn = (1 + θ)n > 1 + nθ > nθ

για κάθε n ∈ N.
΄Εστω τώρα M > 0. Από την Αρχιµήδεια ιδιότητα, υπάρχει n0 ∈ N ώστε n0 > M/θ.

Τότε, για κάθε n > n0 έχουµε
xn > nθ > n0θ > M.

΄Επεται ότι xn → +∞. 2

Πρόταση 2.4.2. Αν 0 < a < 1, τότε η ακολουθία xn = an συγκλίνει στο 0.

Απόδειξη. ΄Εχουµε 1
a > 1, άρα υπάρχει θ > 0 ώστε 1

a = 1+θ. Από την ανισότητα Bernoulli
παίρνουµε

1

xn
= (1 + θ)n > 1 + nθ > nθ

δηλαδή

0 < xn <
1

nθ

για κάθε n ∈ N. Από την 1
nθ → 0 και από το κριτήριο των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών

έπεται ότι xn → 0. 2

Πρόταση 2.4.3. Αν a > 0, τότε η ακολουθία xn = n
√
a→ 1.

Απόδειξη. (α) Εξετάζουµε πρώτα την περίπτωση a > 1. Τότε, n
√
a > 1 για κάθε n ∈ N.

Ορίζουµε
θn = n

√
a− 1 = xn − 1.

Παρατηρήστε ότι θn > 0 για κάθε n ∈ N. Αν δείξουµε ότι θn → 0, τότε έχουµε το Ϲητούµενο :
xn = 1 + θn → 1.

Αφού n
√
a = 1 + θn, µπορούµε να γράψουµε

a = (1 + θn)n > 1 + nθn > nθn.
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΄Επεται ότι

0 < θn <
a

n
,

και από το κριτήριο των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών συµπεραίνουµε ότι θn → 0. Συνε-
πώς, xn = 1 + θn → 1.

(ϐ) Αν 0 < a < 1 τότε 1
a > 1. Από το (α) έχουµε

1

xn
=

1
n
√
a

=
n

√
1

a
→ 1 6= 0.

Συνεπώς, xn → 1.

(γ) Τέλος, αν a = 1 τότε xn = n
√

1 = 1 για κάθε n ∈ N. Είναι τώρα ϕανερό ότι xn → 1. 2

Πρόταση 2.4.4. Η ακολουθία xn = n
√
n→ 1.

Απόδειξη. Μιµούµαστε την απόδειξη της προηγούµενης πρότασης. Ορίζουµε

θn = n
√
n− 1 = xn − 1.

Παρατηρήστε ότι θn > 0 για κάθε n ∈ N. Αν δείξουµε ότι θn → 0, τότε έχουµε το Ϲητούµενο :
xn = 1 + θn → 1.

Αφού n
√
n = 1+θn, χρησιµοποιώντας το διωνυµικό ανάπτυγµα, µπορούµε να γράψου-

µε

n = (1 + θn)n > 1 + nθn +

(
n

2

)
θ2
n >

n(n− 1)

2
θ2
n.

΄Επεται ότι, για n > 2,

0 < θn <

√
2

n− 1
,

και από το κριτήριο των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών συµπεραίνουµε ότι θn → 0. Συνε-
πώς, xn = 1 + θn → 1. 2

Πρόταση 2.4.5 (κριτήριο του λόγου). ΄Εστω (an) ακολουθία µη µηδενικών όρων (an 6= 0).

(α) Αν an > 0 για κάθε n ∈ N και an+1

an
→ ` > 1, τότε an → +∞.

(ϐ) Αν

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣→ ` < 1, τότε an → 0.

Απόδειξη. (α) Θέτουµε ε = `−1
2 > 0. Αφού an+1

an
→ `, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε

n > n0,
an+1

an
> `− ε =

`+ 1

2
.
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Παρατηρήστε ότι θ := `+1
2 > 1. Τότε, an0+1 > θan0 , an0+2 > θ2an0 , an0+3 > θ3an0 , και

γενικά, αν n > n0 ισχύει (εξηγήστε γιατί)

an > θn−n0an0 =
an0

θn0
· θn.

Αφού lim
n→∞

θn = +∞, έπεται ότι an → +∞.

(ϐ) Θέτουµε ε = 1−`
2 > 0. Αφού

∣∣∣an+1

an

∣∣∣→ `, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0,∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ < `+ ε =
`+ 1

2
.

Παρατηρήστε ότι ρ := `+1
2 < 1. Τότε, |an0+1| < ρ|an0 |, |an0+2| < ρ2|an0 |, |an0+3| <

ρ3|an0 |, και γενικά, αν n > n0 ισχύει (εξηγήστε γιατί)

|an| < ρn−n0 |an0 | =
|an0 |
ρn0

· ρn.

Αφού lim
n→∞

ρn = 0, έπεται ότι an → 0. 2

Παρατήρηση 2.4.6. Αν an+1

an
→ 1 τότε το κριτήριο δεν δίνει συµπέρασµα. Για παράδειγµα,

n+1
n → 1 και n→∞, όµως 1/(n+1)

1/n → 1 και 1/n→ 0.

Εντελώς ανάλογα αποδεικνύεται η ακόλουθη Πρόταση.

Πρόταση 2.4.7. (α) ΄Εστω µ > 1 και (an) ακολουθία ϑετικών όρων. Αν an+1 > µan για

κάθε n, τότε an → +∞.

(ϐ) ΄Εστω 0 < µ < 1 και (an) ακολουθία µε την ιδιότητα |an+1| 6 µ|an| για κάθε n. Τότε,

an → 0. 2

Πρόταση 2.4.8 (κριτήριο της ϱίζας). ΄Εστω (an) ακολουθία µε µη αρνητικούς όρους.

(α) Αν n
√
an → ρ < 1 τότε an → 0.

(ϐ) Αν n
√
an → ρ > 1 τότε an → +∞.

Απόδειξη. (α) Θέτουµε ε = 1−ρ
2 > 0. Αφού n

√
an → ρ, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε

n > n0,
n
√
an < ρ+ ε =

ρ+ 1

2
.

Παρατηρήστε ότι θ := ρ+1
2 < 1 και

0 6 an 6 θn για κάθε n > n0.

Αφού 0 < θ < 1, έχουµε lim
n→∞

θn = 0. Από το κριτήριο των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών
έπεται ότι an → 0.
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(ϐ) Θέτουµε ε = ρ−1
2 > 0. Αφού n

√
an → ρ, υπάρχει n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0,

n
√
an > ρ− ε =

ρ+ 1

2
.

Παρατηρήστε ότι θ := ρ+1
2 > 1 και

an > θn για κάθε n > n0.

Αφού θ > 1, έχουµε lim
n→∞

θn = +∞. ΄Επεται ότι an → +∞. 2

Παρατήρηση 2.4.9. Αν n
√
an → 1 τότε το κριτήριο δεν δίνει συµπέρασµα. Για παράδειγ-

µα, n
√
n→ 1 και n→∞, όµως n

√
1/n→ 1 και 1/n→ 0.

Εντελώς ανάλογα αποδεικνύεται η εξής Πρόταση.

Πρόταση 2.4.10. ΄Εστω (an) ακολουθία µε µη αρνητικούς όρους.

(α) Αν υπάρχει 0 < ρ < 1 ώστε n
√
an 6 ρ για κάθε n ∈ N τότε an → 0.

(ϐ) Αν υπάρχει ρ > 1 ώστε n
√
an > ρ για κάθε n ∈ N τότε an → +∞. 2

2.5 Σύγκλιση µονότονων ακολουθιών

2.5.1 Σύγκλιση µονότονων ακολουθιών

Ορισµός 2.5.1 (µονότονες ακολουθίες). ΄Εστω (an) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών.
Λέµε ότι η (an) είναι

(i) αύξουσα, αν an+1 > an για κάθε n ∈ N.

(ii) ϕθίνουσα, αν an+1 6 an για κάθε n ∈ N.

(iii) γνησίως αύξουσα, αν an+1 > an για κάθε n ∈ N.

(iv) γνησίως ϕθίνουσα, αν an+1 < an για κάθε n ∈ N.

Σε καθεµία από τις παραπάνω περιπτώσεις λέµε ότι η (an) είναι µονότονη.

Παρατηρήσεις 2.5.2. (α) Εύκολα ελέγχουµε ότι αν η (an) είναι αύξουσα τότε

n 6 m =⇒ an 6 am.

∆είξτε το µε επαγωγή: σταθεροποιήστε το n και δείξτε ότι αν an 6 am τότε an 6 am+1.
Αντίστοιχο συµπέρασµα ισχύει για όλους τους άλλους τύπους µονοτονίας.



2.5. ΣΥΓΚΛΙΣΗ ΜΟΝΟΤΟΝΩΝ ΑΚΟΛΟΥΘΙΩΝ 53

(ϐ) Κάθε γνησίως αύξουσα ακολουθία είναι αύξουσα και κάθε γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία
είναι ϕθίνουσα.

(γ) Κάθε αύξουσα ακολουθία είναι κάτω ϕραγµένη, για παράδειγµα από τον πρώτο της όρο
a1. Συνεπώς, µια αύξουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη αν και µόνο αν είναι άνω ϕραγµένη.

Εντελώς ανάλογα, κάθε ϕθίνουσα ακολουθία είναι άνω ϕραγµένη, για παράδειγµα από
τον πρώτο της όρο a1. Συνεπώς, µια ϕθίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη αν και µόνο αν
είναι κάτω ϕραγµένη.

Η διαίσθηση υποδεικνύει ότι αν µια ακολουθία είναι µονότονη και ϕραγµένη, τότε
πρέπει να συγκλίνει. Για παράδειγµα, αν η (an) είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη, τότε
οι όροι της συσσωρεύονται στο ελάχιστο άνω ϕράγµα του συνόλου A = {an : n ∈ N}. Θα
δώσουµε αυστηρή απόδειξη γι¨ αυτό :

Θεώρηµα 2.5.3 (σύγκλιση µονότονων ακολουθιών). Κάθε µονότονη και ϕραγµένη ακολου-

ϑία συγκλίνει.

Απόδειξη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι η (an) είναι αύξουσα. Το
σύνολο A = {an : n ∈ N} είναι µη κενό (για παράδειγµα, a1 ∈ A) και άνω ϕραγµένο διότι
η (an) είναι (άνω) ϕραγµένη. Από το αξίωµα της πληρότητας, υπάρχει το ελάχιστο άνω
ϕράγµα του. ΄Εστω a = supA. Θα δείξουµε ότι an → a.

΄Εστω ε > 0. Αφού a − ε < a, ο a − ε δεν είναι άνω ϕράγµα του A. ∆ηλαδή, υπάρχει
στοιχείο του A που είναι µεγαλύτερο από τον a− ε. Με άλλα λόγια, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

a− ε < an0 .

Αφού η an είναι αύξουσα, για κάθε n > n0 έχουµε an0 6 an και επειδή ο a είναι άνω
ϕράγµα του A, an 6 a. ∆ηλαδή, αν n > n0 τότε

a− ε < an0 6 an 6 a < a+ ε

΄Επεται ότι |an − a| < ε για κάθε n > n0. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι
an → a. 2

Με παρόµοιο τρόπο αποδεικνύονται τα εξής:

(i) Αν η (an) είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη, τότε an → inf{an : n ∈ N}.

(ii) Αν η (an) είναι αύξουσα και δεν είναι άνω ϕραγµένη, τότε τείνει στο +∞.

(iii) Αν η (an) είναι ϕθίνουσα και δεν είναι κάτω ϕραγµένη, τότε τείνει στο −∞.
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Ας δούµε για παράδειγµα την απόδειξη του δεύτερου ισχυρισµού: ΄Εστω M > 0. Αφού η
(an) δεν είναι άνω ϕραγµένη, ο M δεν είναι άνω ϕράγµα του συνόλου A = {an : n ∈ N}.
Συνεπώς, υπάρχει n0 ∈ N ώστε an0 > M . Αφού η (an) είναι αύξουσα, για κάθε n > n0

έχουµε

an > an0 > M.

Αφού ο M > 0 ήταν τυχών, an → +∞. 2

2.5.2 Ο αριθµός e

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα σύγκλισης µονότονων ακολουθιών ϑα ορίσουµε τον αριθµό
e και ϑα δούµε πώς µπορεί κανείς σχετικά εύκολα να επιτύχει καλές προσεγγίσεις του.

Πρόταση 2.5.4. Η ακολουθία an =
(
1 + 1

n

)n
συγκλίνει σε κάποιον πραγµατικό αριθµό που

ανήκει στο (2, 3). Ορίζουµε e := lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι η (an) είναι γνησίως αύξουσα και άνω ϕραγµένη.

(α) Θέλουµε να ελέγξουµε ότι an < an+1 για κάθε n ∈ N. Παρατηρούµε ότι

(
1 +

1

n

)n
<

(
1 +

1

n+ 1

)n+1

⇐⇒
(
n+ 1

n

)n
<

(
n+ 2

n+ 1

)n n+ 2

n+ 1

⇐⇒ n+ 1

n+ 2
<

(
n(n+ 2)

(n+ 1)2

)n
⇐⇒ 1− 1

n+ 2
<

(
1− 1

(n+ 1)2

)n
.

Από την ανισότητα Bernoulli έχουµε(
1− 1

(n+ 1)2

)n
> 1− n

(n+ 1)2
.

Αρκεί λοιπόν να ελέγξουµε ότι
n

(n+ 1)2
<

1

n+ 2
,

το οποίο ισχύει για κάθε n ∈ N.

(ϐ) Για να δείξουµε ότι η (an) είναι άνω ϕραγµένη χρησιµοποιούµε µια δεύτερη ακολουθία,
την bn =

(
1 + 1

n

)n+1. Παρατηρήστε ότι an < bn για κάθε n ∈ N.
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Η (bn) είναι γνησίως ϕθίνουσα: για να δείξουµε ότι bn > bn+1 για κάθε n ∈ N παρα-
τηρούµε ότι(

1 +
1

n

)n+1

>

(
1 +

1

n+ 1

)n+2

⇐⇒
(
n+ 1

n

)n+1

>

(
n+ 2

n+ 1

)n+1 n+ 2

n+ 1

⇐⇒ n+ 2

n+ 1
<

(
(n+ 1)2

n(n+ 2)

)n+1

⇐⇒ 1 +
1

n+ 1
<

(
1 +

1

n(n+ 2)

)n+1

.

Από την ανισότητα Bernoulli έχουµε(
1 +

1

n(n+ 2)

)n+1

> 1 +
n+ 1

n(n+ 2)
.

Αρκεί λοιπόν να ελέγξουµε ότι
n+ 1

n(n+ 2)
>

1

n+ 1
,

το οποίο ισχύει για κάθε n ∈ N.
΄Επεται ότι an < bn < b1 για κάθε n ∈ N. ∆ηλαδή, an < (1 + 1)2 = 4 για κάθε n ∈ N.

Επίσης, η ϕθίνουσα ακολουθία (bn) είναι κάτω ϕραγµένη: bn > an > a1 = 2 για κάθε
n ∈ N.

Από το ϑεώρηµα σύγκλισης µονότονων ακολουθιών, οι (an) και (bn) συγκλινουν. ΄Εχουν
µάλιστα το ίδιο όριο : αφού bn = an ·

(
1 + 1

n

)
, συµπεραίνουµε ότι

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

an · lim
n→∞

(
1 +

1

n

)
= lim

n→∞
an.

Ονοµάζουµε e το κοινό όριο των (an) και (bn). ΄Εχουµε ήδη δεί ότι 2 < e < 4. Για να
προσεγγίσουµε την τιµή του ορίου καλύτερα, παρατηρούµε ότι, για παράδειγµα, αν n > 5

τότε a5 < an < e < bn < b5, και συνεπώς,

2.48832 =

(
6

5

)5

< e <

(
6

5

)6

= 2.985984.

∆ηλαδή, 2 < e < 3. 2

2.5.3 Αρχή των κιβωτισµένων διαστηµάτων

Μια σηµαντική εφαρµογή του Θεωρήµατος 2.5.3 είναι η «αρχή των κιβωτισµένων διαστη-
µάτων»:
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Θεώρηµα 2.5.5. ΄Εστω [a1, b1] ⊇ · · · ⊇ [an, bn] ⊇ [an+1, bn+1] ⊇ · · · µια ϕθίνουσα ακο-

λουθία κλειστών διαστηµάτων. Τότε,

∞⋂
n=1

[an, bn] 6= ∅.

Αν επιπλέον bn − an → 0, τότε το σύνολο
⋂∞
n=1[an, bn] περιέχει ακριβώς έναν πραγµατικό

αριθµό (είναι µονοσύνολο).

Απόδειξη. Από την [an, bn] ⊇ [an+1, bn+1] έπεται ότι

an 6 an+1 6 bn+1 6 bn

για κάθε n ∈ N. Συνεπώς, η (an) είναι αύξουσα και η (bn) είναι ϕθίνουσα.
Από την [an, bn] ⊆ [a1, b1] ϐλέπουµε ότι

a1 6 an 6 bn 6 b1

για κάθε n ∈ N. Συνεπώς, η (an) είναι άνω ϕραγµένη από τον b1 και η (bn) είναι κάτω
ϕραγµένη από τον a1.

Από το ϑεώρηµα σύγκλισης µονότονων ακολουθιών, υπάρχουν a, b ∈ R ώστε

an → a και bn → b.

Αφού an 6 bn για κάθε n ∈ N, η Πρόταση 2.3.11 δείχνει ότι a 6 b. Επίσης, η µονοτονία
των (an), (bn) δίνει

an 6 a και b 6 bn

για κάθε n ∈ N, δηλαδή

[a, b] ⊆
∞⋂
n=1

[an, bn],

όπου συµφωνούµε ότι [a, b] = {a} = {b} αν a = b. Ειδικότερα,

∞⋂
n=1

[an, bn] 6= ∅.

Ισχύει µάλιστα ότι

[a, b] =

∞⋂
n=1

[an, bn].

Πράγµατι, αν x ∈
⋂∞
n=1[an, bn] τότε an 6 x 6 bn για κάθε n ∈ N, άρα a = limn an 6 x 6

limn bn = b. ∆ηλαδή, x ∈ [a, b].
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Τέλος, αν υποθέσουµε ότι bn − an → 0, έχουµε

b− a = lim
n
bn − lim

n
an = lim

n
(bn − an) = 0.

∆ηλαδή, a = b. ΄Αρα το σύνολο
⋂∞
n=1[an, bn] περιέχει ακριβώς έναν πραγµατικό αριθµό:

τον a(= b). 2

Παρατήρηση 2.5.6. Η υπόθεση ότι τα κιβωτισµένα διαστήµατα του Θεωρήµατος 2.5.5 εί-
ναι κλειστά δεν µπορεί να παραλειφθεί. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε τα ανοικτά διαστήµατα
(an, bn) =

(
0, 1

n

)
. ΄Εχουµε

(0, 1) ⊇
(

0,
1

2

)
⊇ · · · ⊇

(
0,

1

n

)
⊇
(

0,
1

n+ 1

)
⊇ · · · ,

όµως
∞⋂
n=1

(
0,

1

n

)
= ∅.

Αλιώς, ϑα υπήρχε x > 0 που ϑα ικανοποιούσε την x < 1
n για κάθε n ∈ N. Αυτό είναι

αδύνατο, λόγω της Αρχιµήδειας ιδιότητας.

2.5.4 Αναδροµικές ακολουθίες

Κλείνουµε αυτήν την Παράγραφο µε ένα παράδειγµα αναδροµικής ακολουθίας. Η τεχνική
που χρησιµοποιούµε για τη µελέτη της σύγκλισης αναδροµικών ακολουθιών ϐασίζεται
συχνά στο ϑεώρηµα σύγκλισης µονότονων ακολουθιών.

Παράδειγµα 2.5.7. Θεωρούµε την ακολουθία (an) που έχει πρώτο όρο τον a1 = 1 και
ικανοποιεί την αναδροµική σχέση an+1 =

√
1 + an για n > 1. Θα δείξουµε ότι η (an)

συγκλίνει στον αριθµό 1+
√

5
2 .

Απόδειξη. Από τον τρόπο ορισµού της (an) είναι ϕανερό ότι όλοι οι όροι της είναι ϑετικοί
(δείξτε το αυστηρά µε επαγωγή).

Ας υποθέσουµε ότι έχουµε καταφέρει να δείξουµε ότι an → a για κάποιον a ∈ R. Τότε,

an+1 → a και
√

1 + an →
√

1 + a.

Αφού an+1 =
√

1 + an, από τη µοναδικότητα του ορίου ο a πρέπει να ικανοποιεί την
εξίσωση a =

√
1 + a, δηλαδή a2 − a− 1 = 0. Συνεπώς,

a =
1 +
√

5

2
ή a =

1−
√

5

2
.

΄Οµως, το όριο της (an), αν υπάρχει, είναι µη αρνητικό. ΄Αρα, a = 1+
√

5
2 .
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Μένει να δείξουµε την ύπαρξη του ορίου. Παρατηρούµε ότι a2 =
√

2 > 1 = a1. Μια
ιδέα είναι λοιπόν να δείξουµε ότι είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη. Τότε, από το ϑεώρηµα
σύγκλισης µονότονων ακολουθιών, η (an) συγκλινει (και το όριο της είναι ο 1+

√
5

2 ).

(α) ∆είχνουµε µε επαγωγή ότι an+1 > an για κάθε n ∈ N. ΄Εχουµε ήδη ελέγξει ότι a2 > a1.
Υποθέτοντας ότι am+1 > am, παίρνουµε

am+2 =
√

1 + am+1 >
√

1 + am = am+1,

δηλαδή έχουµε δείξει το επαγωγικό ϐήµα.

(ϐ) Τέλος, δείχνουµε µε επαγωγή ότι η (an) είναι άνω ϕραγµένη. Από τη στιγµή που έχουµε
δείξει ότι η (an) είναι αύξουσα, ϑα έπρεπε να µπορούµε να δείξουµε ότι κάθε πραγµατικός
αριθµός µεγαλύτερος ή ίσος από το «υποψήφιο όριο» 1+

√
5

2 είναι άνω ϕράγµα της (an). Για
παράδειγµα, µπορούµε εύκολα να δούµε ότι an < 2 για κάθε n ∈ N. ΄Εχουµε a1 = 1 < 2

και αν am < 2 τότε am+1 =
√

1 + am <
√

1 + 2 =
√

3 < 2. 2

2.6 Υπακολουθίες

Ορισµός 2.6.1. ΄Εστω (an) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Η ακολουθία (bn)

λέγεται υπακολουθία της (an) αν υπάρχει γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών
k1 < k2 < · · · < kn < kn+1 < · · · ώστε

bn = akn για κάθε n ∈ N.

Με άλλα λόγια, οι όροι της (bn) είναι οι ak1 , ak2 , . . . , akn , . . ., όπου k1 < k2 < · · · < kn <

kn+1 < · · · . Γενικά, µια ακολουθία έχει πολλές (συνήθως άπειρες το πλήθος) διαφορετικές
υπακολουθίες.

Παραδείγµατα 2.6.2. ΄Εστω (an) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών.

(α) Η υπακολουθία (a2n) των «άρτιων όρων» της (an) έχει όρους τους

a2, a4, a6, . . . .

Εδώ, kn = 2n.

(ϐ) Η υπακολουθία (a2n−1) των «περιττών όρων» της (an) έχει όρους τους

a1, a3, a5, . . . .

Εδώ, kn = 2n− 1.
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(γ) Η υπακολουθία (an2) της (an) έχει όρους τους

a1, a4, a9, . . . .

Εδώ, kn = n2.

(δ) Κάθε τελικό τµήµα (am, am+1, am+2, . . .) της (an) είναι υπακολουθία της (an). Εδώ,
kn = m+ n− 1.

Παρατήρηση 2.6.3. ΄Εστω (kn) µια γνησίως αύξουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών. Τότε,
kn > n για κάθε n ∈ N.

Απόδειξη. Με επαγωγή: αφού ο k1 είναι ϕυσικός αριθµός, είναι ϕανερό ότι k1 > 1. Για
το επαγωγικό ϐήµα υποθέτουµε ότι km > m. Αφού η (kn) είναι γνησίως αύξουσα, έχουµε
km+1 > km, άρα km+1 > m. Αφού οι km+1 και m είναι ϕυσικοί αριθµοί, έπεται ότι
km+1 > m+ 1 (ϑυµηθείτε ότι ανάµεσα στονm και στονm+ 1 δεν υπάρχει άλλος ϕυσικός).
2

Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι αν µια ακολουθία συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό
τότε όλες οι υπακολουθίες της είναι συγκλίνουσες και συγκλίνουν στον ίδιο πραγµατικό
αριθµό.

Πρόταση 2.6.4. Αν an → a τότε για κάθε υπακολουθία (akn) της (an) ισχύει akn → a.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Αφού an → a, υπάρχει n0 = n0(ε) ∈ N µε την εξής ιδιότητα :

Για κάθε m > n0 ισχύει |am − a| < ε.

Από την Παρατήρηση 2.6.3 για κάθε n > n0 έχουµε kn > n > n0. Θέτοντας λοιπόν
m = kn στην προηγούµενη σχέση, παίρνουµε:

Για κάθε n > n0 ισχύει |akn − a| < ε.

Αυτό αποδεικνύει ότι akn → a: για το τυχόν ε > 0 ϐρήκαµε n0 ∈ N ώστε όλοι οι όροι
akn0 , akn0+1 , . . . της (akn) να ανήκουν στο (a− ε, a+ ε). 2

Παρατήρηση 2.6.5. Η προηγούµενη πρόταση είναι πολύ χρήσιµη αν ϑέλουµε να δείξουµε
ότι µια ακολουθία (an) δεν συγκλίνει σε κανέναν πραγµατικό αριθµό. Αρκεί να ϐρούµε
δύο υπακολουθίες της (an) οι οποίες να έχουν διαφορετικά όρια.

Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε την (an) = (−1)n. Τότε, a2n = (−1)2n = 1 → 1 και
a2n−1 = (−1)2n−1 = −1→ −1.

Ας υποθέσουµε ότι an → a. Οι (a2n) και (a2n−1) είναι υπακολουθίες της (an), πρέπει
λοιπόν να ισχύει a2n → a και a2n−1 → a. Από τη µοναδικότητα του ορίου της (a2n)

παίρνουµε a = 1 και από τη µοναδικότητα του ορίου της (a2n−1) παίρνουµε a = −1.
∆ηλαδή, 1 = −1. Καταλήξαµε σε άτοπο, άρα η (an) δεν συγκλίνει.
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Το επόµενο ϑεώρηµα παίζει πολύ ουσιαστικό ϱόλο στη συνέχεια του µαθήµατος.

Θεώρηµα 2.6.6 (Bolzano-Weierstrass). Κάθε ϕραγµένη ακολουθία έχει τουλάχιστον µία

υπακολουθία που συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε την αρχή των κιβωτισµένων διαστηµάτων. ΄Εστω (an) µια
ϕραγµένη ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Τότε, υπάρχει κλειστό διάστηµα [b1, c1] στο
οποίο ανήκουν όλοι οι όροι an.

Χωρίζουµε το [b1, c1] σε δύο διαδοχικά διαστήµατα που έχουν το ίδιο µήκος c1−b1
2 :

τα
[
b1,

b1+c1
2

]
και

[
b1+c1

2 , c1

]
. Κάποιο από αυτά τα δύο διαστήµατα περιέχει άπειρους το

πλήθος όρους της (an). Παίρνοντας σαν [b2, c2] αυτό το υποδιάστηµα του [b1, c1] έχουµε
δείξει το εξής.

Υπάρχει κλειστό διάστηµα [b2, c2] ⊂ [b1, c1] το οποίο περιέχει άπειρους όρους
της (an) και έχει µήκος

c2 − b2 =
c1 − b1

2
.

Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο: χωρίζουµε το [b2, c2] σε δύο διαδοχικά διαστήµατα
µήκους c2−b2

2 : τα
[
b2,

b2+c2
2

]
και

[
b2+c2

2 , c2

]
. Αφού το [b2, c2] περιέχει άπειρους όρους της

(an), κάποιο από αυτά τα δύο διαστήµατα περιέχει άπειρους το πλήθος όρους της (an).
Παίρνοντας σαν [b3, c3] αυτό το υποδιάστηµα του [b2, c2] έχουµε δείξει το εξής.

Υπάρχει κλειστό διάστηµα [b3, c3] ⊂ [b2, c2] το οποίο περιέχει άπειρους όρους
της (an) και έχει µήκος

c3 − b3 =
c2 − b2

2
=
c1 − b1

22
.

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο ορίζουµε ακολουθία
(
[bm, cm]

)
m∈N κλειστών διαστηµά-

των που ικανοποιεί τα εξήσ:

(i) Για κάθε m ∈ N ισχύει [bm+1, cm+1] ⊂ [bm, cm].

(ii) Για κάθε m ∈ N ισχύει cm − bm = (c1 − b1)/2m−1.

(iii) Για κάθε m ∈ N υπάρχουν άπειροι όροι της (an) στο [bm, cm].

Χρησιµοποιώντας την τρίτη συνθήκη, µπορούµε να ϐρούµε υπακολουθία (akm) της
(an) µε την ιδιότητα : για κάθε m ∈ N ισχύει akm ∈ [bm, cm]. Πράγµατι, υπάρχει k1 ∈
N ώστε ak1 ∈ [b1, c1] – για την ακρίβεια, όλοι οι όροι της (an) ϐρίσκονται στο [b1, c1].
Τώρα, αφού το [b2, c2] περιέχει άπειρους όρους της (an), κάποιος από αυτούς έχει δείκτη
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µεγαλύτερο από k1. ∆ηλαδή, υπάρχει k2 > k1 ώστε ak2 ∈ [b2, c2]. Με τον ίδιο τρόπο, αν
έχουν οριστεί k1 < · · · < km ώστε aks ∈ [bs, cs] για κάθε s = 1, . . . ,m, µπορούµε να ϐρούµε
km+1 > km ώστε akm+1 ∈ [bm+1, cm+1] (διότι, το [bm+1, cm+1] περιέχει άπειρους όρους της
(an)). ΄Ετσι, ορίζεται µια υπακολουθία (akm) της (an) που ικανοποιεί το Ϲητούµενο.

Θα δείξουµε ότι η (akm) συγκλίνει. Από την αρχή των κιβωτισµένων διαστηµάτων (και
λόγω της (ii)) υπάρχει µοναδικός a ∈ R ο οποίος ανήκει σε όλα τα κλειστά διαστήµατα
[bm, cm]. Θυµηθείτε ότι

lim
m→∞

bm = a = lim
m→∞

cm.

Αφού bm 6 akm 6 cm για κάθε m, το κριτήριο των ισοσυγκλινουσών ακολουθιών δείχνει
ότι akm → a. 2

2.7 Βασικές ακολουθίες

Ο ορισµός της ϐασικής ακολουθίας έχει σαν αφετηρία την εξής παρατήρηση: ας υποθέ-
σουµε ότι an → a. Τότε, οι όροι της (an) είναι τελικά «κοντά» στο a, άρα είναι τελικά και
«µεταξύ τους κοντά». Για να εκφράσουµε αυστηρά αυτή την παρατήρηση, ας ϑεωρήσουµε
τυχόν ε > 0. Υπάρχει n0 = n0(ε) ∈ N ώστε για κάθε n > n0 να ισχύει |an − a| < ε

2 . Τότε,
για κάθε n,m > n0 έχουµε

|an − am| 6 |an − a|+ |a− am| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

Ορισµός 2.7.1. Μια ακολουθία (an) λέγεται ϐασική ακολουθία (ή ακολουθία Cauchy) αν
για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 = n0(ε) ∈ N ώστε :

αν m,n > n0(ε), τότε |an − am| < ε.

Παρατήρηση 2.7.2. Αν η (an) είναι ϐασική ακολουθία, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει
n0 = n0(ε) ∈ N ώστε

αν n > n0(ε), τότε |an − an+1| < ε.

Το αντίστροφο δεν ισχύει : αν, από κάποιον δείκτη και πέρα, διαδοχικοί όροι είναι κοντά,
δεν έπεται αναγκαστικά ότι η ακολουθία είναι ϐασική. Για παράδειγµα, ϑεωρήστε την

an = 1 +
1√
2

+ · · ·+ 1√
n
.

Τότε,

|an+1 − an| =
1√
n+ 1

→ 0
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όταν n→∞, όµως

|a2n − an| =
1√
n+ 1

+ · · ·+ 1√
2n

>
n√
2n

=

√
n√
2
→ +∞

όταν n → ∞, απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι η (an) δεν είναι ϐασική ακολουθία. Πράγµατι, αν η
(an) ήταν ϐασική ακολουθία, ϑα έπρεπε (εφαρµόζοντας τον ορισµό µε ε = 1) για µεγάλα
n,m = 2n να ισχύει

|a2n − an| < 1 δηλαδή
√
n√
2
< 1,

το οποίο οδηγεί σε άτοπο.

Σκοπός µας είναι να δείξουµε ότι µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών είναι συγκλί-
νουσα αν και µόνο αν είναι ϐασική ακολουθία. Η απόδειξη γίνεται σε τρία ϐήµατα.

Πρόταση 2.7.3. Κάθε ϐασική ακολουθία είναι ϕραγµένη.

Απόδειξη. ΄Εστω (an) ϐασική ακολουθία. Πάρτε ε = 1 > 0 στον ορισµό: υπάρχει n0 ∈ N
ώστε |an − am| < 1 για κάθε n,m > n0. Ειδικότερα, |an − an0 | < 1 για κάθε n > n0.
∆ηλαδή,

|an| < 1 + |an0 | για κάθε n > n0.

Θέτουµε M = max{|a1|, . . . , |an0 |, 1 + |an0 |} και εύκολα επαληθεύουµε ότι

|an| 6M

για κάθε n ∈ N. 2

Πρόταση 2.7.4. Αν µια ϐασική ακολουθία (an) έχει συγκλίνουσα υπακολουθία, τότε η (an)

συγκλίνει.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η (an) είναι ϐασική ακολουθία και ότι η υπακολουθία (akn)

συγκλίνει στο a ∈ R. Θα δείξουµε ότι an → a.

΄Εστω ε > 0. Αφού akn → a, υπάρχει n1 ∈ N ώστε : για κάθε n > n1,

|akn − a| <
ε

2
.

Αφού η (an) είναι ϐασική ακολουθία, υπάρχει n2 ∈ N ώστε : για κάθε n,m > n2

|an − am| <
ε

2
.

Θέτουµε n0 = max{n1, n2}. ΄Εστω n > n0. Τότε kn > n > n0 > n1, άρα

|akn − a| <
ε

2
.
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Επίσης kn, n > n0 > n2, άρα
|akn − an| <

ε

2
.

΄Επεται ότι
|an − a| 6 |an − akn |+ |akn − a| <

ε

2
+
ε

2
= ε.

∆ηλαδή, |an − a| < ε για κάθε n > n0. Αυτό σηµαίνει ότι an → a. 2

Θεώρηµα 2.7.5. Μια ακολουθία (an) συγκλίνει αν και µόνο αν είναι ϐασική ακολουθία.

Απόδειξη. Η µία κατεύθυνση αποδείχτηκε στην εισαγωγή αυτής της παραγράφου: αν
υποθέσουµε ότι an → a και αν ϑεωρήσουµε τυχόν ε > 0, υπάρχει n0 = n0(ε) ∈ N ώστε
για κάθε n > n0 να ισχύει |an − a| < ε

2 . Τότε, για κάθε n,m > n0 έχουµε

|an − am| 6 |an − a|+ |a− am| <
ε

2
+
ε

2
= ε.

΄Αρα, η (an) είναι ϐασική ακολουθία.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση: έστω (an) ϐασική ακολουθία. Από την Πρόταση 2.7.3,
η (an) είναι ϕραγµένη. Από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass, η (an) έχει συγκλίνουσα
υπακολουθία. Τέλος, από την Πρόταση 2.7.4 έπεται ότι η (an) συγκλίνει. 2

Αυτό το κριτήριο σύγκλισης είναι πολύ χρήσιµο. Πολλές ϕορές ϑέλουµε να εξασφα-
λίσουµε την ύπαρξη ορίου για µια ακολουθία χωρίς να µας ενδιαφέρει η τιµή του ορίου.
Αρκεί να δείξουµε ότι η ακολουθία είναι ϐασική, δηλαδή ότι οι όροι της είναι «κοντά» για
µεγάλους δείκτες, κάτι που δεν απαιτεί να µαντέψουµε εκ των προτέρων ποιό είναι το όριο.
Αντίθετα, για να δουλέψουµε µε τον ορισµό του ορίου, πρέπει ήδη να ξέρουµε ποιό είναι
το υποψήφιο όριο (συγκρίνετε τους δύο ορισµούσ: «an → a» και «(an) ϐασική ακολουθία».)

2.8 Ασκήσεις

Α΄ Οµάδα

1. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή
σας).

(α) Κάθε ϕραγµένη ακολουθία συγκλίνει.

(ϐ) Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία είναι ϕραγµένη.

(γ) Αν (an) είναι µια ακολουθία ακεραίων αριθµών, τότε η (an) συγκλίνει αν και µόνο αν είναι
τελικά σταθερή.

(δ) Υπάρχει γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία ϕυσικών αριθµών.
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(ε) Κάθε συγκλίνουσα ακολουθία άρρητων αριθµών συγκλίνει σε άρρητο αριθµό.

(στ) Κάθε πραγµατικός αριθµός είναι όριο κάποιας ακολουθίας άρρητων αριθµών.

(Ϲ) Αν (an) είναι µια ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών, τότε an → 0 αν και µόνο αν
1
an
→ +∞.

(η) ΄Εστω (an) αύξουσα ακολουθία. Αν η (an) δεν είναι άνω ϕραγµένη, τότε an → +∞.

(ϑ) Αν η (|an|) συγκλίνει τότε και η (an) συγκλίνει.

(ι) Αν an > 0 και η (an) δεν είναι άνω ϕραγµένη, τότε an → +∞.

(ια) Αν η (an) συγκλίνει και an+2 = an για κάθε n ∈ N, τότε η (an) είναι σταθερή.

2. ΄Εστω (an) ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών. Αν an → a > 0 αποδείξτε ότι n
√
an → 1.

Τι µπορείτε να πείτε αν an → 0;

3. ΄Εστω (an) ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε lim
n→∞

an = 2. Θεωρούµε τα σύνολα

A1 = {n ∈ N : an < 2.001}

A2 = {n ∈ N : an > 2.003}

A3 = {n ∈ N : an < 1.98}

A4 = {n ∈ N : 1.99997 < an < 2.0001}

A5 = {n ∈ N : an 6 2}.

Για κάθε j = 1, . . . , 5 εξετάστε αν (α) το Aj είναι πεπερασµένο, (ϐ) το N \Aj είναι πεπερασµένο.

4. Αποδείξτε µε τον ορισµό ότι

an =
n2 − n
n2 + n

→ 1.

5. ΄Εστω (an) ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Αν lim
n→∞

an = a > 0, δείξτε ότι an > 0 τελικά.

6. Για ποιές τιµές του x ∈ R συγκλίνει η ακολουθία
(

1−x2

1+x2

)n
;

7. Για καθεµιά από τις παρακάτω ακολουθίες εξετάστε αν συγκλίνει, και αν ναι, ϐρείτε το όριό της:

αn =
3n

n!
, βn =

2n− 1

3n+ 2
, γn = n−

√
n2 − n, δn =

(
1 +

1

n2

)n
εn = (

n
√

10− 1)n, ζn =
n6

6n
, ηn = n2 sin

( 1

n3
)
, θn =

sin n

n

κn =
2n · n!

nn
, νn =

√
n+
√
n −

√
n, ρn =

(
1 +

1

2n

)n
, σn =

n2

3n2 + n+ 1

τn =
3n · n!

nn
, ξn =

sin(n3)√
n

.
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8. (α) ΄Εστω a1, a2, . . . , ak > 0. ∆είξτε ότι

bn := n
√
an1 + an2 + · · ·+ ank → max{a1, a2, . . . , ak}.

(ϐ) Υπολογίστε το όριο της ακολουθίας

xn =
1

n
n
√

1n + 2n + · · ·+ nn.

9. ΄Εστω α ∈ R. Εξετάστε αν συγκλίνει η ακολουθία xn = [nα]
n και, αν ναι, ϐρείτε το όριο της.

10. ΄Εστω α > 0. ∆είξτε ότι η ακολουθία bn = 1+nα
(1+α)n είναι ϕθίνουσα και προσδιορίστε το όριο της.

11. ΄Εστω (an), (bn) ακολουθίες πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι lim
n→∞

an = a > 0 και
bn → +∞.

(α) ∆είξτε ότι υπάρχουν δ > 0 και n0 ∈ N ώστε : για κάθε n > n0 ισχύει an > δ.
(ϐ) ∆είξτε ότι anbn → +∞.

12. ∆είξτε ότι η ακολουθία yn = 1
n+1 + 1

n+2 + · · ·+ 1
2n συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό. Υπόδειξη:

Εξετάστε πρώτα αν η (yn) είναι µονότονη.

13. Θέτουµε a1 =
√

6 και, για κάθε n = 1, 2, . . ., an+1 =
√

6 + an.

Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση την ακολουθία (an)n.

14. Ορίζουµε µια ακολουθία (an) µε a1 = 1 και

an+1 =
2an + 1

an + 1
, n ∈ N.

Εξετάστε αν συγκλίνει.

15. ΄Εστω (an) µια ακολουθία. ∆είξτε ότι an → a αν και µόνο αν οι υπακολουθίες (a2k) και (a2k−1)

συγκλίνουν στο a.

16. ΄Εστω (an) µια ακολουθία. Υποθέτουµε ότι οι υπακολουθίες (a2k), (a2k−1) και (a3k) συγκλί-
νουν. ∆είξτε ότι :

(α) lim
k→∞

a2k = lim
k→∞

a2k−1 = lim
k→∞

a3k.

(ϐ) Η (an) συγκλίνει.

Β΄ Οµάδα

17. Για καθεµιά από τις παρακάτω ακολουθίες εξετάστε αν συγκλίνει, και αν ναι, ϐρείτε το όριό
της:

αn =
5n + n

6n − n
, βn =

n

√
1

2n
+

1

3n
, γn =

(
n
√
n− 1

)n
δn = n2

(√
1 +

1

n
−
√

1 +
1

n+ 1

)
, εn =

1√
n

cos
(
n2
)

λn = (−1)n
n2

n2 + 1
, µn =

nn

n!
, θn =

(n!)22n

(2n)!
.
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18. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις παρακάτω ακολουθίες:

an =
1√

n2 + 1
+

1√
n2 + 2

+ · · ·+ 1√
n2 + n

bn =
1 + 22 + 33 + · · ·+ nn

nn

γn =
1

n!
+

1

(n+ 1)!
+ · · ·+ 1

(2n)!

δn =
1

n2/3
+

1

(n+ 1)2/3
+ · · ·+ 1

(2n)2/3
.

19. ΄Εστω A µη κενό και άνω ϕραγµένο υποσύνολο του R. Αν a = supA, δείξτε ότι υπάρχει
ακολουθία (an) στοιχείων του A µε lim

n→∞
an = a.

Αν, επιπλέον, το supA δεν είναι στοιχείο του A, δείξτε ότι η παραπάνω ακολουθία µπορεί να
επιλεγεί ώστε να είναι γνησίως αύξουσα.

20. ΄Εστω (an) ακολουθία µε an → a. Ορίζουµε µια δεύτερη ακολουθία (bn) ϑέτοντας

bn =
a1 + · · ·+ an

n
.

∆είξτε ότι bn → a.

21. ΄Εστω (an) ακολουθία ϑετικών όρων µε an → a > 0. ∆είξτε ότι

bn :=
n

1
a1

+ · · ·+ 1
an

→ a και γn := n
√
a1 · · · an → a.

22. ΄Εστω (an) ακολουθία µε lim
n→∞

(an+1 − an) = a. ∆είξτε ότι

an
n
→ a.

23. ΄Εστω (an) αύξουσα ακολουθία µε την ιδιότητα

bn :=
a1 + · · ·+ an

n
→ a.

∆είξτε ότι an → a.

24. ∆είξτε ότι : αν an > 0 και lim
n→∞

an+1

an
= a, τότε lim

n→∞
n
√
an = a.

25. Προσδιορίστε τα όρια των ακολουθιών :

αn =

[
(2n)!

(n!)2

]1/n
βn =

1

n
[(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n)]1/n

γn =

[
2

1

(
3

2

)2(
4

3

)3

· · ·
(
n+ 1

n

)n]1/n
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26. Υπολογίστε τα όρια των παρακάτω ακολουθιών :

an =

(
1 +

1

n− 1

)n−1
, bn =

(
1 +

2

n

)n
, cn =

(
1− 1

n

)n
και

dn =

(
1− 1

n2

)n
, en =

(
1 +

2

3n

)n
.

27. ΄Εστω (an), (bn) δύο ακολουθίες πραγµατικών αριθµών µε bn 6= 0 για κάθε n ∈ N και
lim
n→∞

an
bn

= 1.

(α) Αν, επιπλέον, η (bn) είναι ϕραγµένη, δείξτε ότι lim
n→∞

(an − bn) = 0.

(ϐ) ∆ώστε παράδειγµα ακολουθιών για τις οποίες lim
n→∞

an
bn

= 1 αλλά δεν ισχύει lim
n→∞

(an − bn) = 0.

28. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ · · ·+ 1

2n
>

1

2
,

δείξτε ότι η ακολουθία an = 1+ 1
2+· · ·+ 1

n δεν είναι ϐασική ακολουθία. Συµπεράνατε ότι an → +∞.

29. ΄Εστω 0 < µ < 1 και ακολουθία (an) για την οποία ισχύει

|an+1 − an| 6 µ|an − an−1|, n > 2.

∆είξτε ότι η (an) είναι ϐασική ακολουθία.

30. Ορίζουµε a1 = a, a2 = b και an+1 = an+an−1

2 , n > 2. Εξετάστε αν η (an) είναι ϐασική
ακολουθία.

Γ΄ Οµάδα

31. ∆είξτε ότι κάθε πραγµατικός αριθµός είναι όριο γνησίως αύξουσας ακολουθίας ϱητών αριθµών,
καθώς επίσης και όριο γνησίως αύξουσας ακολουθίας άρρητων αριθµών.

32. ∆είξτε ότι αν (an) είναι µια ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών µε an → a > 0, τότε

inf{an : n ∈ N} > 0.

33. ∆είξτε ότι αν (an) είναι µια ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών µε an → 0, τότε το
σύνολο A = {an : n ∈ N} έχει µέγιστο στοιχείο.

34. Ορίζουµε µια ακολουθία (αn) µε α1 = 0 και αn+1 =
3α2
n+1

2αn+2 , n = 1, 2, 3, . . . . ∆είξτε ότι :

(α) Η (αn) είναι αύξουσα.

(ϐ) αn → 1.
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35. Θεωρούµε την ακολουθία (αn) που ορίζεται από τις α1 = 3 και αn+1 = 2αn+3
5 , n = 1, 2, . . ..

∆είξτε ότι η (αn) συγκλίνει και υπολογίστε το όριο της.

36. ΄Εστω a > 0. Θεωρούµε τυχόν x1 > 0 και για κάθε n ∈ N ορίζουµε

xn+1 =
1

2

(
xn +

a

xn

)
.

∆είξτε ότι η (xn), τουλάχιστον από τον δεύτερο όρο της και πέρα, είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη
από τον

√
a. Βρείτε το lim

n→∞
xn.

37. ΄Εστω 0 < a1 < b1. Ορίζουµε αναδροµικά δύο ακολουθίες ϑέτοντας

an+1 =
√
anbn και bn+1 =

an + bn
2

.

(α) ∆είξτε ότι η (an) είναι αύξουσα και η (bn) ϕθίνουσα.

(ϐ) ∆είξτε ότι οι (an), (bn) συγκλίνουν και έχουν το ίδιο όριο.

38. Επιλέγουµε x1 = a, x2 = b και ϑέτουµε

xn+2 =
xn
3

+
2xn+1

3
.

∆είξτε ότι η (xn) συγκλίνει και ϐρείτε το όριό της. [Υπόδειξη : Θεωρήστε την yn = xn+1 − xn και
ϐρείτε αναδροµικό τύπο για την (yn).]

39. ΄Εστω (an) ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε την ιδιότητα : για κάθε k ∈ N το σύνολο
Ak = {n ∈ N : |an| 6 k} είναι πεπερασµένο. ∆είξτε ότι lim

n→∞
1
an

= 0.

40. Θεωρούµε γνωστό ότι lim
n→∞

(1 + 1
n )n = e. ∆είξτε ότι, για κάθε ϱητό αριθµό q, ισχύει :

lim
n→∞

(
1 +

q

n

)n
= eq .

41. (Λήµµα του Stoltz) ΄Εστω (an) ακολουθία πραγµατικών αριθµών και έστω (bn) γνησίως αύξουσα
ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε lim

n→∞
bn = +∞. ∆είξτε ότι αν

lim
n→∞

an+1 − an
bn+1 − bn

= λ,

όπου λ ∈ R ή λ = +∞, τότε
lim
n→∞

an
bn

= λ.

42. Ορίζουµε ακολουθία (an) µε 0 < a1 < 1 και an+1 = an(1 − an), n = 1, 2, . . .. ∆είξτε ότι
lim
n→∞

nan = 1.



Κεφάλαιο 3

Σειρές πραγµατικών αριθµών

3.1 Σύγκλιση σειράς

Ορισµός 3.1.1. ΄Εστω (ak) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Θεωρούµε την ακολου-
ϑία

sn = a1 + · · ·+ an.

∆ηλαδή,
s1 = a1, s2 = a1 + a2, s3 = a1 + a2 + a3, . . .

Περιγραφικά, χρησιµοποιούµε το σύµβολο
∞∑
k=1

ak για να δηλώσουµε την «πρόθεσή» µας να

προσθέσουµε τους a1, a2, . . . µε «τη σειρά που µας έχουν δοθεί». Θα λέµε ότι η
∞∑
k=1

ak είναι

η σειρά µε όρους ak. Το άθροισµα sn =
n∑
k=1

ak είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς
∞∑
k=1

ak και η (sn) είναι η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της σειράς
∞∑
k=1

ak.

Αν η (sn) συγκλίνει σε κάποιον πραγµατικό αριθµό s, τότε γράφουµε

s = a1 + a2 + · · ·+ an + · · · ή s =

∞∑
k=1

ak

και λέµε ότι η σειρά συγκλίνει (στο s), το δε όριο s = lim
n→∞

sn είναι το άθροισµα της σειράς.

Αν sn → +∞ ή αν sn → −∞, τότε γράφουµε
∞∑
k=1

ak = +∞ ή
∞∑
k=1

ak = −∞ και λέµε

ότι η σειρά
∞∑
k=1

ak αποκλίνει στο +∞ ή στο −∞ αντίστοιχα.

Αν η (sn) δεν συγκλίνει σε πραγµατικό αριθµό, τότε λέµε ότι η σειρά
∞∑
k=1

ak αποκλίνει.

69
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Παρατηρήσεις 3.1.2. (α) Πολλές ϕορές εξετάζουµε τη σύγκλιση σειρών της µορφής
∞∑
k=0

ak

ή
∞∑
k=m

ak όπου m > 2. Σε αυτή την περίπτωση ϑέτουµε sn+1 = a0 + a1 + · · · + an ή

sn−m+1 = am + am+1 + · · ·+ an (για n > m) αντίστοιχα, και εξετάζουµε τη σύγκλιση της
ακολουθίας (sn).

(ϐ) Από τους ορισµούς που δώσαµε είναι ϕανερό ότι για να εξετάσουµε τη σύγκλιση ή
απόκλιση µιας σειράς, απλώς εξετάζουµε τη σύγκλιση ή απόκλιση µιας ακολουθίας (της
ακολουθίας (sn) των µερικών αθροισµάτων της σειράς). Ο n-οστός όµως όρος της ακο-
λουθίας (sn) είναι ένα «άθροισµα µε ολοένα αυξανόµενο µήκος», το οποίο αδυνατούµε
(συνήθως) να γράψουµε σε κλειστή µορφή. Συνεπώς, η εύρεση του ορίου s = lim

n→∞
sn

(όταν αυτό υπάρχει) είναι πολύ συχνά ανέφικτη. Σκοπός µας είναι λοιπόν να αναπτύξουµε
κάποια κριτήρια τα οποία να µας επιτρέπουν (τουλάχιστον) να πούµε αν η (sn) συγκλίνει
σε πραγµατικό αριθµό ή όχι.

Πριν προχωρήσουµε σε παραδείγµατα, ϑα δούµε κάποιες απλές προτάσεις που ϑα
χρησιµοποιούµε ελεύθερα στη συνέχεια.

Αν έχουµε δύο σειρές
∞∑
k=1

ak ,
∞∑
k=1

bk, µπορούµε να σχηµατίσουµε το γραµµικό συν-

δυασµό τους
∞∑
k=1

(λak + µbk), όπου λ, µ ∈ R.

Πρόταση 3.1.3. Αν
∞∑
k=1

ak = s και
∞∑
k=1

bk = t, τότε

(3.1.1)
∞∑
k=1

(λak + µbk) = λs+ µt = λ

∞∑
k=1

ak + µ

∞∑
k=1

bk.

Απόδειξη. Αν sn =
n∑
k=1

ak, tn =
n∑
k=1

bk και un =
n∑
k=1

(λak + µbk) είναι τα n-οστά µερικά

αθροίσµατα των σειρών, τότε un = λsn + µtn. Αυτό προκύπτει εύκολα από τις ιδιότητες
της πρόσθεσης και του πολλαπλασιασµού, αφού έχουµε αθροίσµατα µε πεπερασµένους
το πλήθος όρους. ΄Οµως, sn → s και tn → t, άρα un → λs + µt. Από τον ορισµό του
αθροίσµατος σειράς έπεται η (3.1.1). 2

Πρόταση 3.1.4. (α) Αν απαλείψουµε πεπερασµένο πλήθος «αρχικών» όρων µιας σειράς, δεν

επηρεάζεται η σύγκλιση ή απόκλισή της.

(ϐ) Αν αλλάξουµε πεπερασµένους το πλήθος όρους µιας σειράς, δεν επηρεάζεται η σύγκλιση

ή απόκλισή της.

Απόδειξη. (α) Θεωρούµε τη σειρά
∞∑
k=1

ak. Με τη ϕράση «απαλείφουµε τους αρχικούς όρους

a1, a2, . . . , am−1» εννοούµε ότι ϑεωρούµε την καινούργια σειρά
∞∑
k=m

ak. Αν συµβολίσουµε
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µε sn και tn τα n-οστά µερικά αθροίσµατα των δύο σειρών αντιστοίχως, τότε για κάθε n > m

έχουµε

(3.1.2) sn = a1 + a2 + · · ·+ am−1 + am + · · ·+ an = a1 + · · ·+ am−1 + tn−m+1.

΄Αρα η (sn) συγκλίνει αν και µόνον αν η (tn−m+1) συγκλίνει, δηλαδή αν και µόνον αν η
(tn) συγκλίνει. Επίσης, αν sn → s και tn → t, τότε s = a1 + a2 + · · ·+ am−1 + t. ∆ηλαδή,

(3.1.3)
∞∑
k=1

ak = a1 + · · ·+ am−1 +
∞∑
k=m

ak.

(ϐ) Θεωρούµε τη σειρά
∞∑
k=1

ak. Αλλάζουµε πεπερασµένους το πλήθος όρους της (ak).

Θεωρούµε δηλαδή µια νέα σειρά
∞∑
k=1

bk που όµως έχει την εξής ιδιότητα : υπάρχει m ∈ N

ώστε ak = bk για κάθε k > m. Αν απαλείψουµε τους πρώτουςm−1 όρους των δύο σειρών,

προκύπτει η ίδια σειρά
∞∑
k=m

ak. Τώρα, εφαρµόζουµε το (α). 2

Πρόταση 3.1.5. (α) Αν
∞∑
k=1

ak = s, τότε an → 0.

(ϐ) Αν η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει N = N(ε) ∈ N ώστε : για κάθε

n > N , ∣∣∣∣∣
∞∑

k=n+1

ak

∣∣∣∣∣ < ε.

Απόδειξη. (α) Αν sn =
n∑
k=1

ak, τότε sn → s και sn−1 → s. ΄Αρα,

an = sn − sn−1 → s− s = 0.

Στην πραγµατικότητα, αυτό που κάνουµε εδώ είναι να ϑεωρήσουµε µια δεύτερη ακολουθία
(tn) η οποία ορίζεται ως εξής: δίνουµε αυθαίρετη τιµή στον t1 – για παράδειγµα, t1 = 0 –
και για κάθε n > 2 ϑέτουµε tn = sn−1. Τότε, tn → s (άσκηση) και για κάθε n > 2 έχουµε
an = sn − tn → s− s = 0 (εξηγήστε την πρώτη ισότητα).

΄Ενας άλλος τρόπος για να αποδείξουµε ότι an → 0 είναι µε τον ορισµό. ΄Εστω ε > 0.
Αφού sn → s, υπάρχει n1 ∈ N ώστε |sn − s| < ε

2 για κάθε n > n1. Θέτουµε n0 = n1 + 1.
Τότε, για κάθε n > n0 έχουµε n > n1 και n − 1 > n1. Συνεπώς, |s − sn| < ε

2 και
|s− sn−1| < ε

2 , απ΄ όπου έπεται ότι

|an| = |sn − sn−1| 6 |sn − s|+ |s− sn−1| <
ε

2
+
ε

2
= ε
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για κάθε n > n0. Με ϐάση τον ορισµό, an → 0.

(ϐ) Αν
∞∑
k=1

ak = s, τότε από την (3.1.3) έχουµε

βn :=

∞∑
k=n+1

ak = s− sn → 0

καθώς το n → ∞. Από τον ορισµό του ορίου ακολουθίας, για κάθε ε > 0 υπάρχει
N = N(ε) ∈ N ώστε : για κάθε n > N , |βn| < ε. 2

Σηµείωση. Το µέρος (α) της Πρότασης 3.1.5 χρησιµοποιείται σαν κριτήριο απόκλισης: Αν

η ακολουθία (ak) δεν συγκλίνει στο 0 τότε η σειρά
∞∑
k=1

ak αναγκαστικά αποκλίνει.

Παραδείγµατα

(α) Η γεωµετρική σειρά µε λόγο x ∈ R είναι η σειρά

(3.1.4)
∞∑
k=0

xk.

∆ηλαδή ak = xk, k = 0, 1, 2, . . .. Αν x = 1 τότε sn = n+ 1, ενώ αν x 6= 1 έχουµε

(3.1.5) sn = 1 + x+ x2 + · · ·+ xn =
xn+1 − 1

x− 1
.

∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις:

(i) Αν |x| > 1 τότε |ak| = |x|k > 1, δηλαδή ak 6→ 0. Από την Πρόταση 3.1.5 (α) ϐλέπουµε
ότι η σειρά (3.1.4) αποκλίνει.

(ii) Αν |x| < 1 τότε xn+1 → 0, οπότε η (3.1.5) δείχνει ότι sn → 1
1−x . ∆ηλαδή,

∞∑
k=0

xk =
1

1− x
.

(ϐ) Τηλεσκοπικές σειρές. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (ak) ικανοποιεί την

ak = bk − bk+1

για κάθε k ∈ N, όπου (bk) µια άλλη ακολουθία. Τότε, η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει αν και

µόνον αν η ακολουθία (bk) συγκλίνει. Πράγµατι, έχουµε

sn = a1 + · · ·+ an = (b1 − b2) + (b2 − b3) + · · ·+ (bn − bn+1) = b1 − bn+1,
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οπότε bn → b αν και µόνον αν sn → b1 − b.
Σαν παράδειγµα ϑεωρούµε τη σειρά

∞∑
k=1

1
k(k+1) . Τότε,

ak =
1

k(k + 1)
=

1

k
− 1

k + 1
= bk − bk+1,

όπου bk = 1
k . ΄Αρα,

sn = a1 + · · ·+ an =

(
1− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
→ 1.

∆ηλαδή,
∞∑
k=1

1

k(k + 1)
= 1.

Θεώρηµα 3.1.6 (κριτήριο Cauchy). Η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει αν και µόνο αν ισχύει το εξής: για

κάθε ε > 0 υπάρχει N = N(ε) ∈ N ώστε : αν N 6 m < n τότε∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

ak

∣∣∣∣∣ = |am+1 + · · ·+ an| < ε.

Απόδειξη. Αν sn = a1 +a2 + · · ·+an είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς, η σειρά συγκλίνει
αν και µόνον αν η (sn) συγκλίνει. ∆ηλαδή, αν και µόνον αν η (sn) είναι ϐασική ακολουθία. Αυτό
όµως είναι (από τον ορισµό της ϐασικής ακολουθίας) ισοδύναµο µε το εξής: για κάθε ε > 0 υπάρχει
N = N(ε) ∈ N ώστε για κάθε N 6 m < n,

|am+1 + · · ·+ an| = |(a1 + · · ·+ an)− (a1 + · · ·+ am)| = |sn − sm| < ε. 2

3.2 Σειρές µε µη αρνητικούς όρους

Σε αυτή την παράγραφο συζητάµε τη σύγκλιση ή απόκλιση σειρών µε µη αρνητικούς όρους.
Η ϐασική παρατήρηση είναι ότι αν για την ακολουθία (ak) έχουµε ak > 0 για κάθε k ∈ N,
τότε η ακολουθία (sn) των µερικών αθροισµάτων είναι αύξουσα: πράγµατι, για κάθε n ∈ N
έχουµε

sn+1 − sn = (a1 + · · ·+ an + an+1)− (a1 + · · ·+ an) = an+1 > 0.

Θεώρηµα 3.2.1. ΄Εστω (ak) ακολουθία µε ak > 0 για κάθε k ∈ N. Η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει

αν και µόνον αν η ακολουθία (sn) των µερικών αθροισµάτων είναι άνω ϕραγµένη. Αν η (sn)

δεν είναι άνω ϕραγµένη, τότε
∞∑
k=1

ak = +∞.
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Απόδειξη. Η (sn) είναι αύξουσα ακολουθία. Αν είναι άνω ϕραγµένη τότε συγκλίνει σε
πραγµατικό αριθµό, άρα η σειρά συγκλίνει. Αν η (sn) δεν είναι άνω ϕραγµένη τότε, αφού
είναι αύξουσα, έχουµε sn → +∞. 2

Πρόταση 3.2.2 (αρµονική σειρά). Η αρµονική σειρά
∞∑
k=1

1
k αποκλίνει στο +∞:

∞∑
k=1

1

k
= +∞.

Απόδειξη. Αρχικά ϑα δείξουµε µε επαγωγή ότι

(3.2.1) s2n > 1 +
n

2
για κάθε n ∈ N.

Για n = 1 η ανισότητα ισχύει ως ισότητα: s2 = 1 + 1
2 . Υποθέτουµε ότι η (3.2.1) ισχύει για

κάποιο ϕυσικό n. Τότε,

s2n+1 = s2n +
1

2n + 1
+

1

2n + 2
+ · · ·+ 1

2n+1
.

Παρατηρήστε ότι ο s2n+1 − s2n είναι ένα άθροισµα 2n το πλήθος αριθµών και ότι ο µικρό-
τερος από αυτούς είναι ο 1

2n+1 . Συνεπώς,

s2n+1 > s2n + 2n · 1

2n+1
= s2n +

1

2
> 1 +

n

2
+

1

2
= 1 +

n+ 1

2
.

΄Αρα, η (3.2.1) ισχύει για τον ϕυσικό n+ 1.
΄Εστω τώρα M > 0. Υπάρχει ϕυσικός n1 τέτοιος ώστε 1 + n1

2 > M . Θέτουµε n0 = 2n1 .
Τότε, για κάθε n > n0 έχουµε

sn > sn0 = s2n1 > 1 +
n1

2
> M.

Αυτό αποδεικνύει ότι sn → +∞. 2

Παρατήρηση 3.2.3. Το παράδειγµα της αρµονικής σειράς δείχνει ότι το αντίστροφο της
Προτασης 3.1.5 (α) δεν ισχύει. Αν ak → 0 τότε δεν είναι απαραίτητα σωστό ότι η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει.

3.2.1 Σειρές µε ϕθίνοντες µη αρνητικούς όρους

Πολλές ϕορές συναντάµε σειρές
∞∑
k=1

ak των οποίων οι όροι ak ϕθίνουν προς το 0: ak+1 6 ak

για κάθε k ∈ N και ak → 0. ΄Ενα κριτήριο σύγκλισης που εφαρµόζεται συχνά σε τέτοιες
περιπτώσεις είναι το κριτήριο συµπύκνωσης.
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Πρόταση 3.2.4 (κριτήριο συµπύκνωσης - Cauchy). ΄Εστω (ak) µια ϕθίνουσα ακολουθία

µε ak > 0 και ak → 0. Η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά
∞∑
k=0

2k a2k συγκλίνει.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η
∞∑
k=0

2ka2k συγκλίνει. Τότε, η ακολουθία των µερικών

αθροισµάτων
tn = a1 + 2a2 + 4a4 + · · ·+ 2na2n

είναι άνω ϕραγµένη. ΄Εστω M ένα άνω ϕράγµα της (tn). Θα δείξουµε ότι ο M είναι άνω

ϕράγµα για τα µερικά αθροίσµατα της
∞∑
k=1

ak. ΄Εστω sm = a1 + · · · + am. Ο αριθµός m

ϐρίσκεται ανάµεσα σε δύο διαδοχικές δυνάµεις του 2: υπάρχει n ∈ N ώστε 2n 6 m < 2n+1.
Τότε, χρησιµοποιώντας την υπόθεση ότι η (ak) είναι ϕθίνουσα, έχουµε

sm = a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5 + a6 + a7) + · · ·+ (a2n−1 + · · ·+ a2n−1)

+ (a2n + · · ·+ am)

= a1 + (a2 + a3) + (a4 + a5 + a6 + a7) + · · ·+ (a2n−1 + · · ·+ a2n−1)

+ (a2n + · · ·+ am + · · ·+ a2n+1−1)

6 a1 + 2a2 + 4a4 + · · ·+ 2n−1a2n−1 + 2na2n

6M.

Αφού η
∞∑
k=1

ak έχει µη αρνητικούς όρους και η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της

είναι άνω ϕραγµένη, το Θεώρηµα 3.2.1 δείχνει ότι η
∞∑
k=1

ak συγκλίνει.

Αντίστροφα: υποθέτουµε ότι η
∞∑
k=1

ak συγκλίνει, δηλαδή ότι η (sm) είναι άνω ϕραγµένη:

υπάρχει M ∈ R ώστε sm 6 M για κάθε m ∈ N. Τότε, για το τυχόν µερικό άθροισµα (tn)

της σειράς
∞∑
k=1

2k a2k έχουµε

tn = a1 + 2a2 + 4a4 + · · ·+ 2na2n

6 2a1 + 2a2 + 2(a3 + a4) + · · ·+ 2(a2n−1+1 + · · ·+ a2n)

= 2s2n 6 2M.

Αφού η (tn) είναι άνω ϕραγµένη, το Θεώρηµα 3.2.1 δείχνει ότι η
∞∑
k=0

2ka2k συγκλίνει. 2
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Παράδειγµα 3.2.5 (p-σειρές). Η σειρά
∞∑
k=1

1
kp , όπου p > 0. ΄Εχουµε ak = 1

kp . Αφού p > 0,

η (ak) ϕθίνει προς το 0. Θεωρούµε την

∞∑
k=0

2ka2k =
∞∑
k=0

2k
1

(2k)
p =

∞∑
k=0

( 1

2p−1

)k
.

Η τελευταία σειρά είναι γεωµετρική σειρά µε λόγο xp = 1
2p−1 Είδαµε ότι συγκλίνει αν

xp = 1
2p−1 < 1, δηλαδή αν p > 1 και αποκλίνει αν xp = 1

2p−1 > 1, δηλαδή αν p 6 1.

Από το κριτήριο συµπύκνωσης, η σειρά
∞∑
k=1

1
kp συγκλίνει αν p > 1 και αποκλίνει στο

+∞ αν 0 < p 6 1.

3.2.2 Ο αριθµός e

΄Εχουµε ορίσει τον αριθµό e ως το όριο της γνησίως αύξουσας και άνω ϕραγµένης ακολου-
ϑίας αn :=

(
1 + 1

n

)n καθώς το n→∞.

Πρόταση 3.2.6. Ο αριθµός e ικανοποιεί την

e =
∞∑
k=0

1

k!
.

Απόδειξη. Θυµηθείτε ότι 0! = 1. Γράφουµε sn για το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς
στο δεξιό µέλος:

sn = 1 +
1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
.

Από το διωνυµικό ανάπτυγµα, έχουµε(
1 +

1

n

)n
= 1 +

(
n

1

)
1

n
+

(
n

2

)
1

n2
+ · · ·+

(
n

n

)
1

nn

= 1 +
n

1!

1

n
+
n(n− 1)

2!

1

n2
+ · · ·+ n(n− 1) · · · (n− k + 1)

k!

1

nk

+ · · ·+ n(n− 1) · · · 2 · 1
n!

1

nn

= 1 +
1

1!
+

1

2!

(
1− 1

n

)
+ · · ·+ 1

n!

[(
1− 1

n

)
· · ·
(

1− n− 1

n

)]
6 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
,

δηλαδή,

(3.2.2) αn 6 sn.
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΄Εστω n ∈ N. Ο προηγούµενος υπολογισµός δείχνει ότι αν k > n τότε(
1 +

1

k

)k
= 1 +

1

1!
+

1

2!

(
1− 1

k

)
+ · · ·+ 1

n!

[(
1− 1

k

)
· · ·
(

1− n− 1

k

)]
+ · · ·+ 1

k!

[(
1− 1

k

)
· · ·
(

1− k − 1

k

)]
> 1 +

1

1!
+

1

2!

(
1− 1

k

)
+ · · ·+ 1

n!

[(
1− 1

k

)
· · ·
(

1− n− 1

k

)]
.

Κρατώντας το n σταθερό και αφήνοντας το k →∞, ϐλέπουµε ότι

e = lim
k→∞

(
1 +

1

k

)k
> 1 +

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
= sn.

Αφού η αύξουσα ακολουθία (sn) είναι άνω ϕραγµένη από τον e, έπεται ότι η (sn) συγκλίνει
και lim

n→∞
sn 6 e. Από την άλλη πλευρά, η (3.2.2) δείχνει ότι e = lim

n→∞
αn 6 lim

n→∞
sn. ΄Αρα,

e = lim
n→∞

sn =
∞∑
k=0

1

k!
,

όπως ισχυρίζεται η πρόταση. 2

Χρησιµοποιώντας αυτή την αναπαράσταση του e, ϑα δείξουµε ότι είναι άρρητος αριθ-
µός.

Πρόταση 3.2.7. Ο e είναι άρρητος.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι ο e είναι ϱητός. Τότε, υπάρχουν m,n ∈ N ώστε

e =
m

n
=

∞∑
k=0

1

k!
.

∆ηλαδή,

(3.2.3)
m

n
=

(
1 +

1

1!
+ · · ·+ 1

n!

)
+

(
1

(n+ 1)!
+ · · ·+ 1

(n+ s)!
+ · · ·

)
.

Πολλαπλασιάζοντας τα δύο µέλη της (3.2.3) µε n!, µπορούµε να γράψουµε

0 < A = n!

[
m

n
−
(

1 +
1

1!
+ · · ·+ 1

n!

)]
=

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ 1) · · · (n+ s)
+ · · · .

Παρατηρήστε ότι, από τον τρόπο ορισµού του, ο

A = n!

[
m

n
−
(

1 +
1

1!
+ · · ·+ 1

n!

)]
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είναι ϕυσικός αριθµός. ΄Οµως, για κάθε s ∈ N έχουµε

1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ 1) · · · (n+ s)
6

1

2
+

1

6
+

1

23
+ · · ·+ 1

2s

<
2

3
+

1

8

∞∑
k=0

1

2k

=
2

3
+

1

4
=

11

12
.

΄Αρα,
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ 1) · · · (n+ s)
+ · · · 6 11

12
.

΄Επεται ότι ο ϕυσικός αριθµός A ικανοποιεί την

0 < A 6
11

12

και έχουµε καταλήξει σε άτοπο. 2

3.3 Γενικά κριτήρια

3.3.1 Απόλυτη σύγκλιση σειράς

Ορισµός 3.3.1. Λέµε ότι η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει απολύτως αν η σειρά
∞∑
k=1

|ak| συγκλίνει.

Λέµε ότι η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει υπό συνθήκη αν συγκλίνει αλλά δεν συγκλίνει απολύτως.

Η επόµενη πρόταση δείχνει ότι η απόλυτη σύγκλιση είναι ισχυρότερη από την (απλή)
σύγκλιση.

Πρόταση 3.3.2. Αν η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει απολύτως, τότε η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει.

Απόδειξη. Θα δείξουµε ότι ικανοποιείται το κριτήριο Cauchy (Θεώρηµα 3.1.6). ΄Εστω

ε > 0. Αφού η σειρά
∞∑
k=1

|ak| συγκλίνει, υπάρχει N ∈ N ώστε : για κάθε N 6 m < n,

n∑
k=m+1

|ak| < ε.

Τότε, για κάθε N 6 m < n έχουµε∣∣∣∣∣
n∑

k=m+1

ak

∣∣∣∣∣ 6
n∑

k=m+1

|ak| < ε.
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΄Αρα, η σειρά
∞∑
k=1

ak ικανοποιεί το κριτήριο Cauchy. Από το Θεώρηµα 3.1.6, συγκλίνει. 2

Παραδείγµατα

(α) Η σειρά
∞∑
k=1

(−1)k−1

k2
συγκλίνει. Μπορούµε να ελέγξουµε ότι συγκλίνει απολύτως: έχουµε

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣(−1)k−1

k2

∣∣∣∣∣ =

∞∑
k=1

1

k2

και η τελευταία σειρά συγκλίνει (είναι της µορφής
∞∑
k=1

1
kp µε p = 2 > 1).

(ϐ) Η σειρά
∞∑
k=1

(−1)k−1

k δεν συγκλίνει απολύτως, αφού

∞∑
k=1

∣∣∣∣∣(−1)k−1

k

∣∣∣∣∣ =
∞∑
k=1

1

k
.

(αρµονική σειρά). Μπορούµε όµως να δείξουµε ότι η σειρά συγκλίνει υπό συνθήκη. Θεω-
ϱούµε πρώτα το µερικό άθροισµα

s2m =

2m∑
k=1

(−1)k−1

k

= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ 1

2m− 1
− 1

2m

=
1

1 · 2
+

1

3 · 4
+

1

5 · 6
+ · · ·+ 1

(2m− 1)2m
.

΄Επεται ότι
s2m+2 = s2m +

1

(2m+ 1)(2m+ 2)
> s2m,

δηλαδή, η υπακολουθία (s2m) είναι γνησίως αύξουσα. Παρατηρούµε επίσης ότι η (s2m)

είναι άνω ϕραγµένη, αφού

(3.3.1) s2m <
1

12
+

1

32
+

1

52
+ · · ·+ 1

(2m− 1)2 ,

και το δεξιό µέλος της (3.3.1) ϕράσσεται από το (2m−1)-οστό µερικό άθροισµα της σειράς
∞∑
k=1

1
k2

η οποία συγκλίνει. ΄Αρα, η υπακολουθία (s2m) συγκλίνει σε κάποιον πραγµατικό

αριθµό s. Τότε,

s2m−1 = s2m +
1

2m
→ s+ 0 = s.

Αφού οι υπακολουθίες (s2m) και (s2m−1) των άρτιων και των περιττών όρων της (sm)

συγκλίνουν στον s, συµπεραίνουµε ότι sn → s.
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3.3.2 Κριτήρια σύγκρισης

Θεώρηµα 3.3.3 (κριτήριο σύγκρισης). Θεωρούµε τις σειρές
∞∑
k=1

ak και
∞∑
k=1

bk, όπου bk > 0

για κάθε k ∈ N. Υποθέτουµε ότι υπάρχει M > 0 ώστε

|ak| 6M · bk

για κάθε k ∈ N και ότι η σειρά
∞∑
k=1

bk συγκλίνει. Τότε, η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει απολύτως.

Απόδειξη. Θέτουµε sn =
n∑
k=1

|ak| και tn =
n∑
k=1

bk. Από την υπόθεση έπεται ότι

sn 6M · tn

για κάθε n ∈ N. Αφού η σειρά
∞∑
k=1

bk συγκλίνει, η ακολουθία (tn) είναι άνω ϕραγµένη.

΄Αρα, η (sn) είναι κι αυτή άνω ϕραγµένη. ΄Επεται ότι η
∞∑
k=1

|ak| συγκλίνει. 2

Θεώρηµα 3.3.4 (οριακό κριτήριο σύγκρισης). Θεωρούµε τις σειρές
∞∑
k=1

ak και
∞∑
k=1

bk, όπου

bk > 0 για κάθε k ∈ N. Υποθέτουµε ότι

lim
k→∞

ak
bk

= ` ∈ R

και ότι η σειρά
∞∑
k=1

bk συγκλίνει. Τότε, η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει απολύτως.

Απόδειξη. Η ακολουθία
(
ak
bk

)
συγκλίνει, άρα είναι ϕραγµένη. ∆ηλαδή, υπάρχει M > 0

ώστε ∣∣∣∣akbk
∣∣∣∣ 6M

για κάθε k ∈ N. Τότε, µπορούµε να εφαρµόσουµε το Θεώρηµα 3.3.3. 2

Θεώρηµα 3.3.5 (ισοδύναµη συµπεριφορά). Θεωρούµε τις σειρές
∞∑
k=1

ak και
∞∑
k=1

bk, όπου

ak, bk > 0 για κάθε k ∈ N. Υποθέτουµε ότι

lim
k→∞

ak
bk

= ` > 0.

Τότε, η σειρά
∞∑
k=1

bk συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει.
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Απόδειξη. Αν η
∑∞

k=1 bk συγκλίνει, τότε η
∑∞

k=1 ak συγκλίνει από το Θεώρηµα 3.3.4.
Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι η

∑∞
k=1 ak συγκλίνει. Αφού ak

bk
→ ` > 0, έχουµε

bk
ak
→ 1

` . Εναλλάσσοντας τους ϱόλους των (ak) και (bk), ϐλέπουµε ότι η
∑∞

k=1 bk συγκλίνει,
χρησιµοποιώντας ξανά το Θεώρηµα 3.3.5. 2

Παραδείγµατα

(α) Εξετάζουµε τη σύγκλιση της σειράς
∞∑
k=1

sin(kx)
k2

, όπου x ∈ R. Παρατηρούµε ότι

∣∣∣∣sin(kx)

k2

∣∣∣∣ 6 1

k2
.

Αφού η
∞∑
k=1

1
k2

συγκλίνει, συµπεραίνουµε (από το κριτήριο σύγκρισης) ότι η σειρά
∞∑
k=1

sin(kx)
k2

συγκλίνει απολύτως.

(ϐ) Εξετάζουµε τη σύγκλιση της σειράς
∞∑
k=1

k+1
k4+k2+3

. Παρατηρούµε ότι αν ak = k+1
k4+k2+3

και bk = 1
k3

, τότε
ak
bk

=
k4 + k3

k4 + k2 + 3
→ 1.

Αφού η
∞∑
k=1

1
k3

συγκλίνει, το οριακό κριτήριο σύγκρισης δείχνει ότι η
∞∑
k=1

k+1
k4+k2+3

συγκλίνει.

(γ) Τέλος, εξετάζουµε τη σύγκλιση της σειράς
∞∑
k=1

k+1
k2+2

. ΄Οπως στο προηγούµενο παράδειγ-

µα, αν ϑεωρήσουµε τις ακολουθίες bk = k+1
k2+2

και ak = 1
k , τότε

ak
bk

=
k2 + 2

k2 + k
→ 1 > 0.

Από το Θεώρηµα 3.3.5 έπεται ότι η
∞∑
k=1

k+1
k2+2

έχει την ίδια συµπεριφορά µε την
∞∑
k=1

1
k ,

δηλαδή αποκλίνει.

3.3.3 Κριτήριο λόγου και κριτήριο ϱίζας

Θεώρηµα 3.3.6 (κριτήριο λόγου - D’ Alembert). ΄Εστω
∞∑
k=1

ak µια σειρά µε µη µηδενικούς

όρους.

(α) Αν lim
k→∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ < 1, τότε η
∞∑
k=1

ak συγκλίνει απολύτως.

(ϐ) Αν lim
k→∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ > 1, τότε η
∞∑
k=1

ak αποκλίνει.
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Απόδειξη. (α) Υποθέτουµε ότι lim
k→∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ = ` < 1. ΄Εστω x > 0 µε ` < x < 1. Τότε,

υπάρχει N ∈ N ώστε : |ak+1

ak
| 6 x γιά κάθε k > N . ∆ηλαδή,

|aN+1| 6 x|aN |, |aN+2| 6 x|aN+1| 6 x2|aN | κλπ.

Επαγωγικά δείχνουµε ότι

|ak| 6 xk−N |aN | =
|aN |
xN
· xk

γιά κάθε k > N .

Συγκρίνουµε τις σειρές
∞∑
k=N

|ak| και
∞∑
k=N

xk. ΄Εχουµε

|ak| 6M · xk

για κάθε k > N , όπου M = |aN |
xN

. Η σειρά
∞∑
k=N

xk συγκλίνει, διότι προέρχεται από την

γεωµετρική σειρά
∞∑
k=0

xk (µε απαλοιφή των πρώτων όρων της) και 0 < x < 1. ΄Αρα, η
∞∑
k=N

|ak| συγκλίνει. ΄Επεται ότι η
∞∑
k=1

|ak| συγκλίνει κι αυτή.

(ϐ) Αφού lim
k→∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ > 1, υπάρχει N ∈ N ώστε
∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ > 1 για κάθε k > N . ∆ηλαδή,

|ak| > |ak−1| > · · · > |aN | > 0

για κάθε k > N . Τότε, ak 6→ 0 και, από την Πρόταση 3.1.5 (α), η
∞∑
k=1

ak αποκλίνει. 2

Σηµείωση. Αν lim
k→∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ = 1, πρέπει να εξετάσουµε αλλιώς τη σύγκλιση ή απόκλιση της
∞∑
k=1

ak. Παρατηρήστε ότι η
∞∑
k=1

1
k αποκλίνει και

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ = k
k+1 → 1, ενώ η

∞∑
k=1

1
k2

συγκλίνει

και
∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ = k2

(k+1)2
→ 1.

Παράδειγµα

Εξετάζουµε τη σύγκλιση της σειράς
∞∑
k=0

1
k! . ΄Εχουµε∣∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣∣ =
k!

(k + 1)!
=

1

k + 1
→ 0 < 1.

΄Αρα, η σειρά συγκλίνει.

Θεώρηµα 3.3.7 (κριτήριο ϱίζας - Cauchy). ΄Εστω
∞∑
k=1

ak µια σειρά πραγµατικών αριθµών.

(α) Αν lim
k→∞

k
√
|ak| < 1, τότε η σειρά συγκλίνει απολύτως.

(ϐ) Αν lim
k→∞

k
√
|ak| > 1, τότε η σειρά αποκλίνει.
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Απόδειξη (α) Επιλέγουµε x > 0 µε την ιδιότητα lim
k→∞

k
√
|ak| < x < 1. Τότε, υπάρχει N ∈ N

ώστε k
√
|ak| 6 x για κάθε k > N . Ισοδύναµα,

|ak| 6 xk

για κάθε k > n. Συγκρίνουµε τις σειρές
∞∑
k=N

|ak| και
∞∑
k=N

xk. Αφού x < 1, η δεύτερη σειρά

συγκλίνει. ΄Αρα η
∞∑
k=N

|ak| συγκλίνει. ΄Επεται ότι η
∞∑
k=1

ak συγκλίνει απολύτως.

(ϐ) Αφού lim
k→∞

k
√
|ak| > 1, υπάρχει N ∈ N ώστε k

√
|ak| > 1 για κάθε k > N . ∆ηλαδή,

|ak| > 1 τελικά. ΄Αρα ak 6→ 0 και η
∞∑
k=1

ak αποκλίνει. 2

Σηµείωση. Αν lim
k→∞

k
√
|ak| = 1, πρέπει να εξετάσουµε αλλιώς τη σύγκλιση ή απόκλιση

της
∞∑
k=1

ak. Για τις
∞∑
k=1

1
k ,
∞∑
k=1

1
k2

έχουµε k
√
|ak| → 1. Η πρώτη αποκλίνει ενώ η δεύτερη

συγκλίνει.

Παραδείγµατα

(α) Εξετάζουµε τη σύγκλιση της σειράς
∞∑
k=1

xk

k , όπου x ∈ R. ΄Εχουµε k
√
|ak| = |x|

k√
k
→ |x|.

Αν |x| < 1, τότε lim
k→∞

k
√
|ak| = |x| < 1 και η σειρά συγκλίνει απολύτως. Αν |x| > 1, τοτε

lim
k→∞

k
√
|ak| = |x| > 1 και η σειρά αποκλίνει. Αν |x| = 1, το κριτήριο ϱίζας δεν δίνει

συµπέρασµα. Για x = 1 παίρνουµε την αρµονική σειρά
∞∑
k=1

1
k η οποία αποκλίνει. Για

x = −1 παίρνουµε την «εναλλάσσουσα σειρά»
∞∑
k=1

(−1)k

k η οποία συγκλίνει. ΄Αρα, η σειρά

συγκλίνει αν και µόνο αν −1 6 x < 1.

(ϐ) Εξετάζουµε τη σύγκλιση της σειράς
∞∑
k=1

x2k

k2
, όπου x ∈ R. ΄Εχουµε k

√
|ak| = x2

k√
k
2 → x2.

΄Αρα, lim
k→∞

k
√
|ak| = x2. Αν |x| > 1 η σειρά αποκλίνει. Αν |x| < 1 η σειρά συγκλίνει

απολύτως. Αν |x| = 1 το κριτήριο ϱίζας δεν δίνει συµπέρασµα. Στην περίπτωση x = ±1 η

σειρά παίρνει τη µορφή
∞∑
k=1

1
k2

, δηλαδή συγκλίνει. ΄Αρα, η σειρά συγκλίνει απολύτως όταν

|x| 6 1.

3.3.4 Το κριτήριο του Dirichlet

Το κριτήριο του Dirichlet εξασφαλίζει (µερικές ϕορές) τη σύγκλιση µιας σειράς η οποία δεν
συγκλίνει απολύτως (συγκλίνει υπό συνθήκη).
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Λήµµα 3.3.8 (άθροιση κατά µέρη - Abel). ΄Εστω (ak) και (bk) δύο ακολουθίες. Ορίζουµε

sn = a1 + · · ·+ an, s0 = 0. Για κάθε 1 6 m < n, ισχύει η ισότητα

n∑
k=m

akbk =

n−1∑
k=m

sk(bk − bk+1) + snbn − sm−1bm.

Απόδειξη. Γράφουµε

n∑
k=m

akbk =
n∑

k=m

(sk − sk−1)bk

=

n∑
k=m

skbk −
n∑

k=m

sk−1bk

=
n∑

k=m

skbk −
n−1∑

k=m−1

skbk+1

=
n−1∑
k=m

sk(bk − bk+1) + snbn − sm−1bm,

που είναι το Ϲητούµενο. 2

Θεώρηµα 3.3.9 (κριτήριο Dirichlet). ΄Εστω (ak) και (bk) δύο ακολουθίες µε τις εξής ιδιό-

τητεσ:

(α) Η (bk) έχει ϑετικούς όρους και ϕθίνει προς το 0.

(ϐ) Η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων sn = a1 + · · · + an της (ak) είναι ϕραγµένη :

υπάρχει M > 0 ώστε

|sn| 6M

για κάθε n ∈ N. Τότε, η σειρά
∞∑
k=1

akbk συγκλίνει.

Απόδειξη. Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του Cauchy. ΄Εστω ε > 0. Χρησιµοποιώντας
την υπόθεση (α), ϐρίσκουµε N ∈ N ώστε

ε

2M
> bN > bN+1 > bN+2 > · · · > 0.
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΄Αν N 6 m < n, τότε∣∣∣∣∣
n∑

k=m

akbk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n−1∑
k=m

sk(bk − bk+1) + snbn − sm−1bm

∣∣∣∣∣
6

n−1∑
k=m

|sk||bk − bk+1|+ |sn||bn|+ |sm−1||bm|

6M
n−1∑
k=m

(bk − bk+1) +Mbn +Mbm

= 2Mbm < 2M
ε

2M

= ε.

Από το κριτήριο του Cauchy, η σειρά
∞∑
k=1

akbk συγκλίνει. 2

Πόρισµα 3.3.10 (κριτήριο Leibniz). ΄Εστω (bk) ϕθίνουσα ακολουθία τέτοια ώστε bk → 0.

Τότε, η σειρά µε εναλλασσόµενα πρόσηµα

∞∑
k=1

(−1)k−1bk

συγκλίνει.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το κριτήριο Dirichlet για την (bk) και την ak = (−1)k−1. Τα
µερικά αθροίσµατα της ((−1)k−1) είναι ϕραγµένα, αφού sn = 0 αν ο n είναι άρτιος και
sn = 1 αν ο n είναι περιττός. ΄Αρα, η σειρά συγκλίνει. 2

Για παράδειγµα, η σειρά
∞∑
k=1

(−1)k−1

k (ενώ δεν συγκλίνει απολύτως).

3.4 *∆εκαδική παράσταση πραγµατικών αριθµών

Σκοπός µας σε αυτή την παράγραφο είναι να δείξουµε ότι κάθε πραγµατικός αριθµός έχει δεκαδική
παράσταση: είναι δηλαδή άθροισµα σειράς της µορφής

∞∑
k=0

ak
10k

= a0 +
a1
10

+
a2
102

+ · · · ,

όπου a0 ∈ Z και ak ∈ {0, 1, . . . , 9} για κάθε k > 1.
Παρατηρήστε ότι κάθε σειρά αυτής της µορφής συγκλίνει και ορίζει έναν πραγµατικό αριθµό

x =
∞∑
k=0

ak
10k

. Πράγµατι, η γεωµετρική σειρά
∞∑
k=0

1
10k

συγκλίνει και επειδή 0 6 ak
10k

6 9
10k

για κάθε

k > 1, η σειρά
∞∑
k=0

ak
10k

συγκλίνει σύµφωνα µε το κριτήριο σύγκρισης σειρών.
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Λήµµα 3.4.1. Αν N > 1 και ak ∈ {0, 1, . . . , 9} για κάθε k > N , τότε

0 6
∞∑
k=N

ak
10k

6
1

10N−1
.

Η αριστερή ανισότητα ισχύει σαν ισότητα αν και µόνον αν ak = 0 για κάθε k > N , ενώ η δεξιά

ανισότητα ισχύει σαν ισότητα αν και µόνον αν ak = 9 για κάθε k > N .

Απόδειξη. ΄Εχουµε
∞∑
k=N

ak
10k

>
∞∑
k=N

0

10k
= 0.

Αν ak = 0 για κάθε k > N , τότε
∞∑
k=N

ak
10k

= 0. Αντίστροφα, αν am > 1 για κάποιον m > N , τότε

∞∑
k=N

ak
10k

=
am
10m

+

∞∑
k=N
k 6=m

ak
10k

>
1

10m
+

∞∑
k=N
k 6=m

0

10k

=
1

10m
> 0.

Από την άλλη πλευρά,

∞∑
k=N

ak
10k

6
∞∑
k=N

9

10k
=

9

10N

(
1 +

1

10
+

1

102
+ · · ·

)
=

1

10N−1
.

Αν ak = 9 για κάθε k > N , τότε

∞∑
k=N

ak
10k

=

∞∑
k=N

9

10k
=

1

10N−1
.

Αντίστροφα, αν am 6 8 για κάποιον m > N , τότε

∞∑
k=N

ak
10k

=
am
10m

+

∞∑
k=N
k 6=m

ak
10k

6
8

10m
+

∞∑
k=N
k 6=m

9

10k
=

9

10m
− 1

10m
+

∞∑
k=N
k 6=m

9

10k

= − 1

10m
+

∞∑
k=N

9

10k

= − 1

10m
+

1

10N−1

<
1

10N−1
,

κι αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του λήµµατος. 2

Λήµµα 3.4.2. ΄Εστω n µη αρνητικός ακέραιος και έστω N > 0. Υπάρχουν ακέραιοι p0, p1, . . . pn
τέτοιοι ώστε :
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(i) pk ∈ {0, 1, . . . , 9} για 0 6 k 6 N − 1,

(ii) pN > 0 και

n = 10NpN + 10N−1pN−1 + · · ·+ 10p1 + p0.

Απόδειξη. ∆ιαιρώντας διαδοχικά µε 10 παίρνουµε

n = 10q1 + p0, όπου 0 6 p0 6 9 και q1 > 0

q1 = 10q2 + p1, όπου 0 6 p1 6 9 και q2 > 0

q2 = 10q3 + p2, όπου 0 6 p2 6 9 και q3 > 0

...
...

qN−1 = 10pN + pN−1, όπου 0 6 pN−1 6 9 και qN > 0.

Επαγωγικά, έχουµε:

n = 10q1 + p0 = 102q2 + 10p1 + p0 = 103q3 + 102p2 + 10p1 + p0 = · · ·

= 10NqN + 10N−1pN−1 + 10p1 + p0.

Θέτοντας pN = qN έχουµε το Ϲητούµενο. 2

Χρησιµοποιώντας τα δύο προηγούµενα λήµµατα ϑα δείξουµε ότι κάθε πραγµατικός αριθµός έχει
δεκαδική παράσταση.

Θεώρηµα 3.4.3. (α) Κάθε πραγµατικός αριθµός x > 0 γράφεται σαν άθροισµα «δεκαδικής σειράς»:

x =

∞∑
k=0

ak
10k

= a0 +
a1
10

+
a2
102

+ · · · ,

όπου a0 ∈ N ∪ {0} και ak ∈ {0, 1, . . . , 9} για κάθε k > 1. Τότε, λέµε ότι ο x έχει τη δεκαδική

παράσταση x = a0.a1a2a3 · · · .

(ϐ)Οι αριθµοί της µορφής x = m
10N

όπουm ∈ N καιN > 0 έχουν ακριβώς δύο δεκαδικές παραστάσεις:

x = a0.a1a2 · · · aN9999 · · · = a0.a1a2 · · · aN−1(aN + 1)000 · · ·

΄Ολοι οι άλλοι µη αρνητικοί πραγµατικοί αριθµοί έχουν µοναδική δεκαδική παράσταση.

Απόδειξη. (α) ΄Εστω x > 0. Υπάρχει µη αρνητικός ακέραιος a0, το ακέραιο µέρος του x, ώστε :

a0 6 x < a0 + 1.

Χωρίζουµε το διάστηµα [a0, a0 + 1) σε 10 ίσα υποδιαστήµατα µήκους 1
10 . Ο x ανήκει σε ένα από

αυτά. ΄Αρα, υπάρχει a1 ∈ {0, 1, . . . , 9} ώστε

a0 +
a1
10

6 x < a0 +
a1 + 1

10
.
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Χωρίζουµε το νέο αυτό διάστηµα (που έχει µήκος 1
10 ) σε 10 ίσα υποδιαστήµατα µήκους 1

102 . Ο x

ανήκει σε ένα από αυτά, άρα υπάρχει a2 ∈ {0, 1, . . . , 9} ώστε

a0 +
a1
10

+
a2
102

6 x < a0 +
a1
10

+
a2 + 1

102
.

Συνεχίζοντας επαγωγικά, για κάθε k > 1 ϐρίσκουµε ak ∈ {0, 1, . . . , 9} ώστε

a0 +
a1
10

+ · · ·+ ak
10k

6 x < a0 +
a1
10

+ · · ·+ ak + 1

10k
.

Από την κατασκευή, τα µερικά αθροίσµατα sn της σειράς
∞∑
k=0

ak
10k

η οποία δηµιουργείται, ικανο-

ποιούν την sn 6 x < sn + 1
10n . ΄Αρα,

0 6 x− sn <
1

10n
.

΄Επεται ότι sn → x, δηλαδή

x =

∞∑
k=0

ak
10k

.

(ϐ) Ας υποθέσουµε ότι κάποιος x > 0 έχει τουλάχιστον δύο διαφορετικές δεκαδικές παραστάσεις.
∆ηλαδή,

x = a0.a1a2 · · · = b0.b1b2 · · · ,

όπου a0, b0 ∈ N ∪ {0}, ak, bk ∈ {0, 1, . . . , 9} για κάθε k > 1, και υπάρχει m > 0 µε την ιδιότητα
am 6= bm.

΄Εστω N > 0 ο ελάχιστος m για τον οποίο am 6= bm. ∆ηλαδή,

a0 = b0, a1 = b1, . . . , aN−1 = bN−1, aN 6= bN .

Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι aN < bN . Από την

∞∑
k=N

ak
10k

=

∞∑
k=N

bk
10k

και από το Λήµµα 3.4.1 έπεται ότι

1

10N
6
bN − aN

10N

=

∞∑
k=N+1

ak
10k
−

∞∑
k=N+1

bk
10k

6
1

10N
− 0

=
1

10N
.

΄Αρα, όλες οι ανισότητες είναι ισότητες. ∆ηλαδή,

bN − aN = 1
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και
∞∑

k=N+1

ak
10k

=
1

10N
,

∞∑
k=N+1

bk
10k

= 0.

Από το Λήµµα 3.4.1,
bN = aN + 1,

ak = 9, αν k > N + 1,

bk = 0, αν k > N + 1.

΄Αρα, αν ο x έχει περισσότερες από µία δεκαδικές παραστάσεις, τότε έχει ακριβώς δύο παραστάσεις,
τις ακόλουθες:

x = a0.a1a2 · · · aN999 · · · = a0.a1a2 · · · aN−1(aN + 1) 00 · · ·

Τότε, ο x ισούται µε

x = a0 +
a1
10

+
a2
102

+ · · ·+ aN−1
10N−1

+
aN + 1

10N

=
10Na0 + 10N−1a1 + · · ·+ 10aN−1 + aN + 1

10N

=
m

10N

για κάποιους m ∈ N και N > 0.
Αντίστροφα, έστω ότι x = m

10N
, όπου m ∈ N και N > 0. Από το Λήµµα 3.4.2 µπορούµε να

γράψουµε

m = 10NpN + 10N−1pN−1 + · · ·+ 10p1 + p0,

όπου pN ∈ N ∪ {0} και pk ∈ {0, 1, . . . , 9} για 0 6 k 6 N − 1. Αν pm είναι ο πρώτος µη µηδενικός
όρος της ακολουθίας p0, p1, . . . , pN−1, pN , τότε

x =
10NpN + · · ·+ 10mpm

10N

= pN +
pN−1

10
+ · · ·+ pm

10N−m

= pN .pN−1 · · · pm000 · · · = pN .pN−1 · · · (pm − 1) 99 · · · .

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη του (ϐ). 2

3.5 ∆υναµοσειρές

Ορισµός 3.5.1. ΄Εστω (ak) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Η σειρά

∞∑
k=0

akx
k

λέγεται δυναµοσειρά µε συντελεστές ak.
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Ο x είναι µια παράµετρος από το R. Το πρόβληµα που ϑα συζητήσουµε εδώ είναι : για
δοθείσα ακολουθία συντελεστών (ak) να ϐρεθούν οι τιµές του x για τις οποίες η αντίστοιχη
δυναµοσειρά συγκλίνει. Για κάθε τέτοιο x λέµε ότι η δυναµοσειρά συγκλίνει στο x.

Πρόταση 3.5.2. ΄Εστω
∞∑
k=0

akx
k µια δυναµοσειρά µε συντελεστές ak.

(α) Αν η δυναµοσειρά συγκλίνει στο y 6= 0 και αν |x| < |y|, τότε η δυναµοσειρά συγκλίνει

απολύτως στο x.

(ϐ) Αν η δυναµοσειρά αποκλίνει στο y και αν |x| > |y|, τότε η δυναµοσειρά αποκλίνει στο x.

Απόδειξη. (α) Αφού η
∞∑
k=0

aky
k συγκλίνει, έχουµε akyk → 0. ΄Αρα, υπάρχει N ∈ N ώστε

|akyk| 6 1 για κάθε k > N.

΄Εστω x ∈ R µε |x| < |y|. Για κάθε k > N έχουµε

|akxk| = |akyk| ·
∣∣∣∣xy
∣∣∣∣k 6 ∣∣∣∣xy

∣∣∣∣k .
Η γεωµετρική σειρά

∞∑
k=N

∣∣∣xy ∣∣∣k συγκλίνει, διότι
∣∣∣xy ∣∣∣ < 1. Από το κριτήριο σύγκρισης έπεται

το συµπέρασµα.

(ϐ) Αν η δυναµοσειρά συνέκλινε στο x, από το (α) ϑα συνέκλινε απολύτως στο y, άτοπο. 2

΄Εστω
∞∑
k=0

akx
k µια δυναµοσειρά µε συντελεστές ak. Με ϐάση την Πρόταση 3.5.2 µπορούµε

να δείξουµε ότι το σύνολο των σηµείων στα οποία συγκλίνει η δυναµοσειρά είναι «ουσιαστι-
κά» ένα διάστηµα συµµετρικό ως προς το 0 (ή, ενδεχοµένως, το {0} ή το R). Αυτό ϕαίνεται
ως εξήσ: ορίζουµε

R := sup{|x| : η δυναµοσειρά συγκλίνει στο x}.

Το σύνολο στο δεξιό µέλος είναι µη κενό, αφού η δυναµοσειρά συγκλίνει στο 0. Η Πρόταση
3.5.2 δείχνει ότι αν |x| < R τότε η δυναµοσειρά συγκλίνει απολύτως στο x. Πράγµατι,
από τον ορισµό του R υπάρχει y µε R > |y| > |x| ώστε η δυναµοσειρά να συγκλίνει στο
y, οπότε εφαρµόζεται η Πρόταση 3.5.2 (α) στο x. Από τον ορισµό του R είναι ϕανερό ότι
αν |x| > R τότε η δυναµοσειρά αποκλίνει στο x. ΄Αρα, η δυναµοσειρά συγκλίνει σε κάθε
x ∈ (−R,R) και αποκλίνει σε κάθε x µε |x| > R.

Το διάστηµα (−R,R) ονοµάζεται διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς. Η συζήτηση
που κάναµε δείχνει ότι το σύνολο σύγκλισης της δυναµοσειράς, δηλαδή το σύνολο όλων
των σηµείων στα οποία συγκλίνει, προκύπτει από το (−R,R) µε την προσθήκη (ίσως) του
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R ή του −R ή των ±R. Στην περίπτωση που R = +∞, η δυναµοσειρά συγκλίνει σε κάθε
x ∈ R. Στην περίπτωση που R = 0, η δυναµοσειρά συγκλίνει µόνο στο σηµείο x = 0.

Το πρόβληµα είναι λοιπόν τώρα το εξής: πώς µπορούµε να προσδιορίσουµε την ακτίνα

σύγκλισης µιας δυναµοσειράς συναρτήσει των συντελεστών της. Μια απάντηση µας δίνει
το κριτήριο της ϱίζας για τη σύγκλιση σειρών.

Θεώρηµα 3.5.3. ΄Εστω
∞∑
k=0

akx
k µια δυναµοσειρά µε συντελεστές ak. Υποθέτουµε ότι υ-

πάρχει το lim
k→∞

k
√
|ak| = a και ϑέτουµε R = 1

a µε τη σύµβαση ότι 1
0 = +∞ και 1

+∞ = 0.

(α) Αν x ∈ (−R,R) η δυναµοσειρά συγκλίνει απολύτως στο x.

(ϐ) Αν x /∈ [−R,R] η δυναµοσειρά αποκλίνει στο x.

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το κριτήριο της ϱίζας για τη σύγκλιση σειρών. Εξετάζουµε µόνο
την περίπτωση 0 < a < +∞ (οι περιπτώσεις a = 0 και a = +∞ αφήνονται σαν άσκηση).

(α) Αν |x| < R τότε

lim
k→∞

k

√
|akxk| = |x| lim

k→∞
k
√
|ak| = |x|a =

|x|
R

< 1.

Από το κριτήριο της ϱίζας, η
∞∑
k=0

akx
k συγκλίνει απολύτως.

(ϐ) Αν |x| > R τότε

lim
k→∞

k

√
|akxk| =

|x|
R

> 1.

Από το κριτήριο της ϱίζας, η
∞∑
k=0

akx
k αποκλίνει. 2

Παρατήρηση 3.5.4. Το Θεώρηµα 3.5.3 δεν µας επιτρέπει να συµπεράνουµε αµέσως τις
συµβαίνει στα «άκρα ±R του διαστήµατος σύγκλισης». ΄Οπως δείχνουν τα επόµενα παρα-
δείγµατα, µπορεί η δυναµοσειρά να συγκλίνει σε ένα, σε κανένα ή και στα δύο άκρα.

1. Για την
∞∑
k=0

xk ελέγχουµε ότι R = 1. Για x = ±1 έχουµε τις σειρές

∞∑
k=0

1k και
∞∑
k=0

(−1)k

οι οποίες αποκλίνουν.

2. Για την
∞∑
k=0

xk

(k+1)2
ελέγχουµε ότι R = 1. Για x = ±1 έχουµε τις σειρές

∞∑
k=0

1

(k + 1)2
και

∞∑
k=0

(−1)k

(k + 1)2
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οι οποίες συγκλίνουν.

3. Για την
∞∑
k=0

xk

k+1 ελέγχουµε ότι R = 1. Για x = ±1 έχουµε τις σειρές

∞∑
k=0

1

k + 1
και

∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
.

Η πρώτη αποκλίνει, ενώ η δεύτερη συγκλίνει.

Αντίστοιχο αποτέλεσµα προκύπτει αν χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του λόγου στη
ϑέση του κριτηρίου της ϱίζας.

Θεώρηµα 3.5.5. ΄Εστω
∞∑
k=0

akx
k µια δυναµοσειρά µε συντελεστές ak 6= 0. Υποθέτουµε ότι

υπάρχει το lim
k→∞

∣∣∣ak+1

ak

∣∣∣ = a και ϑέτουµε R = 1
a .

(α) Αν x ∈ (−R,R) η δυναµοσειρά συγκλίνει απολύτως στο x.

(ϐ) Αν x /∈ [−R,R] η δυναµοσειρά αποκλίνει στο x.

Απόδειξη. Εφαρµόστε το κριτήριο του λόγου για τη σύγκλιση σειρών. 2

3.6 Ασκήσεις

Α΄ Οµάδα

1. ΄Εστω (ak) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι
αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε πλήρως την απάντηση σας).

(α) Αν ak → 0 τότε η ακολουθία sn = a1 + · · ·+ an είναι ϕραγµένη.

(ϐ) Αν η ακολουθία sn = a1 + · · ·+ an είναι ϕραγµένη τότε η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει.

(γ) Αν |ak| → 0, τότε η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει απολύτως.

(δ) Αν η σειρά
∞∑
k=1

|ak| συγκλίνει, τότε η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει.

(ε) Αν ak > 0 για κάθε k ∈ N και αν 0 < ak+1

ak
< 1 για κάθε k ∈ N, τότε η σειρά

∞∑
k=1

ak συγκλίνει.

(στ) Αν ak > 0 για κάθε k ∈ N και αν lim
k→∞

ak+1

ak
= 1, τότε η σειρά

∞∑
k=1

ak αποκλίνει.

(Ϲ) Αν ak > 0 για κάθε k ∈ N και αν ak+1

ak
→ +∞, τότε η η σειρά

∞∑
k=1

ak αποκλίνει.

(η) Αν ak → 0, τότε η σειρά
∞∑
k=1

(−1)kak συγκλίνει.
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(ϑ) Αν ak > 0 για κάθε k ∈ N και αν η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει, τότε η σειρά
∞∑
k=1

√
ak συγκλίνει.

(ι) Αν η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει, τότε η σειρά
∞∑
k=1

a2k συγκλίνει.

(ια) Αν ak > 0 για κάθε k ∈ N και αν η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει, τότε η σειρά
∞∑
k=1

a2k συγκλίνει.

2. Εξετάστε αν συγκλίνει η σειρά
∞∑
k=1

2·4·6···(2k)
k! συγκλίνει.

3. Εξετάστε για ποιές τιµές του p συγκλίνει η σειρά
∑∞
k=1 k(1 + k2)p.

4. ∆είξτε ότι

(α)
∞∑
k=1

1
(2k−1)(2k+1) = 1

2 (ϐ)
∞∑
k=1

2k+3k

6k
= 3

2 (γ)
∞∑
k=1

√
k+1−

√
k√

k2+k
= 1.

5. Υπολογίστε το άθροισµα της σειράς
∞∑
k=1

1
k(k+1)(k+2) .

6. Εφαρµόστε τα κριτήρια λόγου και ϱίζας στις ακόλουθες σειρές:

(α)
∞∑
k=1

kkxk (ϐ)
∞∑
k=0

xk

k! (γ)
∞∑
k=1

xk

k2 (δ)
∞∑
k=0

k3xk

(ε)
∞∑
k=0

2k

k! x
k (στ)

∞∑
k=1

2kxk

k2 (Ϲ)
∞∑
k=0

k3

3k
xk (η)

∞∑
k=1

k10xk

k! .

Αν για κάποιες τιµές του x ∈ R κανένα από αυτά τα δύο κριτήρια δεν δίνει απάντηση, εξετάστε τη
σύγκλιση ή απόκλιση της σειράς µε άλλο τρόπο.

7. Εξετάστε αν συγκλίνει ή αποκλίνει η σειρά
∞∑
n=1

ak στις παρακάτω περιπτώσεις:

(α) ak =
√
k + 1−

√
k (ϐ) ak =

√
1 + k2 − k

(γ) ak =
√
k+1−

√
k

k (δ) ak = ( k
√
k − 1)k.

8. Εξετάστε αν συγκλίνουν ή αποκλίνουν οι σειρές

∞∑
k=1

k +
√
k

2k3 − 1
,

∞∑
k=1

(
k
√
k − 1),

∞∑
k=1

cos2 k

k2
,

∞∑
k=1

k!

kk
.

9. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις παρακάτω σειρές. ΄Οπου εµφανίζονται οι παράµετροι p, q, x ∈
R να ϐρεθούν οι τιµές τους για τις οποίες οι αντίστοιχες σειρές συγκλίνουν.

(α)
∞∑
k=1

(
1 + 1

k

)−k2 (ϐ)
∞∑
k=1

pkkp (0 < p) (γ)
∞∑
k=2

1
kp−kq (0 < q < p)
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(δ)
∞∑
k=1

1

k1+
1
k

(ε)
∞∑
k=1

1
pk−qk (0 < q < p) (στ)

∞∑
k=1

2+(−1)k
2k

(Ϲ)
∞∑
k=1

kp
(

1√
k
− 1√

k+1

)
.

Οµάδα Β΄

10. Εξετάστε αν συγκλίνει ή αποκλίνει καθεµία από τις παρακάτω σειρέσ:

(α)
∑∞
k=1

k10

10k
, (ϐ)

∑∞
k=1

(k!)2

(2k)! , (γ)
∑∞
k=1 e

−
√
k

(δ)
∑∞
k=1

k−
√
k

k2+1 , (ε)
∑∞
k=1

(−1)k−1

√
k

, (στ)
∑∞
k=1

cos(kx)
k2 , x ∈ R

(Ϲ)
∑∞
k=1

1
2k+k

, (η)
∑∞
k=1

2kk!
kk

, (ϑ)
∑∞
k=1

3kk!
kk

.

11. Ορίζουµε µια ακολουθία (ak) ως εξής: αν ο k είναι τετράγωνο ϕυσικού αριθµού ϑέτουµε
ak = 1

k και αν ο k δεν είναι τετράγωνο ϕυσικού αριθµού ϑέτουµε ak = 1
k2 . Εξετάστε αν συγκλίνει

η σειρά
∞∑
k=1

ak.

12. ΄Εστω {ak} ϕθίνουσα ακολουθία που συγκλίνει στο 0. Ορίζουµε

s =

∞∑
k=1

(−1)k−1ak.

∆είξτε ότι 0 6 (−1)n(s− sn) 6 an+1.

13. ΄Εστω (ak) ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών αριθµών. ∆είξτε ότι : αν η
∞∑
k=1

ak συγκλίνει τότε

kak → 0.

14. ΄Εστω ότι ak > 0 για κάθε k ∈ N. Αν η
∞∑
k=1

ak συγκλίνει, δείξτε ότι οι

∞∑
k=1

a2k,

∞∑
k=1

ak
1 + ak

,

∞∑
k=1

a2k
1 + a2k

συγκλίνουν επίσης.

15. Υποθέτουµε ότι ak > 0 για κάθε k ∈ N και ότι η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει. ∆είξτε ότι η σειρά
∞∑
k=1

√
akak+1 συγκλίνει. ∆είξτε ότι, αν η {ak} είναι ϕθίνουσα, τότε ισχύει και το αντίστροφο.

16. Υποθέτουµε ότι ak > 0 για κάθε k ∈ N και ότι η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει. ∆είξτε ότι η σειρά
∞∑
k=1

√
ak
k συγκλίνει.
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17. ΄Εστω (ak), (bk) δύο ακολουθίες πραγµατικών αριθµών. ∆είξτε ότι : αν οι σειρές
∑∞
k=1 a

2
k και∑∞

k=1 b
2
k συγκλίνουν, τότε η σειρά

∑∞
k=1 akbk συγκλίνει απολύτως.

18. ΄Εστω (ak) µια ακολουθία πραγµατικών αριθµών. ∆είξτε ότι : αν η σειρά
∑∞
k=1 a

2
k συγκλίνει

και αν p > 1/2, τότε η σειρά
∑∞
k=1

ak
kp συγκλίνει απολύτως.

19. Προσδιορίστε τις τιµές των a, b, c για τις οποίες συγκλίνει η σειρά

∞∑
k=2

ak

kb(ln k)c
.

20. Προσδιορίστε τις τιµές των a, b, c > 0 για τις οποίες συγκλίνει η σειρά

∞∑
k=1

ka sin

(
1

kb

)
cos

(
1

kc

)
.

21. ΄Εστω (ak) ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών µε lim
k→∞

ak > 1. ∆είξτε ότι η σειρά

∞∑
k=1

1

kak

συγκλίνει.

22. ΄Εστω (an) ακολουθία στο R. Υποθέτουµε ότι |an+1 − an| 6 1
n2 για κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι η

(an) συγκλίνει.

23. ΄Εστω (ak), (bk) δύο ακολουθίες πραγµατικών αριθµών. ∆είξτε ότι : αν η σειρά
∑∞
k=1 ak

συγκλίνει και αν η (bk) είναι µονότονη και ϕραγµένη, τότε η σειρά
∑∞
k=1 akbk συγκλίνει.

24. ΄Εστω (ak), (bk) δύο ακολουθίες. Αν η
∑∞
k=1 ak συγκλίνει και η

∑∞
k=1 |bk − bk+1| συγκλίνει,

δείξτε ότι η
∑∞
k=1 akbk συγκλίνει.

25. ΄Εστω (ak)k>0 ϕραγµένη ακολουθια. Υποθέτουµε ότι η
∑∞
k=0 ak αποκλίνει. ∆είξτε ότι η ακτίνα

σύγκλισης R της δυναµοσειράς
∑∞
k=0 akx

k ισούται µε 1.

26. ΄Εστω (ak)k>0 ακολουθια πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι η
∑∞
k=0 ak συγκλίνει υπό

συνθήκη. ∆είξτε ότι η ακτίνα σύγκλισης R της δυναµοσειράς
∑∞
k=0 akx

k ισούται µε 1.

Γ΄ Οµάδα

27. Υποθέτουµε ότι ak > 0 για κάθε k ∈ N και ότι η σειρά
∞∑
k=1

ak αποκλίνει. ∆είξτε ότι

∞∑
k=1

ak
(1 + a1)(1 + a2) · · · (1 + ak)

= 1.
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28. ΄Εστω (ak) ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών αριθµών µε ak → 0. ∆είξτε ότι : αν η
∞∑
k=1

ak αποκλίνει

τότε
∞∑
k=1

min

{
ak,

1

k

}
= +∞.

29. Υποθέτουµε ότι ak > 0 για κάθε k ∈ N και ότι η
∞∑
k=1

ak αποκλίνει. Θέτουµε sn = a1 + a2 +

· · ·+ an.

(α) ∆είξτε ότι η
∞∑
k=1

ak
1+ak

αποκλίνει.

(ϐ) ∆είξτε ότι : για 1 6 m < n,
am+1

sm+1
+ · · ·+ an

sn
> 1− sm

sn

και συµπεράνατε ότι η
∞∑
k=1

ak
sk

αποκλίνει.

(γ) ∆είξτε ότι ans2n 6 1
sn−1

− 1
sn

και συµπεράνατε ότι η
∞∑
k=1

ak
s2k

συγκλίνει.

30. Υποθέτουµε ότι ak > 0 για κάθε k ∈ N και ότι η
∞∑
k=1

ak συγκλίνει. Θέτουµε rn =
∞∑
k=n

ak.

(α) ∆είξτε ότι : για 1 6 m < n,
am
rm

+ · · ·+ an
rn

> 1− rn+1

rm

και συµπεράνατε ότι η
∞∑
k=1

ak
rk

αποκλίνει.

(ϐ) ∆είξτε ότι an√
rn
< 2

(√
rn −

√
rn+1

)
και συµπεράνατε ότι η

∞∑
k=1

ak√
rk

συγκλίνει.

31. ΄Εστω (ak) ακολουθία πραγµατικών αριθµών. ∆είξτε ότι αν η σειρά
∞∑
k=1

ak αποκλίνει τότε και η

σειρά
∞∑
k=1

kak αποκλίνει.

32. ΄Εστω (ak) ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών. ∆είξτε ότι αν η σειρά
∞∑
k=1

ak συγκλίνει,

τότε και η
∞∑
k=1

a
k
k+1

k συγκλίνει.



Κεφάλαιο 4

Συνέχεια και όρια συναρτήσεων

4.1 Συναρτήσεις

΄Εστω X και Y δύο µη κενά σύνολα. Με τον όρο συνάρτηση από το X στο Y εννοούµε
µια αντιστοίχιση που στέλνει κάθε στοιχείο x του X σε ένα και µοναδικό στοιχείο y του
Y . Μπορούµε να κωδικοποιήσουµε την πληροφορία ότι το x απεικονίζεται στο y χρησιµο-
ποιώντας το διατεταγµένο Ϲεύγος (x, y): το πρώτο στοιχείο x του Ϲεύγους είναι στο X και
το δεύτερο είναι το στοιχείο του Y στο οποίο αντιστοιχίζουµε το x. Οδηγούµαστε έτσι στον
εξής ορισµό:

Ορισµός 4.1.1. ΄Εστω X και Y δύο µη κενά σύνολα. Θεωρούµε το καρτεσιανό γινόµενο
των X και Y :

X × Y = {(x, y) : x ∈ X, y ∈ Y }.

Συνάρτηση f από το X στο Y λέγεται κάθε υποσύνολο f του X × Y το οποίο ικανοποιεί
τα εξής:

(i) Για κάθε x ∈ X υπάρχει y ∈ Y ώστε (x, y) ∈ f . Η συνθήκη αυτή περιγράφει το
γεγονός ότι απαιτούµε κάθε x ∈ X να απεικονίζεται σε κάποιο y ∈ Y .

(ii) Αν (x, y1) ∈ f και (x, y2) ∈ f , τότε y1 = y2. Η συνθήκη αυτή περιγράφει το γεγονός
ότι απαιτούµε κάθε x ∈ X να έχει µονοσήµαντα ορισµένη εικόνα y ∈ Y .

Γράφοντας f : X → Y εννοούµε ότι f είναι µια συνάρτηση από το X στο Y . Συµφωνούµε
επίσης να γράφουµε y = f(x) για την εικόνα του x µέσω της f . ∆ηλαδή, y = f(x) ⇐⇒
(x, y) ∈ f .

97
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΄Εστω f : X → Y µια συνάρτηση. Λέµε ότι το X είναι το πεδίο ορισµού της f και το Y
είναι το σύνολο αφίξεως της f . Το σύνολο τιµών (ή εικόνα) της f είναι το σύνολο

f(X) = {y ∈ Y : υπάρχει x ∈ X ώστε f(x) = y} = {f(x) : x ∈ X}.

Παραδείγµατα 4.1.2. (α) ΄Εστω c ∈ R. Η συνάρτηση f : R → R µε f(x) = c για κάθε
x ∈ R λέγεται σταθερή συνάρτηση. Το σύνολο τιµών της f είναι το µονοσύνολο f(X) = {c}.

(ϐ) Η συνάρτηση f : R → R µε f(x) = x. Το σύνολο τιµών της f είναι το σύνολο
f(X) = R.

(γ) Η συνάρτηση f : R → R µε f(x) = x2. Το σύνολο τιµών της f είναι το σύνολο
f(X) = [0,+∞).

(δ) Η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = 1 αν x ∈ Q και f(x) = 0 αν x /∈ Q. Το σύνολο
τιµών της f είναι το σύνολο f(X) = {0, 1}.

(ε) Η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = 1
q αν x 6= 0 ϱητός ο οποίος γράφεται στη µορφή

x = p
q όπου p ∈ Z, q ∈ N, ΜΚ∆(p, q) = 1, και f(x) = 0 αν x /∈ Q ή x = 0. Το σύνολο

τιµών της f είναι το σύνολο f(X) = {0} ∪ {1/n : n ∈ N}.

Ορισµός 4.1.3. ΄Εστω f : X → Y µια συνάρτηση. Η f λέγεται επί αν f(X) = Y , δηλαδή
αν για κάθε y ∈ Y υπάρχει x ∈ X ώστε f(x) = y.

Η συνάρτηση f λέγεται 1-1 αν απεικονίζει διαφορετικά στοιχεία του X σε διαφορετικά
στοιχεία του Y . ∆ηλαδή, αν για κάθε x1, x2 ∈ X µε x1 6= x2 έχουµε f(x1) 6= f(x2).
Ισοδύναµα, για να ελέγξουµε ότι η f είναι 1-1 πρέπει να δείξουµε ότι αν x1, x2 ∈ X και
f(x1) = f(x2), τότε x1 = x2.

Ορισµός 4.1.4 (σύνθεση συναρτήσεων). ΄Εστω f : X → Y και g : W → Z δύο συναρτή-
σεις. Υποθέτουµε ότι f(X) ⊆ W , δηλαδή, η εικόνα της f περιέχεται στο πεδίο ορισµού
της g. Τότε, αν x ∈ X έχουµε f(x) ∈ W και ορίζεται η εικόνα g(f(x)) του f(x) µέσω της
g. Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε µια συνάρτηση g ◦ f : X → Z, ϑέτοντας

(g ◦ f)(x) = g(f(x)) (x ∈ X).

Η συνάρτηση g ◦ f είναι η σύνθεση της g µε την f .

Ορισµός 4.1.5 (εικόνα και αντίστροφη εικόνα). ΄Εστω f : X → Y µια συνάρτηση.

(α) Για κάθε A ⊆ X, η εικόνα του A µέσω της f είναι το σύνολο

f(A) = {y ∈ Y : υπάρχει x ∈ A ώστε f(x) = y} = {f(x) : x ∈ A}.

(ϐ) Για κάθε B ⊆ Y , η αντίστροφη εικόνα του B µέσω της f είναι το σύνολο

f−1(B) = {x ∈ X : f(x) ∈ B}.
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Πρόταση 4.1.6. ΄Εστω f : X → Y µια συνάρτηση. Ισχύουν τα εξής:

(i) Αν A1 ⊆ A2 ⊆ X, τότε f(A1) ⊆ f(A2).

(ii) Αν A1, A2 ⊆ X, τότε f(A1 ∪A2) = f(A1) ∪ f(A2).

(iii) Αν A1, A2 ⊆ X, τότε f(A1 ∩ A2) ⊆ f(A1) ∩ f(A2). Ο εγκλεισµός µπορεί να είναι

γνήσιος. Ισχύει όµως πάντα ισότητα αν η f είναι 1-1.

(iv) Αν B1 ⊆ B2 ⊆ Y τότε f−1(B1) ⊆ f−1(B2).

(v) Αν B1, B2 ⊆ Y , τότε f−1(B1 ∪B2) = f−1(B1) ∪ f−1(B2).

(vi) Αν B1, B2 ⊆ Y , τότε f−1(B1 ∩B2) = f−1(B1) ∩ f−1(B2).

(vii) Αν B ⊆ Y τότε f−1(Y \B) = X \ f−1(B).

(viii) Αν A ⊆ X τότε A ⊆ f−1(f(A)). Ο εγκλεισµός µπορεί να είναι γνήσιος. Ισχύει όµως

πάντα ισότητα αν η f είναι 1-1.

(ix) Αν B ⊆ Y τότε f(f−1(B)) ⊆ B. Ο εγκλεισµός µπορεί να είναι γνήσιος. Ισχύει όµως

πάντα ισότητα αν η f είναι επί.

Ορισµός 4.1.7 (αντίστροφη συνάρτηση). ΄Εστω f : X → Y µια 1-1 συνάρτηση. Μπορούµε
να ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση f σαν συνάρτηση από το X στο f(X) (η f παίρνει τιµές στο
σύνολο f(X)). Η f : X → f(X) είναι 1-1 και επί. Συνεπώς, για κάθε y ∈ f(X) υπάρχει
x ∈ X ώστε f(x) = y, και αυτό το x ∈ X είναι µοναδικό αφού η f είναι 1-1. Μπορούµε
λοιπόν να ορίσουµε µια συνάρτηση f−1 : f(X)→ X, ως εξής:

f−1(y) = x, όπου x είναι το µοναδικό x ∈ X για το οποίο f(x) = y.

Με άλλα λόγια,

f−1(y) = x⇐⇒ f(x) = y.

Η f−1 είναι καλά ορισµένη συνάρτηση από το f(X) στο X, η αντίστροφη συνάρτηση της
f .

Πρόταση 4.1.8. ΄Εστω f : X → Y µια 1-1 συνάρτηση. Οι f−1 ◦ f : X → X και

f ◦ f−1 : f(X)→ f(X) ορίζονται καλά και ικανοποιούν τις:

(α) (f−1 ◦ f)(x) = x για κάθε x ∈ X.

(ϐ) (f ◦ f−1)(y) = y για κάθε y ∈ f(X).
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Ορισµός 4.1.9 (πράξεις και διάταξη). ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο και έστω f : A → R
και g : A→ R δύο συναρτήσεις µε πεδίο τιµών το R. Τότε,

(i) Η συνάρτηση f + g : A → R ορίζεται ως εξής: (f + g)(x) = f(x) + g(x) για κάθε
x ∈ A.

(ii) Η συνάρτηση f · g : A→ R ορίζεται ως εξής: (f · g)(x) = f(x) · g(x) για κάθε x ∈ A.

(iii) Για κάθε t ∈ R ορίζεται η συνάρτηση tf : A→ R µε (tf)(x) = tf(x) για κάθε x ∈ A.

(iv) Αν g(x) 6= 0 για κάθε x ∈ A, τότε ορίζεται η f
g : A→ R µε

(
f
g

)
(x) = f(x)

g(x) για κάθε
x ∈ A.

Λέµε ότι f 6 g αν f(x) 6 g(x) για κάθε x ∈ A.

Ορισµός 4.1.10 (µονότονες συναρτήσεις). ΄Εστω A ένα µη κενό υποσύνολο του R και έστω

f : A→ R µια συνάρτηση. Λέµε ότι :

(i) Η f είναι αύξουσα αν για κάθε x, y ∈ A µε x < y ισχύει f(x) 6 f(y).

(ii) Η f είναι γνησίως αύξουσα αν για κάθε x, y ∈ A µε x < y ισχύει f(x) < f(y).

(iii) Η f είναι ϕθίνουσα αν για κάθε x, y ∈ A µε x < y ισχύει f(x) > f(y).

(iv) Η f είναι γνησίως ϕθίνουσα αν για κάθε x, y ∈ A µε x < y ισχύει f(x) > f(y).

(v) Η f είναι µονότονη αν είναι αύξουσα ή ϕθίνουσα.

(vi) Η f είναι γνησίως µονότονη αν είναι γνησίως αύξουσα ή γνησίως ϕθίνουσα.

Ορισµός 4.1.11 (ϕραγµένη συνάρτηση). ΄Εστω A ένα µη κενό σύνολο και έστω f : A→ R
µια συνάρτηση. Λέµε ότι :

(i) Η f είναι άνω ϕραγµένη αν υπάρχειM ∈ R ώστε για κάθε x ∈ A να ισχύει f(x) 6M .

(ii) Η f είναι κάτω ϕραγµένη αν υπάρχειm ∈ R ώστε για κάθε x ∈ A να ισχύει f(x) > m.

(iii) Η f είναι ϕραγµένη αν είναι άνω και κάτω ϕραγµένη. Ισοδύναµα, αν υπάρχει M > 0

ώστε για κάθε x ∈ A να ισχύει |f(x)| 6M .

Ορισµός 4.1.12 (άρτια-περιττή συνάρτηση). Μια συνάρτηση g : R → R λέγεται άρτια

αν g(−x) = g(x) για κάθε x ∈ R και περιττή αν g(−x) = −g(x) για κάθε x ∈ R. Για

παράδειγµα, η g1(x) = x2 και η g2(x) = |x| είναι άρτιες συναρτήσεις, η g3(x) = x και η

g4(x) = x3 είναι περιττές συναρτήσεις.
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Ορισµός 4.1.13 (περιοδική συνάρτηση). Μια συνάρτηση f : R→ R λέγεται περιοδική (µε

περίοδο a) αν υπάρχει a 6= 0 στο R ώστε f(x+ a) = f(x) για κάθε x ∈ R. Για παράδειγµα,

η συνάρτηση f(x) = x − [x] είναι περιοδική µε περίοδο 1. Παρατηρήστε ότι : αν η f είναι

περιοδική µε περίοδο a 6= 0, τότε, για κάθε k ∈ Z \ {0}, ο ka είναι επίσης περίοδος της f .

4.1.1 Κλάσεις πραγµατικών συναρτήσεων

1. Ακολουθίες. Κάθε συνάρτηση f : N → R που έχει πεδίο ορισµού το σύνολο N
των ϕυσικών αριθµών λέγεται ακολουθία (αυτός ήταν άλλωστε ο ορισµός που δώσαµε στο
Κεφάλαιο 2).

2. Πολυωνυµικές συναρτήσεις. Πολυώνυµο λέγεται κάθε συνάρτηση p : R → R που
είναι η µηδενική ή ορίζεται από τύπο της µορφής

p(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

όπου n ∈ N ∪ {0} και a0, a1, . . . , an ∈ R µε an 6= 0. Ο µη αρνητικός ακέραιος n είναι ο
ϐαθµός του πολυωνύµου. Αν n = 0 και a0 = 0, τότε p ≡ 0 και ο ϐαθµός του p δεν ορίζεται.
Αν n = 1 τότε το p(x) = a1x+ a0 λέγεται γραµµική συνάρτηση.

3. Ρητές συναρτήσεις. Ρητή λέγεται κάθε συνάρτηση f : X → R που ορίζεται από τύπο
της µορφής

f(x) =
p(x)

q(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0

όπου p, q πολυώνυµα και bm 6= 0. Το πεδίο ορισµού της f είναι το σύνολο X = {x ∈
R : q(x) 6= 0}. Παρατηρήστε ότι το πλήθος των ϱιζών ενός πολυωνύµου q(x) = bmx

m +

bm−1x
m−1 + · · · + b1x + b0, bm 6= 0, είναι το πολύ ίσο µε m: δείξτε το µε επαγωγή ως

προς τον ϐαθµό, χρησιµοποιώντας την παρατήρηση ότι αν ρ είναι µια ϱίζα του q τότε
q(x) = (x− ρ)q1(x) όπου q1 είναι πολυώνυµο ϐαθµού m− 1.

4. Αλγεβρικές συναρτήσεις. Αλγεβρική λέγεται κάθε συνάρτηση f : X → R που
ικανοποιεί εξίσωση της µορφής

p0(x) + p1(x)f(x) + · · ·+ pk(x)[f(x)]k = 0

για κάθε x ∈ X, όπου p0, p1, . . . , pk πολυωνυµικές συναρτήσεις και pk 6= 0. Παρατηρήστε
ότι κάθε ϱητή συνάρτηση είναι αλγεβρική: η f = p/q ικανοποιεί την εξίσωση p(x) −
q(x)f(x) = 0 στο πεδίο ορισµού X = {x ∈ R : q(x) 6= 0}. Υπάρχουν αλγεβρικές
συναρτήσεις που δεν είναι ϱητές: το απλούστερο, ίσως, παράδειγµα είναι η συνάρτηση
f(x) =

√
x, µε πεδίο ορισµού το X = [0,+∞), η οποία ικανοποιεί την x− 1 · [f(x)]2 = 0

(µπορείτε να εξηγήσετε γιατί δεν είναι ϱητή συνάρτηση ;).
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4.1.2 Τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

Σε αυτή τη σύντοµη παράγραφο δίνουµε «προκαταρκτικό ορισµό» και υπενθυµίζουµε κά-
ποιες ϐασικές ταυτότητες και ανισότητες για τις τριγωνοµετρικές συναρτήσεις sin (ηµίτονο),
cos (συνηµίτονο), tan (εφαπτοµένη) και cot (συνεφαπτοµένη). Ο ορισµός αυτός στηρίζεται
στη γεωµετρική εποπτεία και αρκετές από τις εύλογες παραδοχές που σιωπηρά κάνουµε
δεν καλύπτονται αυτή τη στιγµή από τα αξιώµατα των πραγµατικών αριθµών (για παρά-
δειγµα, δεν έχουµε ορίσει την έννοια του µήκους τόξου).

Από το Λύκειο ϑυµόµαστε ότι αν ϑεωρήσουµε δύο κάθετους άξονες X ′OX και Y ′OY
στο επίπεδο τότε, σε κάθε διατεταγµένο Ϲεύγος (t, s) πραγµατικών αριθµών αντιστοιχεί
µοναδικό σηµείο M = M(t, s) του επιπέδου µε τετµηµένη t και τεταγµένη s (αυτές είναι
οι προσηµασµένες προβολές του M στους δύο άξονες). Το σηµείο O έχει συντεταγµένες
(0, 0). Θεωρούµε κύκλο µε κέντρο O και ακτίνα 1, ο οποίος τέµνει τους δύο άξονες στα
σηµεία A′ = (−1, 0), A = (1, 0), B = (0, 1) και B′ = (0,−1).

Κάνουµε την παραδοχή ότι σε κάθε πραγµατικό αριθµό x αντιστοιχεί ένα σηµείο αυτού
του κύκλου ως εξής: αν συµβολίσουµε µε π το µισό του µήκους της περιφέρειας του
κύκλου, στον x = 0 αντιστοιχεί το A, στον x = π/2 αντιστοιχεί το B, στον x = π αντιστοιχεί
το A′ και γενικά, για δοσµένο x µετράµε πάνω στην περιφέρεια του κύκλου τόξο AM που
έχει µήκος ίσο µε |x| ξεκινώντας από το A και ακολουθώντας κατεύθυνση αντίθετη προς
αυτήν των δεικτών του ϱολογιού αν x > 0 ή κατεύθυνση ίδια προς αυτήν των δεικτών του
ϱολογιού αν x < 0. Αν το σηµείο M = M(t, s) αντιστοιχεί στον x, ορίζουµε

cosx = t, sinx = s, tanx =
sinx

cosx
, cotx =

cosx

sinx
.

Οι δύο τελευταίοι αριθµοί ορίζονται αν x /∈ {(2k + 1)π/2 : k ∈ Z} ή x /∈ {kπ : k ∈ Z}
αντίστοιχα. Παρατηρήστε ότι το ίδιο σηµείο M αντιστοιχεί στους αριθµούς x, y ∈ R αν και
µόνο αν ο x− y είναι ακέραιο πολλαπλάσιο του 2π.

Με ϐάση αυτόν τον προκαταρκτικό ορισµό, και χρησιµοποιώντας το Πυθαγόρειο Θε-
ώρηµα, µπορούµε να δείξουµε όλες τις γνωστές σχέσεις ανάµεσα στις τριγωνοµετρικές
συναρτήσεις (υποθέτουµε ότι είναι γνωστές στον αναγνώστη):

Πρόταση 4.1.14. Για κάθε x ∈ R ισχύουν οι

| sinx| 6 1, | cosx| 6 1 και sin2 x+ cos2 x = 1

και

sin
(π

2
− x
)

= cosx, cos
(π

2
− x
)

= sinx.

Οι συναρτήσεις sin : R→ [−1, 1] και cos : R→ [−1, 1] είναι περιοδικές, µε ελάχιστη περίοδο

2π. Η sin είναι περιττή συνάρτηση, ενώ η cos είναι άρτια.
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Πρόταση 4.1.15. Αν 0 < x < π
2 , τότε

sinx < x < tanx :=
sinx

cosx
.

΄Επεται ότι, για κάθε x ∈ (−π/2, π/2) ισχύουν οι ανισότητες

| sinx| 6 |x| 6 | tanx|

και ότι για κάθε x ∈ R ισχύει η

| sinx| 6 |x|.

Πρόταση 4.1.16 (συνηµίτονο και ηµίτονο αθροίσµατος και διαφοράς). Για κάθε a, b ∈ R
ισχύουν οι ταυτότητες

cos(a− b) = cos a cos b+ sin a sin b

cos(a+ b) = cos a cos b− sin a sin b

sin(a+ b) = sin a cos b+ cos a sin b

sin(a− b) = sin a cos b− cos a sin b.

Πρόταση 4.1.17 (συνηµίτονο και ηµίτονο του 2a). Για κάθε a ∈ R ισχύουν οι ταυτότητες

cos(2a) = cos2 a− sin2 a = 2 cos2 a− 1 = 1− 2 sin2 a

sin(2a) = 2 sin a cos a.

Πρόταση 4.1.18 (µετασχηµατισµός αθροίσµατος σε γινόµενο). Για κάθε x, y ∈ R ισχύουν

οι ταυτότητες

sinx+ sin y = 2 sin
x+ y

2
cos

x− y
2

sinx− sin y = 2 sin
x− y

2
cos

x+ y

2

cosx+ cos y = 2 cos
x+ y

2
cos

x− y
2

cosx− cos y = 2 sin
x+ y

2
sin

y − x
2

.

4.1.3 Εκθετική συνάρτηση

΄Εστω a ένας ϑετικός πραγµατικός αριθµός. Μπορούµε να ορίσουµε τον ax όταν ο x είναι
ϱητός, ακολουθώντας τα εξής απλά ϐήµατα:

(α) Αν x ∈ N, ϑέτουµε ax = a · a · · · a (x ϕορές).

(ϐ) Αν x = 0, ϑέτουµε a0 = 1.



104 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 4. ΣΥΝΕΧΕΙΑ ΚΑΙ ΟΡΙΑ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ

(γ) Αν x ∈ Z και x < 0, ϑέτουµε ax = 1
a−x

Με ϐάση αυτούς τους ορισµούς ελέγχουµε εύκολα ότι :

ax+y = ax · ay, (ax)y = axy, a−x =
1

ax
, (ab)x = axbx

για κάθε x, y ∈ Z και a, b > 0.

(γ) Αν x = 1/n για κάποιον n ∈ N, ϑέτουµε a1/n = n
√
a (έχουµε αποδείξει την ύπαρξη και

το µονοσήµαντο ϑετικής n-οστής ϱίζας για κάθε ϑετικό πραγµατικό αριθµό).

(ε) Αν x = m/n όπου m ∈ Z και n ∈ N είναι τυχών ϱητός, ϑέτουµε

ax =
(
a1/n

)m
.

Εύκολα ελέγχουµε ότι αν x = m
n = m1

n1
, τότε(

a1/n
)m

=
(
a1/n1

)m1

.

∆ηλαδή, ο ax ορίζεται και ισχύουν οι

ax+y = ax · ay, (ax)y = axy, a−x =
1

ax
, (ab)x = axbx

για κάθε x, y ∈ Q και a, b > 0.
Σε αυτή την παράγραφο δίνουµε µια σύντοµη περιγραφή του «ϕυσιολογικού» τρόπου

ορισµού της εκθετικής συνάρτησης ax: επεκτείνουµε τον ορισµό για άρρητους εκθέτες x.
Ο ορισµός του ax, x /∈ Q ϑα ϐασιστεί στο ακόλουθο λήµµα:

Λήµµα 4.1.19. ΄Εστω a > 0 και (qn) ακολουθία ϱητών αριθµών µε qn → 0. Τότε,

aqn → 1.

Απόδειξη. Αν a = 1 δεν έχουµε τίποτα να δείξουµε. Η περίπτωση 0 < a < 1 ανάγεται στην
a > 1.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι a > 1. Εύκολα ϐλέπουµε ότι αν q, q′ ∈ Q και q < q′ τότε
aq < aq

′
.

΄Εστω ε > 0. Από τις m
√
a→ 1 και 1

m√a → 1 ϐλέπουµε ότι υπάρχει k ∈ N ώστε

1− ε < 1
k
√
a

= a−1/k < a1/k = k
√
a < 1 + ε.

Αφού qn → 0, εφαρµόζοντας τον ορισµό του ορίου µε ε = 1/k > 0, ϐρίσκουµε n0 ∈ N
ώστε : για κάθε n > n0 ισχύει −1/k < qn < 1/k. Τότε, χρησιµοποιώντας τη µονοτονία της
aq, q ∈ Q, παίρνουµε το εξής: για κάθε n > n0,

1− ε < a−1/k < aqn < a1/k < 1 + ε.
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∆ηλαδή, για κάθε n > n0 ισχύει |aqn − 1| < ε. ΄Επεται ότι aqn → 1. 2

Η ιδέα µας για να επεκτείνουµε τον ορισµό του ax για άρρητο x είναι η εξής: οι ϱητοί
αριθµοί είναι πυκνοί στοR, εποµένως αν µας δώσουν x /∈ Q υπάρχουν (πολλές) ακολουθίες
ϱητών qn → x. Θα δείξουµε ότι για κάποια από αυτές το limn a

qn υπάρχει και ϑα ορίσουµε

ax = lim
n
aqn .

Για να είναι καλός ο ορισµός, ϑα πρέπει αν πάρουµε µια άλλη ακολουθία ϱητών αριθµών
q′n → x να υπάρχει το limn a

q′n και να ισχύει η

lim
n
aq
′
n = lim

n
aqn .

Αυτό ϑα δείχνει ότι η τιµή ax που ορίσαµε είναι ανεξάρτητη από την επιλογή της ακολουθίας
ϱητών qn → x.

Θεώρηµα 4.1.20. ΄Εστω x ∈ R και qn, q′n ∈ Q µε limn qn = limn q
′
n = x. Αν a > 1, τότε

(i) τα limn a
q′n και limn a

qn υπάρχουν.

(ii) limn a
q′n = limn a

qn .

Απόδειξη. Θεωρούµε µια αύξουσα ακολουθία ϱητών rn → x. ΄Εστω q ϱητός µε q > x.
Τότε arn < aq, δηλαδή η arn είναι άνω ϕραγµένη. Επίσης, από την rn 6 rn+1 έπεται ότι
arn 6 arn+1 , δηλαδή η

(
arn
)
είναι αύξουσα. Συνεπώς, η arn συγκλίνει.

Παίρνουµε τώρα οποιαδήποτε από τις (qn), (q′n). ΄Εχουµε qn − rn → x− x = 0, οπότε
το Λήµµα 3.4.1 δείχνει ότι aqn−rn → 1. Τότε,

aqn = aqn−rnarn → lim
n
arn .

Οµοίως,
aq
′
n → lim

n
arn .

Αφού limn a
qn = limn a

q′n = limn a
rn , παίρνουµε τα (i) και (ii) ταυτόχρονα. 2

΄Εχουµε λοιπόν ορίσει τον ax για κάθε x ∈ R. Στη συνέχεια, πρέπει να αποδείξουµε
διαδοχικά τα εξής (οι αποδείξεις είναι µια καλή άσκηση πάνω στη σύγκλιση ακολουθιών).

Πρόταση 4.1.21. ΄Εστω a, b > 0 και x, y ∈ R. Τότε,

ax+y = ax · ay, (ax)y = axy, a−x =
1

ax
, (ab)x = axbx.

Πρόταση 4.1.22. ΄Εστω a > 0. Η x 7→ ax είναι γνησίως αύξουσα αν a > 1 και γνησίως

ϕθίνουσα αν 0 < a < 1.
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4.2 Συνεχείς συναρτήσεις

Ορισµός 4.2.1. ΄Εστω A ένα µη κενό υποσύνολο του R, έστω f : A→ R και έστω x0 ∈ A.
Λέµε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αν: για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε :

αν x ∈ A και |x− x0| < δ, τότε |f(x)− f(x0)| < ε.

Λέµε ότι η f είναι συνεχής στο A αν είναι συνεχής σε κάθε x0 ∈ A.

Παρατηρήσεις 4.2.2. (α) Το δοθέν ε > 0 καθορίζει µια περιοχή (f(x0)−ε, f(x0)+ε) της
τιµής f(x0). Αυτό που Ϲητάµε είναι να µπορούµε να ϐρούµε µια περιοχή (x0 − δ, x0 + δ)

του x0 ώστε κάθε x ∈ A που ανήκει σε αυτήν την περιοχή του x0 να απεικονίζεται στο
(f(x0)− ε, f(x0) + ε). ∆ηλαδή, να ισχύει f((x0− δ, x0 + δ)∩A) ⊆ (f(x0)− ε, f(x0) + ε).

Αν το παραπάνω ισχύει για κάθε ε > 0, τότε λέµε ότι η f είναι συνεχής στο x0.

(ϐ) Από τον ορισµό είναι ϕανερό ότι εξετάζουµε τη συνέχεια µόνο στα σηµεία του πεδίου
ορισµού της f .

Παραδείγµατα 4.2.3. (α) f : R→ R µε f(x) = c για κάθε x ∈ R. Θα δείξουµε ότι η f
είναι συνεχής σε κάθε x0 ∈ R. ΄Εστω ε > 0. Ζητάµε δ > 0 ώστε : αν x ∈ R και |x−x0| < δ,
τότε |f(x)− f(x0)| < ε. ΄Οµως, για κάθε x ∈ R έχουµε

|f(x)− f(x0)| = |c− c| = 0 < ε.

∆ηλαδή, µπορούµε να επιλέξουµε οποιοδήποτε δ > 0 (για παράδειγµα, δ = 100).

(ϐ) f : R→ R µε f(x) = x για κάθε x ∈ R. Θα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής σε κάθε
x0 ∈ R. ΄Εστω ε > 0. Ζητάµε δ > 0 ώστε : αν x ∈ R και |x−x0| < δ, τότε |f(x)−f(x0)| < ε.
Αφού |f(x)− f(x0)| = |x− x0|, αρκεί να επιλέξουµε δ = ε. Τότε,

|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| = |x− x0| < δ = ε.

Παρατηρήστε ότι, σε αυτό το παράδειγµα, το δ εξαρτάται από το ε αλλά δεν εξαρτάται από
το x0.

(γ) f : R→ R µε f(x) = 2x2 − 1 για κάθε x ∈ R. Θα δείξουµε ότι η f είναι συνεχής
σε κάθε x0 ∈ R. ΄Εστω ε > 0. Ζητάµε δ > 0 ώστε : αν x ∈ R και |x − x0| < δ, τότε
|f(x)− f(x0)| < ε.

Παρατηρήστε ότι, για κάθε x ∈ R,

|f(x)− f(x0)| = |(2x2 − 1)− (2x2
0 − 1)| = |2x2 − 2x2

0| = 2|x+ x0| · |x− x0|.
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Ζητάµε λοιπόν δ > 0 ώστε : αν |x − x0| < δ, τότε 2|x + x0| · |x − x0| < ε. ∆εδοµένου ότι
εµείς ϑα κάνουµε την επιλογή του δ, µπορούµε να υποθέσουµε από την αρχή ότι το δ ϑα
είναι µικρότερο από 1. Τότε, αν |x− x0| < δ ϑα έχουµε |x− x0| < 1, και συνεπώς,

|x+ x0| 6 |x− x0 + 2x0| 6 |x− x0|+ 2|x0| < 1 + 2|x0|.

Αν, επιπλέον, δ < ε
2(2|x0|+1) , τότε, για κάθε x ∈ R µε |x− x0| < δ ϑα έχουµε

|f(x)− f(x0)| = 2|x+ x0| · |x− x0| 6 2(2|x0|+ 1) |x− x0| < 2(2|x0|+ 1)δ < ε.

∆ηλαδή, αν επιλέξουµε

0 < δ < min

{
1,

ε

2(2|x0|+ 1)

}
,

έχουµε
|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε.

Παρατηρήστε ότι το δ που επιλέξαµε εξαρτάται από το δοθέν ε αλλά και από το σηµείο x0

στο οποίο εξετάζουµε τη συνέχεια της f .

4.2.1 Η άρνηση του ορισµού

΄Εστω f : A→ R και έστω x0 ∈ A. Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι συνεχής στο x0. Με ϐάση
τη συζήτηση που έγινε µετά τον ορισµό της συνέχειας, αυτό σηµαίνει ότι υπάρχει κάποιο
ε µε την εξής ιδιότητα : αν ϑεωρήσουµε οποιοδήποτε δ > 0 και την αντίστοιχη περιοχή
(x0− δ, x0 + δ) του x0, τότε δεν ισχύει f((x0− δ, x0 + δ)∩A) ⊆ (f(x0)− ε, f(x0) + ε). Με
άλλα λόγια, υπάρχει κάποιο x ∈ A το οποίο ανήκει στο (x0−δ, x0 +δ) αλλά δεν ικανοποιεί
την |f(x)− f(x0)| < ε. Ισοδύναµα,

Για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A µε |x− x0| < δ και |f(x)− f(x0)| > ε.

Καταλήγουµε λοιπόν στο εξής:

Η f : A → R είναι ασυνεχής στο x0 ∈ A αν και µόνο αν υπάρχει ε > 0 ώστε :
για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A µε |x− x0| < δ και |f(x)− f(x0)| > ε.

Με λόγια, ϑα λέγαµε ότι η f είναι ασυνεχής στο x0 αν «οσοδήποτε κοντά στο x0 υπάρχει
x ∈ A ώστε οι τιµές f(x) και f(x0) να απέχουν αρκετά».

Παράδειγµα 4.2.4. Η συνάρτηση του Dirichlet, f(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x /∈ Q

είναι ασυνεχής

σε κάθε x0 ∈ R. Επιλέγουµε ε = 1
2 > 0 και ϑα δείξουµε ότι : για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ R
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µε |x− x0| < δ αλλά |f(x)− f(x0)| > 1
2 . Πράγµατι, αν ο x0 είναι ϱητός, παρατηρούµε ότι

στο (x0 − δ, x0 + δ) µπορούµε να ϐρούµε άρρητο α. Από τον ορισµό της f έχουµε

|f(α)− f(x0)| = |0− 1| = 1 >
1

2
.

Αν ο x0 είναι άρρητος, παρατηρούµε ότι στο (x0 − δ, x0 + δ) µπορούµε να ϐρούµε ϱητό q.
Από τον ορισµό της f έχουµε

|f(q)− f(x0)| = |1− 0| = 1 >
1

2
.

4.2.2 Αρχή της µεταφοράς

΄Εστω f : A → R και έστω x0 ∈ A. Η αρχή της µεταφοράς δίνει έναν χαρακτηρισµό της
συνέχειας της f στο x0 µέσω ακολουθιών.

Θεώρηµα 4.2.5 (αρχή της µεταφοράς). Η f : A→ R είναι συνεχής στο x0 ∈ A αν και µόνο

αν : για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του A µε xn → x0, η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει

στο f(x0).

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι συνεχής στο x0. ΄Εστω xn ∈ A µε xn → x0. Θα
δείξουµε ότι f(xn) → f(x0): ΄Εστω ε > 0. Αφού η f είναι συνεχής στο x0, υπάρχει δ > 0

ώστε : αν x ∈ A και |x − x0| < δ, τότε |f(x) − f(x0)| < ε (αυτός είναι ακριβώς ο ορισµός
της συνέχειας της f στο x0).

΄Εχουµε υποθέσει ότι xn → x0. ΄Αρα, γι΄ αυτό το δ > 0 µπορούµε να ϐρούµε n0 ∈ N
ώστε : αν n > n0 τότε |xn− x0| < δ (αυτός είναι ακριβώς ο ορισµός της σύγκλισης της (xn)

στο x0).

Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουµε: αν n > n0, τότε |xn − x0| < δ άρα

|f(xn)− f(x0)| < ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, f(xn)→ f(x0).

Για την αντίστροφη κατεύθυνση ϑα δουλέψουµε µε απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι
για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του A µε xn → x0, η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει στο
f(x0). Υποθέτουµε επίσης ότι η f δεν είναι συνεχής στο x0 και ϑα καταλήξουµε σε άτοπο.

Αφού η f δεν είναι συνεχής στο x0, υπάρχει κάποιο ε > 0 µε την εξής ιδιότητα :

(∗) Για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A το οποίο ικανοποιεί την |x− x0| < δ αλλά
|f(x)− f(x0)| > ε.
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Χρησιµοποιούµε την (∗) διαδοχικά µε δ = 1, 1
2 , . . . ,

1
n , . . .. Για κάθε n ∈ N έχουµε

1/n > 0 και από την (∗) ϐρίσκουµε xn ∈ A µε |xn − x0| < 1/n και |f(xn) − f(x0)| > ε.
Από το κριτήριο παρεµβολής είναι ϕανερό ότι xn → x0 και από την υπόθεση που κάναµε
πρέπει η ακολουθία (f(xn)) να συγκλίνει στο f(x0). Αυτό όµως είναι αδύνατο αφού
|f(xn)− f(x0)| > ε για κάθε n ∈ N. 2

Παρατήρηση 4.2.6. Η αρχή της µεταφοράς µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε δύο διαφορε-
τικούς τρόπους.

(i) για να δείξουµε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αρκεί να δείξουµε ότι «xn → x0 =⇒
f(xn)→ f(x0)».

(ii) για να δείξουµε ότι η f δεν είναι συνεχής στο x0 αρκεί να ϐρούµε µια ακολουθία xn →
x0 (στο A) ώστε limn f(xn) 6= f(x0). Πολύ συχνά, εξασφαλίζουµε την ασυνέχεια της
f στο x0 ϐρίσκοντας δύο ακολουθίες xn → x0 και yn → x0 (στο A) ώστε limn f(xn) 6=
limn f(yn). Αν η f ήταν συνεχής στο x0, ϑα έπρεπε τα δύο όρια να είναι ίσα µε f(x0),
άρα και µεταξύ τους ίσα.

Απλό παράδειγµα. ΄Εχουµε δει ότι η συνάρτηση του Dirichlet, f(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x /∈ Q

είναι ασυνεχής σε κάθε x0 ∈ R. Θα δώσουµε µια δεύτερη απόδειξη, χρησιµοποιώντας
την αρχή της µεταφοράς. Από την πυκνότητα των ϱητών και των αρρήτων, µπορούµε να
ϐρούµε ακολουθία (qn) ϱητών αριθµών µε qn → x0 και ακολουθία (αn) αρρήτων αριθµών
µε αn → x0. ΄Οµως, f(qn) = 1 → 1 και f(αn) = 0 → 0. Από την προηγούµενη
παρατήρηση συµπεραίνουµε ότι η f δεν είναι συνεχής στο x0.

4.2.3 Συνέχεια και πράξεις µεταξύ συναρτήσεων

Το ϑεώρηµα που ακολουθεί δίνει τη σχέση της συνέχειας µε τις συνήθεις αλγεβρικές πράξεις
ανάµεσα σε συναρτήσεις. Η απόδειξή του είναι άµεση, αν χρησιµοποιήσουµε την αρχή της
µεταφοράς σε συνδυασµό µε τις αντίστοιχες ιδιότητες για τα όρια ακολουθιών.

Θεώρηµα 4.2.7. ΄Εστω f, g : A→ R και έστω x0 ∈ A. Υποθέτουµε ότι οι f, g είναι συνεχείς

στο x0. Τότε,

(i) Οι f + g και f · g είναι συνεχείς στο x0.

(ii) Αν επιπλέον g(x) 6= 0 για κάθε x ∈ A, τότε η f
g ορίζεται στο A και είναι συνεχής στο

x0.
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Απόδειξη. Η απόδειξη όλων των ισχυρισµών είναι απλή: για παράδειγµα, για να δείξουµε
ότι η f

g είναι συνεχής στο x0, σύµφωνα µε την αρχή της µεταφοράς, αρκεί να δείξουµε ότι,

για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του A που συγκλίνει στο x0, η ακολουθία
((

f
g

)
(xn)

)
συγκλίνει στο

(
f
g

)
(x0). Από την υπόθεση, οι f και g είναι συνεχείς στο x0. Από την αρχή

της µεταφοράς έχουµε έχουµε f(xn) → f(x0) και g(xn) → g(x0). Αφού g(xn) 6= 0 για
κάθε n ∈ N και g(x0) 6= 0, έχουµε(

f

g

)
(xn) =

f(xn)

g(xn)
→ f(x0)

g(x0)
=

(
f

g

)
(x0).

Η απόδειξη της συνέχειας των f+g και f ·g στο x0 αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη.
2

Πρόταση 4.2.8 (σύνθεση συνεχών συναρτήσεων). ΄Εστω f : A → R και έστω g : B → R
δύο συναρτήσεις µε f(A) ⊆ B. Αν η f είναι συνεχής στο x0 και η g είναι συνεχής στο f(x0),

τότε η g ◦ f : A→ R είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) ακολουθία σηµείων του A µε xn → x0. Αφού η f είναι συνεχής στο
x0, η αρχή της µεταφοράς δείχνει ότι f(xn)→ f(x0). Αφού η g είναι συνεχής στο f(x0) ∈
B, για κάθε ακολουθία (yn) σηµείων του B µε yn → f(x0) έχουµε g(yn)→ g(f(x0)).

΄Οµως, f(xn) ∈ B και f(xn)→ f(x0). Συνεπώς,

g(f(xn))→ g(f(x0)).

Για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του A µε xn → x0 δείξαµε ότι

(g ◦ f)(xn) = g(f(xn))→ g(f(x0)) = (g ◦ f)(x0).

Από την αρχή της µεταφοράς, η g ◦ f είναι συνεχής στο x0. 2

4.2.4 Συνέχεια των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων και της εκθετικής συ-

νάρτησης

Η σταθερή συνάρτηση f(x) = c (c ∈ R) και η ταυτοτική συνάρτηση g(x) = x είναι συνεχείς
στο R. ΄Επεται ότι οι πολυωνυµικές συναρτήσεις είναι συνεχείς στο R και ότι κάθε ϱητή
συνάρτηση είναι συνεχής σε όλα τα σηµεία του πεδίου ορισµού της.

∆είχνουµε τώρα τη συνέχεια των τριγωνοµετρικών συναρτήσεων και της εκθετικής συ-
νάρτησης.

Πρόταση 4.2.9. Οι συναρτήσεις sin, cos : R→ [−1, 1] είναι συνεχείς.
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Απόδειξη. ΄Εστω x0 ∈ R. Για κάθε x ∈ R έχουµε

| sinx− sinx0| = 2

∣∣∣∣sin x− x0

2

∣∣∣∣ · ∣∣∣∣cos
x+ x0

2

∣∣∣∣ 6 2

∣∣∣∣sin x− x0

2

∣∣∣∣ .
Από την Πρόταση 4.1.15 έχουµε∣∣∣∣sin x− x0

2

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣x− x0

2

∣∣∣∣ .
Συνεπώς,

| sinx− sinx0| 6 2

∣∣∣∣x− x0

2

∣∣∣∣ = |x− x0|.

Τώρα, είναι εύκολο να δούµε ότι η sin είναι συνεχής στο x0 (πάρτε δ = ε και επαληθεύστε
τον ορισµό της συνέχειας). Η cos είναι συνεχής ως σύνθεση της συνεχούς x 7→ π

2 − x µε
την sin. Ανεξάρτητα από αυτό, µπορείτε να δώσετε απόδειξη ξεκινώντας από την ταυτότητα

cosx− cosx0 = 2 sin
x0 − x

2
sin

x+ x0

2

και χρησιµοποιώντας την | sin t| 6 |t|. 2

Πρόταση 4.2.10. ΄Εστω a > 0. Η συνάρτηση fa : R → (0,+∞) µε fa(x) = ax είναι

συνεχής.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι a > 1 (αν a = 1 η fa είναι σταθερή και αν
0 < a < 1 έχουµε fa = 1

f1/a
).

∆είχνουµε πρώτα ότι η fa είναι συνεχής στο 0: έστω ε > 0. Από τις n
√
a → 1 και

1
n√a → 1 ϐλέπουµε ότι υπάρχει n0 ∈ N ώστε

1− ε < 1
n0
√
a

= a−1/n0 < a1/n0 = n0
√
a < 1 + ε.

Επιλέγουµε δ = 1/n0 > 0. Αφού η fa είναι γνησίως αύξουσα, για κάθε x ∈ R µε |x| < δ

έχουµε
1− ε < a−1/n0 < ax < a1/n0 < 1 + ε,

δηλαδή
|fa(x)− fa(0)| = |ax − 1| < ε.

∆είχνουµε τώρα τη συνέχεια της fa στο τυχόν x0 ∈ R χρησιµοποιώντας την αρχή της
µεταφοράς. ΄Εστω (xn) στο R µε xn → x0. Από τη συνέχεια της fa στο 0 συµπεραίνουµε
ότι fa(xn − x0) = axn−x0 → a0 = 1. Τότε,

fa(xn) = axn = ax0 · axn−x0 → ax0 · 1 = fa(x0).

Η (xn) ήταν τυχούσα, άρα η fa είναι συνεχής στο x0. 2

Στο επόµενο Κεφάλαιο ϑα χρησιµοποιήσουµε και τη συνέχεια της συνάρτησης a 7→ ax:
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Πρόταση 4.2.11. ΄Εστω x ∈ R. Η συνάρτηση gx : (0,+∞)→ (0,+∞) µε gx(a) = ax είναι

συνεχής.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι x > 0 (αν x = 0 η gx είναι σταθερή και αν x < 0

έχουµε gx = 1
g−x

).
∆είχνουµε πρώτα ότι η gx είναι συνεχής στο 1: υπάρχειm ∈ N ώστε |x| 6 m. ΄Εστω (an)

στο (0,+∞) µε an → 1. Τότε, amn → 1 και a−mn → 1. Από τις ταυτότητες 2 min{x, y} =

x+ y − |x− y| και 2 max{x, y} = x+ y + |x− y| ϐλέπουµε ότι

tn := min{amn , a−mn } → 1 και sn := max{amn , a−mn } → 1.

Παρατηρήστε ότι : αν an > 1 τότε a−mn 6 axn 6 amn ενώ αν an 6 1 τότε amn 6 axn 6 a−mn .
΄Επεται ότι tn 6 axn 6 sn και από το κριτήριο παρεµβολής συµπεραίνουµε ότι gx(an) =

axn → 1 = gx(1). Αφού η (an) ήταν τυχούσα, η αρχή της µεταφοράς δείχνει ότι η gx είναι
συνεχής στο 1.

∆είχνουµε τώρα τη συνέχεια της gx στο τυχόν a0 > 0 χρησιµοποιώντας την αρχή της µε-
ταφοράς. ΄Εστω (an) στο (0,+∞) µε an → a0. Από τη συνέχεια της gx στο 1 συµπεραίνουµε
ότι gx(an/a0) = axn/a

x
0 → 1x = 1. Τότε,

gx(an) = axn = ax0(an/a0)x → ax0 · 1 = gx(a0).

Η (an) ήταν τυχούσα, άρα η gx είναι συνεχής στο a0. 2

4.2.5 Συνέχεια και τοπική συµπεριφορά

Από τον ορισµό της συνέχειας είναι ϕανερό ότι η συµπεριφορά µιας συνάρτησης f «µακριά»
από το x0 δεν επηρεάζει τη συνέχεια ή µη της f στο x0.

Πρόταση 4.2.12. ΄Εστω f : A → R και έστω x0 ∈ A. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ρ > 0 ώστε

ο περιορισµός της f στο A ∩ (x0 − ρ, x0 + ρ) να είναι συνάρτηση συνεχής στο x0. Τότε, η f

είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. Με τον όρο «περιορισµός της f » εννοούµε τη συνάρτηση f̃ : A∩(x0−ρ, x0+ρ)→
R µε f̃(x) = f(x).

΄Εστω ε > 0. Αφού η f̃ είναι συνεχής στο x0, υπάρχει δ1 > 0 ώστε για κάθε x ∈
(A ∩ (x0 − ρ, x0 + ρ)) µε |x− x0| < δ1 να ισχύει |f̃(x)− f̃(xo)| < ε.

Θέτουµε δ = min{ρ, δ1}. Τότε, έχουµε δ > 0 και αν x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ) έχουµε
ταυτόχρονα x ∈ A ∩ (x0 − ρ, x0 + ρ) και |x− x0| < δ 6 δ1. ΄Αρα,

|f(x)− f(x0)| = |f̃(x)− f̃(xo)| < ε.
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∆ηλαδή, η f είναι συνεχής στο x0. 2

Η επόµενη Πρόταση δείχνει ότι αν µια συνάρτηση f : A→ R είναι συνεχής στο x0 ∈ A,
τότε είναι «τοπικά ϕραγµένη», δηλαδή ϕραγµένη σε µια περιοχή του x0. Παρατηρήστε ότι
µια συνεχής συνάρτηση f δεν είναι απαραίτητα ϕραγµένη σε ολόκληρο το πεδίο ορισµού
της. Απλά παραδείγµατα µας δίνουν οι συναρτήσεις f(x) = x2 (x ∈ R) και g(x) = 1

x

(x ∈ (0, 1)).

Πρόταση 4.2.13. ΄Εστω f : A→ R και έστω x0 ∈ A. Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο

x0. Τότε, µπορούµε να ϐρούµε δ > 0 και M > 0 ώστε για κάθε x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ) να

ισχύει |f(x)| 6M .

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε τον ορισµό της συνέχειας της f στο x0 µε ε = 1 > 0. Υπάρχει
δ > 0 ώστε : αν x ∈ A και |x − x0| < δ, τότε |f(x) − f(x0)| < 1. ∆ηλαδή, για κάθε
x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ) έχουµε

|f(x)| 6 |f(x)− f(x0)|+ |f(x0)| < 1 + |f(x0)|.

΄Επεται το Ϲητούµενο, µε M = 1 + |f(x0)|. 2

Η τελευταία παρατήρηση είναι ότι αν µια συνάρτηση f : A → R είναι συνεχής στο
x0 ∈ A και αν f(x0) 6= 0, τότε η f διατηρεί το πρόσηµο του f(x0) σε µια ολόκληρη
(ενδεχοµένως µικρή) περιοχή του x0.

Πρόταση 4.2.14. ΄Εστω f : A→ R και έστω x0 ∈ A. Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο

x0 και ότι f(x0) 6= 0.

(i) Αν f(x0) > 0, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε f(x) > 0 για κάθε x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

(ii) Αν f(x0) < 0, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε f(x) < 0 για κάθε x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ).

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι f(x0) > 0. Αφού η f είναι συνεχής στο x0, αν ϑεωρή-
σουµε τον ε = f(x0)

2 > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x ∈ A και |x− x0| < δ τότε

|f(x)− f(x0)| < f(x0)

2
=⇒ −f(x0)

2
< f(x)− f(x0) =⇒ f(x) >

f(x0)

2
> 0.

∆ηλαδή, f(x) > 0 για κάθε x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ).
Υποθέτουµε τώρα ότι f(x0) < 0. Αφού η f είναι συνεχής στο x0, αν ϑεωρήσουµε τον

ε = −f(x0)
2 > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x ∈ A και |x− x0| < δ τότε

|f(x)− f(x0)| < −f(x0)

2
=⇒ f(x)− f(x0) < −f(x0)

2
=⇒ f(x) <

f(x0)

2
< 0.

∆ηλαδή, f(x) < 0 για κάθε x ∈ A ∩ (x0 − δ, x0 + δ). 2
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4.3 Βασικά ϑεωρήµατα για συνεχείς συναρτήσεις

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα αποδείξουµε δύο ϑεµελιώδη και διαισθητικά αναµενόµενα
ϑεωρήµατα για συνεχείς συναρτήσεις που είναι ορισµένες σε ένα κλειστό διάστηµα: το
ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής και το ϑεώρηµα ύπαρξης µέγιστης και ελάχιστης τιµής. Η
απόδειξη τους απαιτεί ουσιαστική χρήση του αξιώµατος της πληρότητας.

4.3.1 Το ϑεώρηµα ελάχιστης και µέγιστης τιµής

Το πρώτο ϐασικό ϑεώρηµα µας λέει ότι αν f : [a, b]→ R είναι µια συνεχής συνάρτηση, τότε
η f είναι άνω ϕραγµένη και κάτω ϕραγµένη, και µάλιστα παίρνει µέγιστη και ελάχιστη
τιµή.

Θεώρηµα 4.3.1. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση. Υπάρχουνm,M ∈ R ώστε : για

κάθε x ∈ [a, b],

m 6 f(x) 6M.

∆ηλαδή, η f είναι άνω και κάτω ϕραγµένη.

Απόδειξη. Θεωρούµε το σύνολο

A = {y ∈ [a, b] : η f είναι άνω ϕραγµένη στο [a, y]}.

Ισχυρισµός 1. Το A είναι µη κενό και άνω ϕραγµένο.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι ο b είναι άνω ϕράγµα για το A. Για να δείξουµε ότι το A είναι
µη κενό, σκεφτόµαστε ως εξής: αφού η f είναι συνεχής στο a, από την Πρόταση 4.2.13
υπάρχουν M ∈ R και 0 < δ < b − a ώστε f(x) 6 M για κάθε x ∈ [a, a + δ). Αν λοιπόν
a < y < a+ δ, τότε

για κάθε x µε a 6 x 6 y ισχύει f(x) 6M ,

το οποίο σηµαίνει ότι y ∈ A. Συνεπώς, (a, a+ δ) ⊆ A (το A είναι µη κενό). 2

Από το αξίωµα της πληρότητας υπάρχει ο ξ = supA.

Ισχυρισµός 2. ξ = b.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι ξ < b. Αφού η f είναι συνεχής στο ξ, χρησιµοποιώντας
την Πρόταση 4.2.13 ϐρίσκουµε 0 < δ1 < min{b − ξ, ξ − a} και M1 > 0 ώστε για κάθε
x ∈ (ξ − δ1, ξ + δ1) να έχουµε f(x) 6 M1. Τώρα, στο διάστηµα (ξ − δ1, ξ] µπορούµε να
ϐρούµε y1 ∈ A από τον χαρακτηρισµό του supremum. Αφού y1 ∈ A, υπάρχει M2 > 0

ώστε f(x) 6 M2 για κάθε x ∈ [a, y1]. Τότε, f(x) 6 M := max{M1,M2} για κάθε
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x ∈ [a, ξ + δ1). Αυτό είναι άτοπο: αν επιλέξουµε y2 ∈ (ξ, ξ + δ1) τότε y2 ∈ A (εξηγήστε
γιατί) και y2 > ξ = supA.

Μπορούµε τώρα να δείξουµε ότι η f είναι άνω ϕραγµένη στο [a, b]. Αφού η f είναι
συνεχής στο b, χρησιµοποιώντας ξανά την Πρόταση 4.2.13 ϐρίσκουµε 0 < δ2 < b − a και
M3 > 0 ώστε για κάθε x ∈ (b − δ2, b] να έχουµε f(x) 6 M3. Στο διάστηµα (b − δ2, b]

µπορούµε να ϐρούµε y3 ∈ A από τον χαρακτηρισµό του supremum. Αφού y3 ∈ A,
υπάρχει M4 > 0 ώστε f(x) 6 M4 για κάθε x ∈ [a, y3]. Τότε, f(x) 6 M := max{M3,M4}
για κάθε x ∈ [a, b].

Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι η f είναι κάτω ϕραγµένη (ή, αν ϑέλετε, ϑεωρήστε την
−f : γνωρίζετε ήδη ότι είναι άνω ϕραγµένη). 2

Κάνοντας ένα ακόµα ϐήµα, δείχνουµε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f : [a, b] → R
παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή στο [a, b]:

Θεώρηµα 4.3.2. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υπάρχουν y1, y2 ∈ [a, b] ώστε

f(y1) 6 f(x) 6 f(y2) για κάθε x ∈ [a, b].

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 4.3.1 η f είναι άνω ϕραγµένη. Συνεπώς, το σύνολο

A = {f(x) : x ∈ [a, b]}

είναι άνω ϕραγµένο. ΄Εστω ρ = supA. Θέλουµε να δείξουµε ότι υπάρχει y2 ∈ [a, b] µε
f(y2) = ρ.

Υποθέτουµε ότι η f δεν παίρνει µέγιστη τιµή στο [a, b]. Τότε, f(x) < ρ για κάθε
x ∈ [a, b]. Συνεπώς, µπορούµε να ορίσουµε g : [a, b]→ R µε

g(x) =
1

ρ− f(x)
.

Η g είναι συνεχής στο [a, b], οπότε είναι ϕραγµένη: υπάρχει M > 0 ώστε g(x) 6 M για
κάθε x ∈ [a, b]. Αυτό οδηγεί σε άτοπο ως εξής: από τον ορισµό του supremum, για κάθε
n ∈ N µπορούµε να ϐρούµε στοιχείο του A στο (ρ− 1/n, ρ). ∆ηλαδή, υπάρχει xn ∈ [a, b]

για το οποίο

ρ− 1

n
< f(xn) < ρ.

Τότε,
M > g(xn) =

1

ρ− f(xn)
> n.

∆ηλαδή, το N είναι άνω ϕραγµένο από τον M , άτοπο.
Με τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι η f παίρνει ελάχιστη τιµή (ή, αν ϑέλετε, ϑεωρήστε την

−f : γνωρίζετε ήδη ότι παίρνει µέγιστη τιµή). 2
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Παρατήρηση 4.3.3. Μπορούµε να αποδείξουµε τα προηγούµενα δύο ϑεωρήµατα χρησι-
µοποιώντας το ϑεώρηµα Bolzano-Weiertstrass.

΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής. ∆είχνουµε πρώτα ότι υπάρχειM > 0 ώστε |f(x)| 6M για
κάθε x ∈ [a, b], µε απαγωγή σε άτοπο. Αν αυτό δεν ισχύει, µπορούµε να ϐρούµε xn ∈ [a, b]

ώστε |f(xn)| > n, n = 1, 2, . . .. Η (xn) έχει υπακολουθία (xkn) ώστε xkn → x0 ∈ [a, b].
Αφού η f είναι συνεχής στο x0, από την αρχή της µεταφοράς έχουµε f(xkn)→ f(x0), άρα

|f(xkn)| → |f(x0)|.

΄Οµως, |f(xkn)| > kn > n. ΄Αρα, |f(xkn)| → +∞, το οποίο είναι άτοπο.
Τώρα, γνωρίζουµε ότι η f είναι ϕραγµένη, άρα

M := sup{f(x) : x ∈ [a, b]} <∞.

Τότε, µπορούµε να ϐρούµε xn ∈ [a, b] ώστε f(xn) → M (γενικά, αν s = sup(A) τότε
υπάρχει ακολουθία (an) στο A ώστε an → s). Η (xn) έχει υπακολουθία (xkn) ώστε
xkn → x0 ∈ [a, b]. Αφού f(xn)→M , έχουµε f(xkn)→M . Από την αρχή της µεταφοράς,

f(x0) = lim
n→∞

f(xkn) = M.

Αυτό αποδεικνύει ότι η f παίρνει µέγιστη τιµή (στο x0).

4.3.2 Το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής

Ας υποθέσουµε ότι µια συνεχής συνάρτηση f : [a, b] → R παίρνει ετερόσηµες τιµές στα
άκρα του [a, b]. Τότε, αυτό που περιµένει κανείς από την γραφική παράσταση της f είναι
ότι για κάποιο σηµείο ξ ∈ (a, b) ϑα ισχύει f(ξ) = 0 (η καµπύλη y = f(x) ϑα τµήσει
τον οριζόντιο άξονα). Θα δώσουµε τρεις αποδείξεις. ΄Ολες χρησιµοποιούν ουσιαστικά το
αξίωµα της πληρότητας. Καθεµία από αυτές «στοχεύει» σε «διαφορετική ϱίζα της εξίσωσης
f(x) = 0».

Θεώρηµα 4.3.4. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι f(a) < 0 και

f(b) > 0. Τότε, υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = 0.

Πρώτη απόδειξη. Θα προσπαθήσουµε να «ϐρούµε» τη µικρότερη λύση της εξίσωσης f(x) =

0 στο (a, b). Ψάχνουµε δηλαδή για κάποιο ξ ∈ (a, b) για το οποίο f(ξ) = 0 και f(x) < 0

για κάθε x µε a 6 x < ξ.
Η ιδέα είναι ότι αυτό το ξ πρέπει να είναι το supremum του συνόλου όλων των y ∈ (a, b)

που ικανοποιούν το εξής:

για κάθε x µε a 6 x < y ισχύει f(x) < 0.
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Ορίζουµε λοιπόν

A = {y ∈ (a, b] : a 6 x < y =⇒ f(x) < 0}.

Ισχυρισµός 1. Το A είναι µη κενό και άνω ϕραγµένο.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι ο b είναι άνω ϕράγµα για το A. Για να δείξουµε ότι το A είναι
µη κενό, σκεφτόµαστε ως εξής: η f είναι συνεχής στο a και f(a) < 0. Από την Πρόταση
υπάρχει 0 < δ < b−a ώστε η f να παίρνει αρνητικές τιµές στο [a, b]∩(a−δ, a+δ) = [a, a+δ).
Αν λοιπόν a < y < a+ δ, τότε

για κάθε x µε a 6 x < y ισχύει f(x) < 0,

το οποίο σηµαίνει ότι y ∈ A. ΄Αρα, (a, a+ δ) ⊆ A (το A είναι µη κενό). 2

Από το αξίωµα της πληρότητας υπάρχει ο ξ = supA. Επίσης, a < ξ διότι (a, a+ δ) ⊆ A.

Ισχυρισµός 2. Για τον ξ = supA ισχύουν οι a < ξ < b και f(ξ) = 0.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι ξ < b: ΄Εχουµε f(b) > 0 και η f είναι συνεχής στο b.
Χρησιµοποιώντας την Πρόταση ϐρίσκουµε 0 < δ1 < b − a ώστε για κάθε x ∈ (b − δ1, b]

να έχουµε f(x) > 0. Τότε, ο b − δ1 είναι άνω ϕράγµα του A. Πράγµατι, αν y ∈ A τότε
f(x) < 0 για κάθε x ∈ [a, y) και αφού f(x) > 0 στο (b− δ1, b] έχουµε y 6 b− δ1. Συνεπώς,

a < a+ δ 6 ξ 6 b− δ1 < b.

Ειδικότερα, a < ξ < b.
Μένει να δείξουµε ότι f(ξ) = 0. Θα αποκλείσουµε τα ενδεχόµενα f(ξ) < 0 και

f(ξ) > 0.

(i) ΄Εστω ότι f(ξ) < 0. Από τη συνέχεια της f στο ξ, υπάρχει 0 < δ2 < min{ξ− a, b− ξ}
ώστε f(x) < 0 στο (ξ−δ2, ξ+δ2) (εξηγήστε γιατί). ΄Οµως τότε, f(x) < 0 στο [a, ξ+δ2)

(γιατί υπάρχει y ∈ A µε y > ξ − δ2, οπότε f(x) < 0 στο [a, y) ∪ (ξ − δ2, ξ + δ2) =

[a, ξ + δ2)). Εποµένως, ξ + δ2 ∈ A. Αυτό είναι άτοπο αφού ξ = supA.

(ii) ΄Εστω ότι f(ξ) > 0. Τότε, υπάρχει 0 < δ3 < min{ξ − a, b − ξ} ώστε f(x) > 0 στο
(ξ − δ3, ξ + δ3). Αν πάρουµε y ∈ A µε y > ξ − δ3 και z µε y > z > ξ − δ3, τότε

y ∈ A =⇒ f(z) < 0

ενώ

z ∈ (ξ − δ3, ξ + δ3) =⇒ f(z) > 0

δηλαδή οδηγούµαστε σε άτοπο. 2
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Με την απόδειξη του δεύτερου ισχυρισµού ολοκληρώνεται και η απόδειξη του ϑεωρήµατος.
2

∆εύτερη απόδειξη. Θα προσπαθήσουµε να «ϐρούµε» τη µεγαλύτερη λύση της εξίσωσης
f(x) = 0 στο (a, b). Ψάχνουµε δηλαδή για κάποιο ξ ∈ (a, b) για το οποίο f(ξ) = 0 και
f(x) > 0 για κάθε x µε ξ < x 6 b.

Η ιδέα είναι ότι αυτό το ξ πρέπει να είναι το supremum του συνόλου

A = {y ∈ [a, b] : f(y) 6 0}.

Ισχυρισµός 1. Το A είναι µη κενό και άνω ϕραγµένο.

Απόδειξη. Είναι σαφές ότι ο b είναι άνω ϕράγµα για το A. Το A είναι µη κενό : αφού
f(a) < 0, έχουµε a ∈ A. 2

Από το αξίωµα της πληρότητας υπάρχει ο ξ = supA. Επίσης, a < ξ. Πράγµατι, στην
προηγούµενη απόδειξη είδαµε ότι υπάρχει 0 < δ < b− a ώστε (a, a+ δ) ⊆ A.

Ισχυρισµός 2. Για τον ξ = supA ισχύουν οι a < ξ < b και f(ξ) = 0.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι ξ < b: ΄Εχουµε f(b) > 0 και η f είναι συνεχής στο b.
Χρησιµοποιώντας την Πρόταση ϐρίσκουµε 0 < δ1 < b − a ώστε για κάθε x ∈ (b − δ1, b]

να έχουµε f(x) > 0. Τότε, ο b − δ1 είναι άνω ϕράγµα του A. Πράγµατι, αν y ∈ A τότε
f(y) 6 0, άρα y ∈ [a, b− δ1]. ΄Επεται ότι

ξ = supA 6 b− δ1 < b.

Μένει να δείξουµε ότι f(ξ) = 0. Θα δείξουµε ότι f(ξ) 6 0 και f(ξ) > 0 χρησιµοποιώντας
την αρχή της µεταφοράς.

(i) Αφού ξ = supA, υπάρχει ακολουθία (xn) σηµείων του A µε xn → ξ. ΄Εχουµε
f(xn) 6 0 και η f είναι συνεχής στο ξ. Από την αρχή της µεταφοράς παίρνουµε
f(ξ) = limn f(xn) 6 0.

(ii) Αφού ξ < b, υπάρχει γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία (yn) στο (ξ, b] µε yn → ξ (για
παράδειγµα, η yn = ξ + b−ξ

n ). Για κάθε n ∈ N έχουµε yn /∈ A, και συνεπώς,
f(yn) > 0. Από την αρχή της µεταφοράς παίρνουµε f(ξ) = limn f(yn) > 0. 2

Με την απόδειξη του δεύτερου ισχυρισµού ολοκληρώνεται και η απόδειξη του ϑεωρήµατος.
2

Τρίτη απόδειξη. Προσπαθούµε να προσεγγίσουµε µια ϱίζα x0 της f «οπουδήποτε» ανάµεσα
στα a και b, µε διαδοχικές διχοτοµήσεις του [a, b]. Η ύπαρξη της ϱίζας ϑα εξασφαλιστεί
από την αρχή των κιβωτισµένων διαστηµάτων και την αρχή της µεταφοράς.
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Στο πρώτο ϐήµα, διχοτοµούµε το [a, b] ϑεωρώντας το µέσο του a+b
2 . Αν συµβεί να έχουµε

f
(
a+b

2

)
= 0, ϑέτουµε ξ = a+b

2 και έχουµε f(ξ) = 0. Αλλιώς, υπάρχουν δύο ενδεχόµενα.
Είτε f(a+b

2 ) > 0 οπότε ϑέτουµε a1 = a και b1 = a+b
2 , ή, f(a+b

2 ) < 0, οπότε ϑέτουµε
a1 = a+b

2 και b1 = b. Σε κάθε περίπτωση, έχουµε f(a1) < 0 και f(b1) > 0. Παρατηρήστε
επίσης ότι a 6 a1 < b1 6 b και ότι το µήκος του [a1, b1] είναι ίσο µε b−a

2 .

Επαναλαµβάνουµε τη διαδικασία στο [a1, b1]. Αν f
(
a1+b1

2

)
= 0, ϑέτουµε ξ = a1+b1

2

και έχουµε f(ξ) = 0. Αλλιώς, ϐρίσκουµε a2, b2 που ικανοποιούν τις a1 6 a2 < b2 6 b1,
f(a1) < 0, f(b1) > 0 και b2 − a2 = b−a

22
.

Συνεχίζοντας επαγωγικά, είτε ϐρίσκουµε ξ ∈ [a, b] µε f(ξ) = 0 ή ορίζουµε ακολουθίες
(an) και (bn) στο [a, b] µε τις εξής ιδιότητες:

(i) a 6 a1 6 a2 6 · · · 6 an 6 an+1 < bn+1 6 bn 6 · · · 6 b2 6 b1 6 b για κάθε n ∈ N.

(ii) f(an) < 0 < f(bn) για κάθε n ∈ N.

(iii) bn − an = b−a
2n για κάθε n ∈ N.

Η ακολουθία (an) που κατασκευάσαµε είναι αύξουσα και άνω ϕραγµένη και η (bn)

είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη. ΄Αρα, συγκλίνουν. Από την bn− an = b−a
2n → 0, έπεται

ότι
lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = ξ

για κάποιο ξ ∈ [a, b]. Αφού f(an) < 0 και f(bn) > 0, από τη συνέχεια της f και από την
αρχή της µεταφοράς παίρνουµε

f(ξ) = lim
n→∞

f(an) 6 0 6 lim
n→∞

f(bn) = f(ξ),

δηλαδή, f(ξ) = 0. 2

Σαν πόρισµα παίρνουµε το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής:

Θεώρηµα 4.3.5. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση. Αν f(a) < f(b) και f(a) < ρ <

f(b)), τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f(ξ) = ρ. ΄Οµοια, αν f(b) < f(a) και f(b) < ρ < f(a)),

τότε υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώσστε f(ξ) = ρ.

Απόδειξη. Θεωρούµε την g(x) = f(x)−ρ. Η g είναι συνεχής στο [a, b] και g(a) = f(a)−ρ <
0, g(b) = f(b) − ρ > 0. Από το Θεώρηµα 4.3.4 υπάρχει ξ ∈ (a, b) µε g(ξ) = 0, δηλαδή
f(ξ) = ρ.

Για την άλλη περίπτωση, χρησιµοποιήστε τη συνεχή συνάρτηση h(x) = ρ− f(x). 2

Ορισµός 4.3.6 (διάστηµα). ΄Ενα υποσύνολο I του R λέγεται διάστηµα αν για κάθε x, y ∈ I
µε x < y ολόκληρο το ευθύγραµµο τµήµα [x, y] περιέχεται στο I.
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Με άλλα λόγια, διαστήµατα είναι τα ανοικτά, κλειστά ή ηµιανοικτά διαστήµατα και οι
ανοικτές ή κλειστές ηµιευθείες.

Θεώρηµα 4.3.7. ΄Εστω I ένα διάστηµα στο R και έστω f : I → R συνεχής συνάρτηση.

Τότε, η εικόνα f(I) της f είναι διάστηµα.

Απόδειξη. ΄Εστω u, v ∈ f(I) µε u < v και έστω u < w < v. Υπάρχουν x, y ∈ I ώστε
f(x) = u και f(y) = v. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι
x < y. Αφού το I είναι διάστηµα, έχουµε [x, y] ⊆ I και η f : [x, y]→ R είναι συνεχής στο
[x, y]. Αφού f(x) = u < w < v = f(y), υπάρχει z ∈ (x, y) ώστε f(z) = w. Αφού z ∈ I,
συµπεραίνουµε ότι w = f(z) ∈ f(I). Από τον ορισµό του διαστήµατος έπεται ότι το f(I)

είναι διάστηµα. 2

Πόρισµα 4.3.8. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υπάρχουν m 6 M στο R ώστε

f([a, b]) = [m,M ].

Απόδειξη. Η f είναι συνεχής και ορίζεται στο κλειστό διάστηµα [a, b]. Συνεπώς, η f

παίρνει ελάχιστη τιµή m και µέγιστη τιµή M στο [a, b]. ∆ηλαδή, m,M ∈ f([a, b]) και
f([a, b]) ⊆ [m,M ]. Από το προηγούµενο ϑεώρηµα, το f([a, b]) είναι διάστηµα και περιέχει
τα m,M . ΄Αρα, f([a, b]) ⊇ [m,M ]. ΄Επεται ότι f([a, b]) = [m,M ]. 2

4.3.3 Παραδείγµατα

Η συνέχεια της f αλλά και η υπόθεση ότι το πεδίο ορισµού είναι κλειστό διάστηµα είναι
απαραίτητες στα προηγούµενα ϑεωρήµατα.

(α) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) =

{
1− |x|, x 6= 0

0, x = 0
στο [−1, 1]. Η f δεν παίρνει

µέγιστη τιµή στο [−1, 1]. ΄Εχουµε 1 = sup{f(x) : x ∈ [−1, 1]}, αλλά ο 1 δεν είναι τιµή της
f : παρατηρήστε ότι 0 6 f(x) < 1 για κάθε x ∈ [−1, 1]. Η f είναι ασυνεχής στο σηµείο 0.

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) =

{
−1, 0 6 x 6 1

1, 1 < x 6 2
. Τότε, f(0) < 0 και f(2) > 0,

αλλά δεν υπάρχει λύση της f(x) = 0 στο [0, 2]. Η f είναι ασυνεχής στο σηµείο 1.

(γ) Θεωρούµε την f(x) = 1/x στο (0, 1]. Η f είναι συνεχής στο (0, 1], αλλά δεν είναι άνω
ϕραγµένη. Το πεδίο ορισµού της f δεν είναι κλειστό διάστηµα.

(δ) Θεωρούµε την f(x) = x στο (0, 1). Η f είναι συνεχής και ϕραγµένη στο (0, 1), αλλά δεν
παίρνει µέγιστη ούτε ελάχιστη τιµή. Το πεδίο ορισµού της f δεν είναι κλειστό διάστηµα.
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4.3.4 Εφαρµογές των ϐασικών ϑεωρηµάτων

Το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής χρησιµοποιείται συχνά για την απόδειξη της ύπαρξης ϱίζας
κάποιας εξίσωσης. Το πρώτο µας παράδειγµα είναι η «ύπαρξη n-οστής ϱίζας» που είχαµε
εξασφαλίσει µε χρήση του αξιώµατος της πληρότητας.

Θεώρηµα 4.3.9. ΄Εστω n > 2 και έστω ρ ένας ϑετικός πραγµατικός αριθµός. Υπάρχει

µοναδικός ξ > 0 ώστε ξn = ρ.

Απόδειξη. ΄Εστω ρ > 0. Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση f : [0,+∞) → R µε f(x) = xn.
Πρώτα ϑα δείξουµε ότι υπάρχει b > 0 ώστε f(b) > ρ. ∆ιακρίνουµε τρείς περιπτώσεις:

(i) Αν ρ < 1, τότε f(1) = 1n = 1 > ρ.

(ii) Αν ρ > 1, τότε f(ρ) = ρn > ρ.

(iii) Αν ρ = 1, τότε f(2) = 2n > 2 > 1.

∆είξαµε ότι υπάρχει b > 0 ώστε f(0) = 0 < ρ < f(b). Από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής,
υπάρχει ξ ∈ (0, b) ώστε f(ξ) = ρ, δηλαδή ξn = ρ.

Η µοναδικότητα είναι απλή: έχουµε δεί ότι αν a, b > 0 τότε an = bn αν και µόνο αν
a = b. Αν λοιπόν έχουµε ξn1 = ρ = ξn2 για κάποιους ξ1, ξ2 > 0, τότε ξ1 = ξ2. 2

Θεώρηµα 4.3.10. Κάθε πολυώνυµο περιττού ϐαθµού έχει τουλάχιστον µία πραγµατική

ϱίζα.

Απόδειξη. ΄Εστω P (x) = amx
m+am−1x

m−1 + . . .+a1x+a0, όπου am 6= 0 καιm περιττός.
Γράφουµε P (x) = amx

m + · · ·+ a1x+ a0 = amx
m(1 + ∆(x)) όπου

∆(x) =
am−1x

m−1 + · · ·+ a1x+ a0

amxm
.

Παρατηρήστε ότι αν

|x| > 2
|am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|

|am|
+ 1

τότε |x|k 6 |x|m−1 για κάθε k = 0, 1, . . . ,m− 1, και συνεπώς,

|∆(x)| 6 |am−1|xm−1 + · · ·+ |a1|x+ |a0|
|am| |x|m

6
|am−1| |x|m−1 + · · ·+ |a1| |x|m−1 + |a0| |x|m−1

|am| |x|m

=
|am−1|+ · · ·+ |a1|+ |a0|

|am| |x|

<
1

2
.
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΄Αρα, υπάρχει M > 0 ώστε αν |x| >M τότε

1 + ∆(x) > 1− |∆(x)| > 1− 1

2
=

1

2
> 0.

∆ηλαδή, αν |x| > M τότε οι P (x) και amxm έχουν το ίδιο πρόσηµο. ΄Επεται ότι ο
P (−M)P (M) είναι οµόσηµος µε τον a2

m(−M)mMm = a2
mM

2m(−1)m, δηλαδή αρνη-
τικός. Από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής υπάρχει ξ ∈ (−M,M) ώστε P (ξ) = 0. 2

Θεώρηµα 4.3.11 (ϑεώρηµα σταθερού σηµείου). ΄Εστω f : [0, 1] → [0, 1] συνεχής συνάρ-

τηση. Υπάρχει x0 ∈ [0, 1] ώστε f(x0) = x0.

Απόδειξη. Θέλουµε να δείξουµε ότι η καµπύλη y = f(x) τέµνει την διαγώνιο y = x. Αρκεί
να δείξουµε ότι η συνεχής συνάρτηση h(x) = f(x)− x µηδενίζεται κάπου στο [0, 1].

Αν f(0) = 0 ή f(1) = 1 έχουµε το Ϲητούµενο για x0 = 0 ή x0 = 1 αντίστοιχα.
Υποθέτουµε λοιπόν ότι f(0) > 0 και f(1) < 1. Τότε, h(0) = f(0) > 0 και h(1) =

f(1) − 1 < 0. Από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής, υπάρχει x0 ∈ (0, 1) ώστε h(x0) = 0.
∆ηλαδή, f(x0) = x0. 2

4.4 ΄Οριο συνάρτησης

4.4.1 Σηµεία συσσώρευσης και µεµονωµένα σηµεία

Ορισµός 4.4.1. ΄Εστω A ένα µη κενό υποσύνολο του R και έστω x0 ∈ R. Λέµε ότι ο
x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του A αν για κάθε δ > 0 µπορούµε να ϐρούµε x ∈ A ώστε
0 < |x− x0| < δ (ισοδύναµα: x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) και x 6= x0).

∆ηλαδή, ο x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του A αν οσοδήποτε κοντά στον x0 µπορούµε
να ϐρούµε στοιχεία του A διαφορετικά από τον x0. Παρατηρήστε ότι δεν απαιτούµε από
τον x0 να είναι στοιχείο του A.

Παραδείγµατα 4.4.2. (α) Αν A = [a, b], τότε ο x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του A αν και
µόνο αν x0 ∈ [a, b]. Αν A = (a, b], τότε κάθε σηµείο του A είναι σηµείο συσσώρευσης του
A, και υπάρχει άλλο ένα σηµείο συσσώρευσης του A, το a, το οποίο δεν ανήκει στο σύνολο.

(ϐ) Αν A = [0, 1] ∪ {2}, τότε 2 ∈ A αλλά ο 2 δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του A.

(γ) Το N = {1, 2, 3, . . .} δεν έχει κανένα σηµείο συσσώρευσης.

(δ) Αν A = {1, 1
2 ,

1
3 , . . .}, τότε ο 0 είναι το µοναδικό σηµείο συσσώρευσης του A (και δεν

ανήκει στο A).

Ορισµός 4.4.3. ΄Εστω A ένα µη κενό υποσύνολο του R και έστω x0 ∈ A. Λέµε ότι ο x0

είναι µεµονωµένο σηµείο του A αν δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του A, δηλαδή, αν υπάρχει
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περιοχή του x0 η οποία δεν περιέχει άλλα σηµεία του A εκτός από το x0 (ισοδύναµα, αν

υπάρχει δ > 0 ώστε A ∩ (x0 − δ, x0 + δ) = {x0}).

Η επόµενη πρόταση δίνει χρήσιµους χαρακτηρισµούς του σηµείου συσσώρευσης.

Πρόταση 4.4.4. ΄Εστω A ένα µη κενό υποσύνολο του R και έστω x0 ∈ R. Τα εξής είναι

ισοδύναµα:

(i) Το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του A.

(ii) Για κάθε δ > 0 υπάρχουν άπειρα το πλήθος σηµεία του A στο (x0 − δ, x0 + δ).

(iii) Υπάρχει ακολουθία (xn) διαφορετικών ανά δύο, και διαφορετικών από το x0, σηµείων

του A, η οποία συγκλίνει στο x0.

Απόδειξη. (i)⇒(ii) ΄Εστω δ > 0. Αφού το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του A, στο (x0 −
δ, x0 + δ) µπορούµε να ϐρούµε σηµεία του A διαφορετικά από το x0. Ας υποθέσουµε ότι
αυτά τα σηµεία είναι πεπερασµένα το πλήθος, τα y1, . . . , ym. Κάποιο από αυτά, ας πούµε
το yj για κάποιον 1 6 j 6 m, είναι το πλησιέστερο προς το x0. Θέτουµε δ1 = |x0 − yj |.
Τότε, δ1 > 0 (διότι yj 6= x0) και στην περιοχή (x0 − δ1, x0 + δ1) δεν υπάρχει σηµείο
του A διαφορετικό από το x0 (εξηγήστε γιατί). Αυτό είναι άτοπο, διότι το x0 είναι σηµείο
συσσώρευσης του A.

(ii)⇒(iii) Από την υπόθεση, στο (x0− 1, x0 + 1) υπάρχουν άπειρα το πλήθος σηµεία του A.
Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε x1 ∈ A µε x1 6= x0 και |x1 − x0| < 1.

Οµοίως, στο
(
x0 − 1

2 , x0 + 1
2

)
υπάρχουν άπειρα το πλήθος σηµεία του A. Μπορούµε

λοιπόν να ϐρούµε x2 ∈ A µε x2 6= x0, x1 και |x2 − x0| < 1
2 .

Συνεχίζουµε µε τον ίδιο τρόπο: έστω ότι έχουµε ϐρεί x1, x2, . . . , xn−1 ∈ A διαφορετικά
ανά δύο (και διαφορετικά από το x0) ώστε |xk − x0| < 1

k για κάθε k = 1, 2, . . . , n− 1. Στο(
x0 − 1

n , x0 + 1
n

)
υπάρχουν άπειρα το πλήθος σηµεία του A. Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε

xn ∈ A µε xn 6= x0, x1, . . . , xn−1 και |xn − x0| < 1
n .

Η ακολουθία (xn), που ορίζεται µε αυτόν τον τρόπο, συγκλίνει στο x0 και έχει όρους
που ανήκουν στο A, είναι διαφορετικοί ανά δύο και διαφορετικοί από τον x0.

(iii)⇒(i) Υποθέτουµε ότι υπάρχει ακολουθία (xn) διαφορετικών ανά δύο σηµείων του A, η
οποία συγκλίνει στο x0. ΄Εστω δ > 0. Υπάρχει n0 ∈ N ώστε |xn− x0| < δ για κάθε n > n0.
Αφού οι όροι της (xn) είναι διαφορετικοί ανά δύο, κάποιος από αυτούς (για την ακρίβεια,
άπειροι το πλήθος) είναι διαφορετικός από το x0 και ανήκει στο (x0 − δ, x0 + δ). Αφού το
δ > 0 ήταν τυχόν, το x0 είναι σηµείο συσσώρευσης του A. 2
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4.4.2 Ορισµός του ορίου

Ορισµός 4.4.5 (όριο συνάρτησης). ΄Εστω f : A→ R και έστω x0 ένα σηµείο συσσώρευσης
του A. Λέµε ότι το όριο της f καθώς το x τείνει στο x0 υπάρχει και ισούται µε ` ∈ R αν:

Για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x ∈ A και 0 < |x − x0| < δ, τότε
|f(x)− `| < ε.

Αν ένας τέτοιος αριθµός ` υπάρχει, τότε είναι µοναδικός (δείξτε το) και γράφουµε ` =

limx→x0 f(x) ή f(x)→ ` καθώς x→ x0.

Ορισµός 4.4.6. ΄Εστω f : A→ R και έστω x0 ένα σηµείο συσσώρευσης του A.

(α) Λέµε ότι η f τείνει στο +∞ καθώς το x→ x0 αν:

Για κάθε M > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x ∈ A και 0 < |x − x0| < δ τότε
f(x) > M .

Σε αυτή την περίπτωση, γράφουµε limx→x0 f(x) = +∞.

(ϐ) Λέµε ότι η f τείνει στο −∞ καθώς το x→ x0 αν:

Για κάθε M > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x ∈ A και 0 < |x − x0| < δ τότε
f(x) < −M .

Σε αυτή την περίπτωση, γράφουµε limx→x0 f(x) = −∞.

Παρατήρηση 4.4.7. Παρατηρήστε ότι µπορούµε να εξετάσουµε την ύπαρξη ή µη του
ορίου της f : A→ R σε κάθε σηµείο συσσώρευσης x0 του A. Το x0 µπορεί να ανήκει ή να
µην ανήκει στο A: αρκεί να υπάρχουν x ∈ A οσοδήποτε κοντά στο x0. Επίσης, ακόµα κι
αν το x0 ανήκει στο πεδίο ορισµού της f , η τιµή f(x0) δεν επηρεάζει την ύπαρξη ή µη του
limx→x0 f(x) ούτε και την τιµή του ορίου (αν αυτό υπάρχει).

Παραδείγµατα 4.4.8. (α) limx→3 x
2 = 9.

(ϐ) ΄Εστω f : R → R µε f(x) =

{
x2, αν x 6= 0

2, αν x = 0
. Το limx→0 f(x) υπάρχει και είναι ίσο

µε 0, ενώ f(0) = 2.

(γ) ΄Εστω f : (0,+∞) → R µε f(x) = 1
x . Τότε, limx→0 f(x) = +∞. Αν ϑεωρήσουµε την

g : R \ {0} → R µε g(x) = 1
x , τότε το όριο limx→0 g(x) δεν υπάρχει.

Μπορείτε να αποδείξετε όλους αυτούς τους ισχυρισµούς µε ϐάση τον ορισµό (άσκηση).
Μπορείτε επίσης να χρησιµοποιήσετε την αρχή της µεταφοράς, την οποία ϑα συζητήσουµε
παρακάτω, ώστε να αναχθείτε στα αντίστοιχα όρια ακολουθιών.
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(δ) ΄Εστω f : [0, 1] → R µε f(x) = 0 αν x άρρητος ή x = 0, και f(x) = 1
q αν x = p

q µε
p, q ∈ N και ΜΚ∆(p, q) = 1. Τότε, για κάθε x0 ∈ [0, 1] το όριο limx→x0 f(x) υπάρχει και
ισούται µε 0.

Πράγµατι, έστω x0 ∈ [0, 1] και έστω ε > 0. ΘέτουµεM = M(ε) =
[

1
ε

]
και A(ε) = {y ∈

[0, 1] : y 6= x0 και f(y) > ε}. Αν ο y ανήκει στο A(ε) τότε είναι ϱητός ο οποίος γράφεται
στη µορφή y = p

q όπου p, q ∈ N, p 6 q και f(y) = 1
q > ε. Το πλήθος αυτών των αριθµών

είναι το πολύ ίσο µε το πλήθος των Ϲευγαριών (p, q) ϕυσικών αριθµών όπου q 6 M και
p 6 q. Εποµένως, δεν ξεπερνάει τον M(M + 1)/2. ∆ηλαδή, το A(ε) είναι πεπερασµένο
σύνολο. Μπορούµε λοιπόν να γράψουµε A(ε) = {y1, . . . , ym} όπου m = m(ε) ∈ N.

Ο αριθµός δ = min{|x0 − y1|, . . . , |x0 − ym|} είναι γνήσια ϑετικός. ΄Εστω x ∈ [0, 1]

µε 0 < |x − x0| < δ. Τότε, x /∈ A(ε), άρα 0 6 f(x) < ε. Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν,
συµπεραίνουµε ότι limx→x0 f(x) = 0.

Ορισµός 4.4.9 (πλευρικά όρια). ΄Εστω f : A → R και έστω x0 σηµείο συσσώρευσης του
A ώστε για κάθε δ > 0 να υπάρχουν στοιχεία του A στο (x0 − δ, x0) (ένα τέτοιο x0 λέγεται
σηµείο συσσώρευσης του A από αριστερά). Λέµε ότι :

(i) limx→x−0
f(x) = ` ∈ R (ο ` είναι το πλευρικό όριο της f καθώς το x τείνει

στο x0 από αριστερά) αν : για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν x ∈ A και
x0 − δ < x < x0 τότε |f(x)− `| < ε.

Τελείως ανάλογα, έστω x0 σηµείο συσσώρευσης του A ώστε για κάθε δ > 0 να υπάρχουν
στοιχεία του A στο (x0, x0+δ) (ένα τέτοιο x0 λέγεται σηµείο συσσώρευσης του A από δεξιά).
Λέµε ότι :

(ii) limx→x+0
f(x) = ` ∈ R (ο ` είναι το πλευρικό όριο της f καθώς το x τείνει

στο x0 από δεξιά) αν : για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 ώστε αν x ∈ A και
x0 < x < x0 + δ τότε |f(x)− `| < ε.

Αφήνουµε ως άσκηση για τον αναγνώστη να δώσει αυστηρούς ορισµούς για τα ακόλουθα:
limx→x−0

f(x) = +∞, limx→x−0
f(x) = −∞, limx→x+0

f(x) = +∞ και limx→x+0
f(x) =

−∞.

Από τον ορισµό των πλευρικών ορίων έπεται άµεσα η ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 4.4.10. ΄Εστω f : A → R µια συνάρτηση και έστω x0 ∈ R σηµείο συσσώρευσης

του A από αριστερά και από δεξιά. Τότε το limx→x0 f(x) υπάρχει αν και µόνον αν τα δύο

πλευρικά όρια limx→x−0
f(x) και limx→x+0

f(x) υπάρχουν και είναι ίσα. 2
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Ορισµός 4.4.11. ΄Εστω A ένα µη κενό υποσύνολο του R. Λέµε ότι το +∞ είναι σηµείο
συσσώρευσης του A αν για κάθεM > 0 µπορούµε να ϐρούµε x ∈ A ώστε x > M . Εύκολα
ελέγχουµε ότι αυτό συµβαίνει αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία (xn) στο A µε xn → +∞.

Αντίστοιχα, λέµε ότι το −∞ είναι σηµείο συσσώρευσης του A αν για κάθε M > 0

µπορούµε να ϐρούµε x ∈ A ώστε x < −M . Εύκολα ελέγχουµε ότι αυτό συµβαίνει αν και
µόνο αν υπάρχει ακολουθία (xn) στο A µε xn → −∞.

Ορισµός 4.4.12. ΄Εστω f : A→ R και έστω ότι το +∞ είναι σηµείο συσσώρευσης του A.

(α) Λέµε ότι το όριο της f καθώς το x τείνει στο +∞ υπάρχει και ισούται µε ` ∈ R αν:

Για κάθε ε > 0 υπάρχειM > 0 ώστε : αν x ∈ A και x > M , τότε |f(x)− `| < ε.

Αν ένας τέτοιος αριθµός ` υπάρχει, τότε είναι µοναδικός (δείξτε το) και γράφουµε ` =

limx→+∞ f(x).

(ϐ) Λέµε ότι η f τείνει στο +∞ καθώς το x→ +∞ αν:

Για κάθεM1 > 0 υπάρχειM2 > 0 ώστε : αν x ∈ A και x > M2 τότε f(x) > M1.

Σε αυτήν την περίπτωση, γράφουµε limx→+∞ f(x) = +∞.

(γ) Λέµε ότι η f τείνει στο −∞ καθώς το x→ +∞ αν:

Για κάθε M1 > 0 υπάρχει M2 > 0 ώστε : αν x ∈ A και x > M2 τότε f(x) <

−M1.

Σε αυτήν την περίπτωση, γράφουµε limx→+∞ f(x) = −∞.

Τελείως ανάλογα, αν f : A → R και αν το −∞ είναι σηµείο συσσώρευσης του A,
µπορούµε να ορίσουµε καθεµία από τις προτάσεις limx→−∞ f(x) = `, limx→−∞ f(x) =

+∞ και limx→−∞ f(x) = −∞.

4.4.3 Αρχή της µεταφοράς για το όριο

΄Εστω f : A→ R και έστω x0 ∈ R ένα σηµείο συσσώρευσης του A. Η αρχή της µεταφοράς

δίνει έναν χαρακτηρισµό της ύπαρξης του ορίου της f καθώς το x τείνει στο x0 µέσω
ακολουθιών.

Θεώρηµα 4.4.13 (αρχή της µεταφοράς για το όριο). ΄Εστω f : A → R και έστω x0 ένα

σηµείο συσσώρευσης του A. Τότε, limx→x0 f(x) = ` αν και µόνο αν : για κάθε ακολουθία

(xn) σηµείων του A µε xn 6= x0 και xn → x0, η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει στο `.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι limx→x0 f(x) = `. ΄Εστω xn ∈ A µε xn 6= x0 και xn → x0.
Θα δείξουµε ότι f(xn)→ `: ΄Εστω ε > 0. Αφού limx→x0 f(x) = `, υπάρχει δ > 0 ώστε : αν
x ∈ A και 0 < |x− x0| < δ, τότε |f(x)− `| < ε.

΄Εχουµε υποθέσει ότι xn 6= x0 και xn → x0. ΄Αρα, γι΄ αυτό το δ > 0 µπορούµε να
ϐρούµε n0 ∈ N ώστε : αν n > n0 τότε 0 < |xn − x0| < δ.

Συνδυάζοντας τα παραπάνω έχουµε: αν n > n0, τότε 0 < |xn − x0| < δ άρα

|f(xn)− `| < ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, f(xn)→ `.

Για την αντίστροφη κατεύθυνση ϑα δουλέψουµε µε απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι
για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του A µε xn 6= x0 και xn → x0, η ακολουθία (f(xn))

συγκλίνει στο `. Υποθέτουµε επίσης ότι δεν ισχύει η limx→x0 f(x) = ` και ϑα καταλήξουµε
σε άτοπο.

Αφού δεν ισχύει η limx→x0 f(x) = `, υπάρχει κάποιο ε > 0 µε την εξής ιδιότητα :

(∗) Για κάθε δ > 0 υπάρχει x ∈ A το οποίο ικανοποιεί την 0 < |x − x0| < δ

αλλά |f(x)− `| > ε.

Χρησιµοποιούµε την (∗) διαδοχικά µε δ = 1, 1
2 , . . . ,

1
n , . . .. Για κάθε n ∈ N έχουµε

1/n > 0 και από την (∗) ϐρίσκουµε xn ∈ A µε 0 < |xn − x0| < 1/n και |f(xn) − `| > ε.
΄Εχουµε xn 6= x0 και από το κριτήριο παρεµβολής είναι ϕανερό ότι xn → x0. Από την
υπόθεση που κάναµε πρέπει η ακολουθία (f(xn)) να συγκλίνει στο `. Αυτό όµως είναι
αδύνατο αφού |f(xn)− `| > ε για κάθε n ∈ N. 2

Παρατηρήσεις 4.4.14. (α) Η αρχή της µεταφοράς µπορεί να χρησιµοποιηθεί µε δύο
διαφορετικούς τρόπους.

(i) για να δείξουµε ότι limx→x0 f(x) = ` αρκεί να δείξουµε ότι «xn 6= x0 και xn →
x0 =⇒ f(xn)→ `».

(ii) για να δείξουµε ότι δεν ισχύει η limx→x0 f(x) = ` αρκεί να ϐρούµε µια ακολουθία
xn → x0 (στο A), µε xn 6= x0, ώστε limn f(xn) 6= `. Πολύ συχνά, εξασφαλίζουµε κάτι
ισχυρότερο, ότι δεν υπάρχει το limx→x0 f(x), ϐρίσκοντας δύο ακολουθίες xn → x0

και yn → x0 (στο A), µε xn, yn 6= x0, ώστε limn f(xn) 6= limn f(yn). Αν υπήρχε το
limx→x0 f(x), ϑα έπρεπε τα δύο όρια να είναι µεταξύ τους ίσα.

(ϐ) Μπορούµε να διατυπώσουµε και να αποδείξουµε αντίστοιχες µορφές της αρχής της
µεταφοράς για τους υπόλοιπους τύπους ορίων ή πλευρικών ορίων που συζητήσαµε.
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Το ϑεώρηµα που ακολουθεί δίνει τη σχέση του ορίου µε τις συνήθεις αλγεβρικές πράξεις
ανάµεσα σε συναρτήσεις. Η απόδειξή του είναι άµεση, αν χρησιµοποιήσουµε την αρχή της
µεταφοράς σε συνδυασµό µε τις αντίστοιχες ιδιότητες για τα όρια ακολουθιών.

Θεώρηµα 4.4.15. ΄Εστω f, g : A→ R και έστω x0 σηµείο συσσώρευσης του A. Υποθέτουµε

ότι υπάρχουν τα limx→x0 f(x) = ` και limx→x0 g(x) = m. Τότε,

(i) limx→x0(f(x) + g(x)) = `+m και limx→x0(f(x)g(x)) = ` ·m.

(ii) Αν επιπλέον g(x) 6= 0 για κάθε x ∈ A και limx→x0 g(x) = m 6= 0, τότε η f
g ορίζεται

στο A και limx→x0
f(x)
g(x) = `

m .

Απόδειξη. Η απόδειξη όλων των ισχυρισµών, µε απλή χρήση της αρχής της µεταφοράς,
αφήνεται ως άσκηση για τον αναγνώστη. 2

Πρόταση 4.4.16. ΄ΕστωA ένα µη κενό υποσύνολο τουR, έστω x0 ∈ R σηµείο συσσώρευσης

τουA και f : X → R. Υποθέτουµε ότι το όριο limx→x0 f(x) υπάρχει και είναι ίσο µε `. ΄Εστω

g : B → R µε f(A) ⊆ B και ` ∈ B. Αν η g είναι συνεχής στο `, τότε το όριο limx→xo(g◦f)(x)

υπάρχει και ισούται µε g(`).

Απόδειξη. ΄Εστω (xn) ακολουθία σηµείων του A µε xn 6= x0 και xn → x0. Αφού
limx→x0 f(x) = `, η αρχή της µεταφοράς δείχνει ότι f(xn) → `. Αφού η g είναι συνε-
χής στο ` ∈ B, για κάθε ακολουθία (yn) σηµείων του B µε yn → ` έχουµε g(yn)→ g(`).

΄Οµως, f(xn) ∈ B και f(xn)→ `. Συνεπώς,

g(f(xn))→ g(`).

Για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του A µε xn 6= x0 και xn → x0 δείξαµε ότι

(g ◦ f)(xn) = g(f(xn))→ g(`).

Από την αρχή της µεταφοράς, συµπεραίνουµε ότι limx→xo(g ◦ f)(x) = g(`). 2

4.4.4 ∆ύο ϐασικά παραδείγµατα

Πρόταση 4.4.17 (ϐασικό όριο).

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Απόδειξη. Η συνάρτηση x 7→ sinx
x είναι άρτια στο R \ {0}. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε

(εξηγήστε γιατί) ότι

lim
x→0+

sinx

x
= 1.
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Από την Πρόταση 4.1.15 έχουµε sinx < x < tanx στο
(
0, π2

)
. Συνεπώς,

cosx <
sinx

x
< 1

στο
(
0, π2

)
. Αφού η cos είναι συνεχής, έχουµε lim

x→0+
cosx = cos 0 = 1. Από το κριτήριο

παρεµβολής έπεται το Ϲητούµενο. 2

Πρόταση 4.4.18. Τα όρια lim
x→0

sin 1
x και lim

x→0
cos 1

x δεν υπάρχουν.

Απόδειξη. Από την αρχή της µεταφοράς, αρκεί να ϐρούµε δύο ακολουθίες xn → 0, yn → 0

(µε xn, yn 6= 0) ώστε lim sin 1
xn
6= lim sin 1

yn
. Θεωρούµε τις ακολουθίες xn = 1

πn και
yn = 1

2πn+π
2

(n ∈ N). Εύκολα ελέγχουµε ότι limn xn = 0 = limn yn. ΄Οµως,

sin
1

xn
= sin(πn) = 0→ 0

και
sin

1

yn
= sin

(
2πn+

π

2

)
= 1→ 1.

Τελείως ανάλογα, µπορείτε να δείξετε ότι το όριο lim
x→0

cos 1
x δεν υπάρχει. 2

4.4.5 Σχέση ορίου και συνέχειας

Σε αυτήν την παράγραφο ϑα συνδέσουµε την έννοια του ορίου µε την έννοια της συνέχειας.
Παρατηρήστε ότι η συνέχεια ελέγχεται σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού µιας συνάρ-
τησης, έχει λοιπόν νόηµα να εξετάσουµε πρώτα τη συνέχεια στα µεµονωµένα σηµεία του
πεδίου ορισµού. ΄Οπως δείχνει η επόµενη πρόταση, κάθε συνάρτηση είναι συνεχής σε όλα
αυτά τα σηµεία.

Πρόταση 4.4.19. ΄Εστω f : A → R και έστω x0 ένα µεµονωµένο σηµείο του A. Τότε, η f

είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. Αφού το x0 είναι µεµονωµένο σηµείο του A, υπάρχει δ > 0 ώστε A ∩ (x0 −
δ, x0 + δ) = {x0}. ∆ηλαδή, αν x ∈ A και |x− x0| < δ, τότε x = x0. Θα δείξουµε ότι «αυτό
το δ δουλεύει για όλα τα ε».

΄Εστω ε > 0. Αν x ∈ A και |x− x0| < δ, τότε x = x0, και συνεπώς,

|f(x)− f(x0)| = |f(x0)− f(x0)| = 0 < ε.

Βρήκαµε δ > 0 ώστε για κάθε x ∈ A µε |x − x0| < δ να ισχύει |f(x) − f(x0)| < ε. Με
ϐάση τον ορισµό της συνέχειας, η f είναι συνεχής στο x0. 2

Αν το x0 ∈ A είναι και σηµείο συσσώρευσης του A, τότε η σχέση ορίου και συνέχειας
δίνεται από την επόµενη πρόταση.
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Πρόταση 4.4.20. ΄Εστω f : A→ R και έστω x0 ∈ A σηµείο συσσώρευσης του A. Τότε, η f

είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο αν limx→x0 f(x) = f(x0).

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι συνεχής στο x0. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0

ώστε : αν x ∈ A και |x − x0| < δ, τότε |f(x) − f(x0)| < ε. Ειδικότερα, αν x ∈ A και
0 < |x− x0| < δ, έχουµε |f(x)− f(x0)| < ε. ΄Αρα, limx→x0 f(x) = f(x0).

Αντίστροφα, ας υποθέσουµε ότι limx→x0 f(x) = f(x0). ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0

ώστε : αν x ∈ A και 0 < |x−x0| < δ, τότε |f(x)−f(x0)| < ε. Παρατηρήστε ότι, για x = x0,
έχουµε ούτως ή άλλως |f(x) − f(x0)| = 0 < ε. ΄Αρα, για κάθε x ∈ A µε |x − x0| < δ,
έχουµε |f(x)− f(x0)| < ε. ΄Επεται ότι η f είναι συνεχής στο x0. 2

Παρατήρηση 4.4.21 (είδη ασυνέχειας). Ας εξετάσουµε πιο προσεκτικά τι σηµαίνει η ϕρά-
ση: «η f δεν είναι συνεχής στο x0», όπου x0 είναι σηµείο στο πεδίο ορισµού της f : A→ R.
Αναγκαστικά, το x0 ϑα είναι σηµείο συσσώρευσης του A και υποθέτουµε ότι είναι σηµείο
συσσώρευσης του A τόσο από αριστερά όσο και από δεξιά (διερευνήστε τι µπορεί να συµβεί
στις υπόλοιπες περιπτώσεις). Υπάρχουν τρία ενδεχόµενα:

(i) Τα πλευρικά ορια της f καθώς x→ x0 υπάρχουν και limx→x−0
f(x) = ` = limx→x+0

f(x),
όµως η τιµή της f στο x0 δεν είναι ο `: δηλαδή, f(x0) 6= `. Τότε λέµε ότι στο x0

παρουσιάζεται άρσιµη ασυνέχεια (ή «επουσιώδης» ασυνέχεια). Η f συµπεριφέρεται
άριστα γύρω από το x0, αλλά η τιµή της στο x0 είναι «λανθασµένη».

(ii) Τα πλευρικά όρια της f καθώς x→ x0 υπάρχουν αλλά είναι διαφορετικά:

lim
x→x−0

f(x) 6= lim
x→x+0

f(x).

Τότε λέµε ότι στο x0 παρουσιάζεται «ασυνέχεια α΄ είδους» (ή άλµα). Η διαφορά
limx→x+0

f(x)− limx→x−0
f(x) είναι το «άλµα» της f στο x0.

(iii) Το limx→x0 f(x) δεν υπάρχει (για παράδειγµα, κάποιο από τα πλευρικά όρια της f
καθώς x→ x0 δεν υπάρχει). Τότε, λέµε ότι στο x0 παρουσιάζεται ασυνέχεια ϐ΄ είδους
(ή «ουσιώδης ασυνέχεια».)

Παρατήρηση 4.4.22 (ασυνέχειες µονότονων συναρτήσεων). ΄Εστω I ένα διάστηµα και έστω
f : I → R µια µονότονη συνάρτηση. Τότε τα πλευρικά όρια της f υπάρχουν σε κάθε x0 ∈ I.
Συνεπώς, αν η f είναι ασυνεχής σε κάποιο x0 ∈ I, τότε ϑα παρουσιάζει άλµα στο x0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι η f είναι αύξουσα και ότι x0 είναι ένα εσωτερικό σηµείο του I.
Ορίζουµε

A−(x0) = {f(x) : x ∈ I, x < x0}.
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Το A−(x0) είναι µη κενό και άνω ϕραγµένο από το f(x0). Συνεπώς, ορίζεται ο `− =

supA−(x0). Από τον ορισµό του supremum έχουµε `− 6 f(x0). Θα δείξουµε ότι
limx→x−0

f(x) = `−.
΄Εστω ε > 0. Αφού ο `−−ε δεν είναι άνω ϕράγµα του συνόλου A−(x0), υπάρχει x < x0

στο I µε f(x) > `−− ε. Θέτουµε δ = x0− x. Τότε, για κάθε y ∈ (x0− δ, x0) έχουµε y ∈ I
(διότι το I είναι διάστηµα) και

`− − ε < f(x0 − δ) 6 f(y) 6 `− < `− + ε,

διότι η f είναι αύξουσα. ∆ηλαδή, αν y ∈ (x0 − δ, x0), τότε

|f(y)− `−| < ε.

Αυτό αποδεικνύει ότι limx→x−0
f(x) = `− 6 f(x0), και µε τον ίδιο τρόπο δείχνουµε ότι

υπάρχει το limx→x+0
f(x) = `+ > f(x0), όπου

`+ = inf
(
{f(x) : x ∈ I, x > x0}

)
.

Αν τα δύο πλευρικά όρια διαφέρουν, τότε έχουµε ασυνέχεια α΄ είδους (άλµα), ενώ αν είναι
ίσα, τότε f(x0) = limx→x−0

f(x) = limx→x+0
f(x), οπότε η f είναι συνεχής στο x0.

4.5 Συνέχεια αντίστροφης συνάρτησης

΄Εστω I ένα διάστηµα στο R. Ξεκινάµε από την παρατήρηση ότι µια 1-1 συνάρτηση f :

I → R δεν είναι υποχρεωτικά µονότονη. Πάρτε για παράδειγµα την f : (0, 2) → R που

ορίζεται από την f(x) =


4− x, 0 < x < 1

2, x = 1

x− 1, 1 < x < 2

. Η f είναι 1-1, όµως είναι ϕθίνουσα

στο (0, 1) και αύξουσα στο (1, 2).
Το ϑεώρηµα που ακολουθεί δείχνει ότι αν µια συνεχής συνάρτηση f : I → R είναι ένα

προς ένα, τότε είναι γνησίως µονότονη.

Θεώρηµα 4.5.1. ΄Εστω f : I → R συνεχής και 1-1 συνάρτηση. Τότε, η f είναι γνησίως

αύξουσα ή γνησίως ϕθίνουσα στο I.

Απόδειξη. Θα κάνουµε την απόδειξη σε τρία ϐήµατα.

Βήµα 1. Αν a, b, c ∈ I µε a < b < c, τότε : ή f(a) < f(b) < f(c) ή f(a) > f(b) > f(c).

Απόδειξη. Αφού η f είναι 1-1, οι f(a), f(b) και f(c) είναι διαφορετικοί ανά δύο. Μπορούµε
να υποθέσουµε ότι f(a) < f(b) (αλλιώς, ϑεωρούµε την−f ). Θα δείξουµε ότι f(a) < f(b) <

f(c), αποκλείοντας τις περιπτώσεις f(c) < f(a) και f(a) < f(c) < f(b).
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(i) Αν f(c) < f(a) < f(b) τότε από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής υπάρχει x ∈ (b, c) µε
f(x) = f(a), το οποίο είναι άτοπο, αφού a < x και η f είναι 1-1.

(ii) Αν f(a) < f(c) < f(b) τότε από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής υπάρχει y ∈ (a, b) µε
f(y) = f(c), το οποίο είναι επίσης άτοπο, αφού y < c και η f είναι 1-1.

Βήµα 2. Αν a, b, c, d ∈ I µε a < b < c < d, τότε : ή f(a) < f(b) < f(c) < f(d) ή
f(a) > f(b) > f(c) > f(d).

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι f(a) < f(b). Εφαρµόζοντας το Βήµα 1 για την
τριάδα a, b, c ϐλέπουµε ότι f(a) < f(b) < f(c). Εφαρµόζοντας ξανά το Βήµα 1 για την
τριάδα b, c, d ϐλέπουµε ότι f(b) < f(c) < f(d). ∆ηλαδή,

f(a) < f(b) < f(c) < f(d).

Ξεκινώντας από την υπόθεση ότι f(a) > f(b), δείχνουµε µε τον ίδιο τρόπο ότι

f(a) > f(b) > f(c) > f(d).

Βήµα 3. Σταθεροποιούµε δύο σηµεία a < b στο I. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι f(a) <

f(b). Θα δείξουµε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα, δείχνοντας ότι αν x, y ∈ I και x < y,
τότε f(x) < f(y).

Αν x = a και y = b, τότε f(x) = f(a) < f(b) = f(y). Αλλιώς, ανάλογα µε τη διάταξη
των x, y στην τετράδα a, b, x, y, το Βήµα 2 (ή το Βήµα 1 αν x = a ή y = b) δείχνει ότι η
ίδια διάταξη ϑα ισχύει για τις εικόνες f(x), f(y) στην τετράδα f(a), f(b), f(x), f(y). Για
παράδειγµα, αν x < a < b < y τότε f(x) < f(a) < f(b) < f(y), άρα f(x) < f(y). Αν
a < x = b < y τότε f(a) < f(x) = f(b) < f(y), άρα f(x) < f(y). 2

∆εν είναι δύσκολο να περιγράψει κανείς την εικόνα f(I) µιας συνεχούς και 1-1 συνάρ-
τησης f : I → R. Ας υποθέσουµε για παράδειγµα ότι το I είναι ένα κλειστό διάστηµα [a, b]

και ότι η f είναι γνησίως αύξουσα (από το Θεώρηµα 4.5.1 η f είναι γνησίως µονότονη).
Τότε, η εικόνα της f είναι το κλειστό διάστηµα [f(a), f(b)]. Αν το I είναι διάστηµα ανοικτό
σε κάποιο ή και στα δύο από τα άκρα του (ή διάστηµα µε άκρο κάποιο από τα ±∞),
τότε, όπως είδαµε, η εικόνα f(I) της f είναι κάποιο διάστηµα. Ορίζουµε την αντίστροφη

συνάρτηση f−1 : f(I)→ I ως εξήσ: αν y ∈ f(I), υπάρχει µοναδικό x ∈ I ώστε f(x) = y.
Θέτουµε f−1(y) = x. ∆ηλαδή,

f−1(y) = x⇐⇒ f(x) = y.

Παρατηρήστε ότι η f−1 έχει την ίδια µονοτονία µε την f . Για παράδειγµα, ας υποθέσουµε
ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. ΄Εστω y1, y2 ∈ f(I) µε y1 < y2. Αν ήταν f−1(y1) > f−1(y2),
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τότε ϑα είχαµε

f(f−1(y1)) > f(f−1(y2)), δηλαδή y1 > y2.

Αυτό είναι άτοπο, άρα f−1(y1) < f−1(y2).
Θα δείξουµε ότι η αντίστροφη συνεχούς και 1-1 συνάρτησης είναι επίσης συνεχής.

Θεώρηµα 4.5.2. ΄Εστω f : I → R συνεχής και 1-1 συνάρτηση. Τότε, η f−1 : f(I) → R
είναι συνεχής.

Απόδειξη. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα. ΄Εστω y0 ∈ f(I).
Υποθέτουµε ότι το y0 δεν είναι άκρο του f(I) (οι άλλες περιπτώσεις ελέγχονται όµοια).
Τότε, y0 = f(x0) για κάποιο εσωτερικό σηµείο του I.

΄Εστω ε > 0. Μπορούµε να υποθέσουµε ότι x0 − ε, x0 + ε ∈ I (ούτως ή άλλως, για να
ελέγξουµε τη συνέχεια µας ενδιαφέρουν τα µικρά ε > 0). Θέλουµε να ϐρούµε δ > 0 ώστε

|y − y0| < δ και y ∈ f(I) =⇒ |f−1(y)− x0| < ε.

Για την επιλογή του δ δουλεύουµε ως εξής: αφού f(x0 − ε) < y0 = f(x0) < f(x0 + ε),
υπάρχουν δ1, δ2 > 0 ώστε f(x0 − ε) = y0 − δ1 και f(x0 + ε) = y0 + δ2. Επιλέγουµε
δ = min{δ1, δ2} > 0.

Αν |y − y0| < δ, τότε f(x0 − ε) < y < f(x0 + ε). Από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής,
υπάρχει x ∈ I ώστε f(x) = y. Το x είναι µοναδικό γιατί η f είναι 1-1, και

x0 − ε < x < x0 + ε

γιατί η f−1 είναι γνησίως αύξουσα. ΄Αρα, |f−1(y) − f−1(y0)| = |x − x0| < ε. ∆ηλαδή, η
f−1 είναι συνεχής στο y0. 2

4.5.1 Λογαριθµική συνάρτηση

΄Εστω a ∈ (0,+∞), a 6= 1. ΄Εχουµε ορίσει την εκθετική συνάρτηση fa : R → (0,+∞)

µε fa(x) = ax και δείξαµε ότι είναι γνησίως αύξουσα αν a > 1 και γνησίως ϕθίνουσα αν
0 < a < 1.

Παρατηρήστε ότι η fa είναι επί του (0,+∞). Ας δούµε για παράδειγµα την περίπτωση
a > 1: έστω y > 0. Γνωρίζουµε ότι η ακολουθία an → +∞ και η ακολουθία a−n → 0.
Συνεπώς, υπάρχει n0 ∈ N ώστε

a−n0 < y < an0 .

Η fa είναι συνεχής, οπότε, εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής στο [−n0, n0]

ϐρίσκουµε x ∈ (−n0, n0) ώστε fa(x) = ax = y.
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Ορίζεται λοιπόν η αντίστροφη συνάρτηση f−1
a : (0,+∞) → R και το Θεώρηµα 4.5.2

δείχνει ότι η f−1
a είναι συνεχής. Θα συµβολίζουµε την f−1

a µε loga (λογαριθµική συνάρτηση

µε ϐάση a).
Εντελώς ανάλογα αποδεικνύεται ότι : αν 0 < a < 1 τότε η fa είναι επί του (0,+∞).

Ορίζεται λοιπόν και πάλι η loga = f−1
a στο (0,+∞).

Συµβολισµός. Συµφωνούµε να γράφουµε exp για την fe (την εκθετική συνάρτηση µε ϐάση
τον e) και ln για την loge (την λογαριθµική συνάρτηση µε ϐάση τον e). Παρατηρήστε ότι :
για κάθε a > 0,

(i) ax = exp(x log a) = ex log a.

(ii) loga(x) = lnx
ln a , αν a 6= 1.

Χρησιµοποιώντας την ϐασική ιδιότητα ax+y = axay της εκθετικής συνάρτησης, ελέγξτε ότι :
αν a 6= 1 και x, y > 0, τότε

loga(xy) = loga(x) + loga(y).

Η µονοτονία και η συµπεριφορά των συναρτήσεων x 7→ ax και x 7→ loga(x) στα «άκρα» του
πεδίου ορισµού τους περιγράφονται από την επόµενη πρόταση (η απόδειξή της είναι µια
απλή άσκηση).

Πρόταση 4.5.3 (µονοτονία και συµπεριφορά στα άκρα).

(i) Αν 0 < a < 1, τότε η ax είναι γνησίως ϕθίνουσα και

lim
x→−∞

ax = +∞ και lim
x→+∞

ax = 0.

(ii) Αν a > 1, τότε η ax είναι γνησίως αύξουσα και

lim
x→−∞

ax = 0 και lim
x→+∞

ax = +∞.

(iii) Αν 0 < a < 1, τότε η loga(x) είναι γνησίως ϕθίνουσα και

lim
x→0+

loga(x) = +∞ και lim
x→+∞

loga(x) = −∞.

(iv) Αν a > 1, τότε η loga(x) είναι γνησίως αύξουσα και

lim
x→0+

loga(x) = −∞ και lim
x→+∞

loga(x) = +∞.
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4.6 Οµοιόµορφη συνέχεια

Πριν δώσουµε τον ορισµό της οµοιόµορφης συνέχειας, ϑα εξετάσουµε πιο προσεκτικά δύο
απλά παραδείγµατα συνεχών συναρτήσεων.

(α) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = x, x ∈ R. Γνωρίζουµε ότι η f είναι συνεχής στο R,
κάτι που εύκολα επιβεβαιώνουµε αυστηρά χρησιµοποιώντας τον ορισµό της συνέχειας:

΄Εστω x0 ∈ R και έστω ε > 0. Ζητάµε δ > 0 ώστε

|x− x0| < δ =⇒ |f(x)− f(x0)| < ε, δηλαδή |x− x0| < ε.

Η επιλογή του δ είναι προφανής: αρκεί να πάρουµε δ = ε. Παρατηρήστε ότι το δ που
ϐρήκαµε εξαρτάται µόνο από το ε που δόθηκε και όχι από το συγκεκριµένο σηµείο x0.
Η συνάρτηση f µεταβάλλεται µε τον «ίδιο ϱυθµό» σε ολόκληρο το πεδίο ορισµού της: αν
x, y ∈ R και |x− y| < ε, τότε |f(x)− f(y)| < ε.

(ϐ) Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση g(x) = x2, x ∈ R. Είναι πάλι γνωστό ότι η g είναι
συνεχής στο R (αφού g = f · f ). Αν ϑελήσουµε να το επιβεβαιώσουµε µε τον εψιλοντικό
ορισµό, ϑεωρούµε x0 ∈ R και ε > 0, και Ϲητάµε δ > 0 µε την ιδιότητα

|x− x0| < δ =⇒ |x2 − x2
0| < ε.

΄Ενας τρόπος για να επιλέξουµε κατάλληλο δ είναι ο εξής. Συµφωνούµε από την αρχή ότι
ϑα πάρουµε 0 < δ 6 1, οπότε

|x2 − x2
0| = |x− x0| · |x+ x0| 6 (|x|+ |x0|) · |x− x0|

6 (2|x0|+ 1)|x− x0|.

Αν λοιπόν επιλέξουµε

δ = min

{
1,

ε

2|x0|+ 1

}
,

τότε

|x− x0| < δ =⇒ |x2 − x2
0| < (2|x0|+ 1)δ 6 ε.

΄Αρα, η g είναι συνεχής στο x0. Παρατηρήστε όµως ότι το δ που επιλέξαµε δεν εξαρτάται
µόνο από το ε που µας δόθηκε, αλλά και από το σηµείο x0 στο οποίο ελέγχουµε την
συνέχεια της g. Η επιλογή που κάναµε δείχνει ότι όσο πιο µακριά ϐρίσκεται το x0 από το
0, τόσο πιο µικρό πρέπει να επιλέξουµε το δ.

Θα µπορούσε ϐέβαια να πει κανείς ότι ίσως υπάρχει καλύτερος τρόπος επιλογής του
δ, ακόµα και ανεξάρτητος από το σηµείο x0. Ας υποθέσουµε ότι υπάρχει δ > 0 ώστε : αν
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x, y ∈ R και |y − x| < δ τότε |y2 − x2| < ε. Αφού για κάθε x ∈ R έχουµε
∣∣x+ δ

2 − x
∣∣ =

δ
2 < δ, πρέπει, για κάθε x ∈ R να ισχύει η∣∣∣∣∣

(
x+

δ

2

)2

− x2

∣∣∣∣∣ < ε.

Ειδικότερα, για κάθε x > 0 πρέπει να ισχύει η

δx < δx+
δ2

4
=

∣∣∣∣∣
(
x+

δ

2

)2

− x2

∣∣∣∣∣ < ε.

΄Οµως τότε, για κάθε x > 0 ϑα είχαµε

x <
ε

δ
.

Αυτό είναι άτοπο: το R ϑα ήταν άνω ϕραγµένο.

Τα παραδείγµατα που δώσαµε δείχνουν µια «παράλειψή» µας στον ορισµό της συνέ-
χειας. ΄Ενας πιο προσεκτικός ορισµός ϑα ήταν ο εξήσ:

Η f : A→ R είναι συνεχής στο x0 ∈ A αν για κάθε ε > 0 υπάρχει δ(ε, x0) > 0

ώστε : αν x ∈ A και |x− x0| < δ, τότε |f(x)− f(x0)| < ε.

Ο συµβολισµός δ(ε, x0) ϑα έδειχνε ότι το δ εξαρτάται τόσο από το ε όσο και από το σηµείο
x0. Οι συναρτήσεις (όπως η f(x) = x) που µας επιτρέπουν να επιλέγουµε το δ ανεξάρτητα
από το x0 λέγονται οµοιόµορφα συνεχείς:

Ορισµός 4.6.1. ΄Εστω f : A→ R µια συνάρτηση. Λέµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής

στο A αν για κάθε ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε δ = δ(ε) > 0 ώστε

αν x, y ∈ A και |x− y| < δ τότε |f(x)− f(y)| < ε.

Παραδείγµατα

(α) Η f(x) = x είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R.

(ϐ) Η g(x) = x2 δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R.

(γ) Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) = x2 του (ϐ), περιορισµένη όµως στο κλειστό διάστηµα
[−M,M ], όπου M > 0. Τότε, για κάθε x, y ∈ [−M,M ] έχουµε

|g(y)− g(x)| = |y2 − x2| = |x+ y| · |y − x| 6 2M · |y − x|.

∆ίνεται ε > 0. Αν επιλέξουµε δ(ε) = ε
2M τότε για κάθε x, y ∈ [−M,M ] µε |x − y| < δ

έχουµε
|g(y)− g(x)| 6 2M · |y − x| < 2Mδ = ε.

∆ηλαδή, η g είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [−M,M ].

Το παράδειγµα (γ) οδηγεί στον εξής ορισµό.
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Ορισµός 4.6.2. ΄Εστω f : A→ R µια συνάρτηση. Λέµε ότι η f είναι Lipschitz συνεχής αν
υπάρχει M > 0 ώστε : για κάθε x, y ∈ A

|f(x)− f(y)| 6M |x− y|.

Πρόταση 4.6.3. Κάθε Lipschitz συνεχής συνάρτηση είναι οµοιόµορφα συνεχής.

Απόδειξη. ΄Εστω f : A→ R και M > 0 ώστε |f(x)− f(y)| 6 M |x− y| για κάθε x, y ∈ A.
Αν µας δώσουν ε > 0, επιλέγουµε δ = ε

M . Τότε, για κάθε x, y ∈ A µε |x− y| < δ έχουµε

|f(x)− f(y)| 6M |x− y| < Mδ = ε.

΄Επεται ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο A. 2

Από τη συζήτηση που προηγήθηκε του ορισµού της οµοιόµορφης συνέχειας, είναι
λογικό να περιµένουµε ότι οι οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις είναι συνεχείς. Αυτό
αποδεικνύεται µε απλή σύγκριση των δύο ορισµών:

Πρόταση 4.6.4. Αν η f : A→ R είναι οµοιόµορφα συνεχής, τότε είναι συνεχής.

Απόδειξη. Πράγµατι : έστω x0 ∈ A και ε > 0. Από τον ορισµό της οµοιόµορφης συνέχειας,
υπάρχει δ > 0 ώστε αν x, y ∈ A και |x− y| < δ τότε |f(x)− f(y)| < ε.

Επιλέγουµε αυτό το δ. Αν x ∈ A και |x − x0| < δ, τότε |f(x) − f(x0)| < ε (πάρτε
y = x0). Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, η f είναι συνεχής στο x0. 2

4.6.1 Χαρακτηρισµός της οµοιόµορφης συνέχειας µέσω ακολουθιών

Θυµηθείτε τον χαρακτηρισµό της συνέχειας µέσω ακολουθιών : αν f : A → R, τότε η f

είναι συνεχής στο x0 ∈ A αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία (xn) µε xn ∈ A και xn → x0,
ισχύει f(xn)→ f(x0).

Ο αντίστοιχος χαρακτηρισµός της οµοιόµορφης συνέχειας έχει ως εξής:

Θεώρηµα 4.6.5. ΄Εστω f : A → R µια συνάρτηση. Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο A

αν και µόνο αν για κάθε Ϲευγάρι ακολουθιών (xn), (yn) στο A µε xn − yn → 0 ισχύει

f(xn)− f(yn)→ 0.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο A. ΄Εστω (xn), (yn)

δύο ακολουθίες στο A µε xn − yn → 0. Θα δείξουµε ότι f(xn)− f(yn)→ 0:
΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό της οµοιόµορφης συνέχειας, υπάρχει δ > 0 ώστε

αν x, y ∈ A και |x− y| < δ τότε |f(x)− f(y)| < ε.
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Αφού xn − yn → 0, υπάρχει n0(δ) ∈ N ώστε : αν n > n0 τότε |xn − yn| < δ. ΄Εστω n > n0.
Τότε, |xn − yn| < δ και xn, yn ∈ A, οπότε

|f(xn)− f(yn)| < ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, συµπεραίνουµε ότι f(xn)− f(yn)→ 0.
Αντίστροφα: ας υποθέσουµε ότι

αν xn, yn ∈ A και xn − yn → 0 τότε f(xn)− f(yn)→ 0.

Θα δείξουµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο A. ΄Εστω ότι δεν είναι. Τότε, υπάρχει
ε > 0 µε την εξής ιδιότητα :

Για κάθε δ > 0 υπάρχουν xδ, yδ ∈ A µε |xδ− yδ| < δ αλλά |f(xδ)− f(yδ)| > ε.

Επιλέγοντας διαδοχικά δ = 1, 1
2 , . . . ,

1
n , . . ., ϐρίσκουµε Ϲευγάρια xn, yn ∈ A ώστε

|xn − yn| <
1

n
αλλά |f(xn)− f(yn)| > ε.

Θεωρούµε τις ακολουθίες (xn), (yn). Από την κατασκευή έχουµε xn − yn → 0, αλλά από
την |f(xn) − f(yn)| > ε για κάθε n ∈ N ϐλέπουµε ότι δεν µπορεί να ισχύει η f(xn) −
f(yn) → 0 (εξηγήστε γιατί). Αυτό είναι άτοπο, άρα η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο A.
2

Παραδείγµατα

(α) Θεωρούµε τη συνάρτηση f(x) = 1
x στο (0, 1]. Η f είναι συνεχής αλλά δεν είναι οµοιό-

µορφα συνεχής. Για να το δούµε, αρκεί να ϐρούµε δύο ακολουθίες (xn), (yn) στο (0, 1]

που να ικανοποιούν την xn − yn → 0 αλλά να µην ικανοποιούν την 1
xn
− 1

yn
→ 0.

Παίρνουµε xn = 1
n και yn = 1

2n . Τότε, xn, yn ∈ (0, 1] και

xn − yn =
1

n
− 1

2n
=

1

2n
→ 0

αλλά
f(xn)− f(yn) =

1

xn
− 1

yn
= n− 2n = −n→ −∞.

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) = x2 στο R. Ορίζουµε xn = n+ 1
n και yn = n. Τότε,

xn − yn =
1

n
→ 0

αλλά

g(xn)− g(yn) =

(
n+

1

n

)2

− n2 = 2 +
1

n2
→ 2 6= 0.
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΄Αρα, η g δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής στο R.

(γ) Ορίζουµε f(x) = cos(x2), x ∈ R. Η f είναι συνεχής στο R και |f(x)| 6 1 για κάθε
x ∈ R. ∆ηλαδή, η f είναι επιπλέον ϕραγµένη. ΄Οµως η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής:
για να το δείτε, ϑεωρήστε τις ακολουθίες

xn =
√

(n+ 1)π και yn =
√
nπ.

Τότε,

xn − yn =
√

(n+ 1)π −
√
nπ =

(n+ 1)π − nπ√
(n+ 1)π +

√
nπ

=
π√

(n+ 1)π +
√
nπ
→ 0,

αλλά
|f(xn)− f(yn)| = | cos((n+ 1)π)− cos(nπ)| = 2

για κάθε n ∈ N. Από το Θεώρηµα 4.6.5 έπεται το συµπέρασµα. Υπάρχουν λοιπόν ϕραγ-
µένες συνεχείς συναρτήσεις που δεν είναι οµοιόµορφα συνεχείς (σχεδιάστε τη γραφική
παράσταση της cos(x2) για να δείτε το λόγο: για µεγάλα x, η f ανεβαίνει από την τιµή −1

στην τιµή 1 και κατεβαίνει από την τιµή 1 στην τιµή −1 όλο και πιο γρήγορα - ο ϱυθµός
µεταβολής της γίνεται πολύ µεγάλος).

4.6.2 Συνεχείς συναρτήσεις σε κλειστά διαστήµατα

Είδαµε ότι η συνάρτηση g(x) = x2 δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής στο I = R αλλά είναι
οµοιόµορφα συνεχής σε κάθε διάστηµα της µορφής I = [−M,M ], M > 0 (οσοδήποτε
µεγάλο κι αν είναι το M ). Αυτό που ισχύει γενικά είναι ότι κάθε συνεχής συνάρτηση
f : [a, b]→ R είναι οµοιόµορφα συνεχής:

Θεώρηµα 4.6.6. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Τότε, η f είναι οµοιόµορφα

συνεχής στο [a, b].

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε ότι η f δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής. Τότε, µπορούµε να
ϐρούµε ε > 0 και δύο ακολουθίες (xn), (yn) στο [a, b] µε xn−yn → 0 και |f(xn)−f(yn)| >
ε για κάθε n ∈ N.

Αφού a 6 xn, yn 6 b για κάθε n ∈ N, οι (xn) και (yn) είναι ϕραγµένες ακολουθίες. Από
το Θεώρηµα Bolzano-Weierstrass, υπάρχει υπακολουθία (xkn) της (xn) η οποία συγκλίνει
σε κάποιο x ∈ R. Αφού a 6 xkn 6 b για κάθε n, συµπεραίνουµε ότι a 6 x 6 b. ∆ηλαδή,

xkn → x ∈ [a, b].

Παρατηρήστε ότι xkn − ykn → 0, άρα

ykn = xkn − (xkn − ykn)→ x− 0 = x.
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Από τη συνέχεια της f στο x έπεται ότι

f(xkn)→ f(x) και f(ykn)→ f(x).

∆ηλαδή,
f(xkn)− f(ykn)→ x− x = 0.

Αυτό είναι άτοπο, αφού |f(xkn)− f(ykn)| > ε για κάθε n ∈ N. ΄Αρα, η f είναι οµοιόµορφα
συνεχής στο [a, b]. 2

Παρατήρηση 4.6.7. Το γεγονός ότι η f ήταν ορισµένη στο κλειστό διάστηµα [a, b] χρησι-
µοποιήθηκε µε δύο τρόπους. Πρώτον, µπορέσαµε να ϐρούµε συγκλίνουσες υπακολουθίες
των (xn), (yn) (ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass). ∆εύτερον, µπορούσαµε να πούµε ότι το
κοινό όριο x αυτών των υπακολουθιών εξακολουθεί να ϐρίσκεται στο πεδίο ορισµού [a, b]

της f . Χρησιµοποιήσαµε δηλαδή το εξήσ:

αν a 6 zn 6 b και zn → z, τότε a 6 z 6 b.

Το επόµενο ϑεώρηµα αποδεικνύει ότι οι οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις έχουν την
εξής «καλή ιδιότητα»: απεικονίζουν ϐασικές ακολουθίες σε ϐασικές ακολουθίες. Αυτό δεν
ισχύει για όλες τις συνεχείς συναρτήσεις: ϑεωρήστε την f(x) = 1

x στο (0, 1]. Η xn = 1
n

είναι ϐασική ακολουθία στο (0, 1], όµως η f(xn) = n δεν είναι ϐασική ακολουθία.

Θεώρηµα 4.6.8. ΄Εστω f : A → R οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση και έστω (xn) ϐασική

ακολουθία στο A. Τότε, η (f(xn)) είναι ϐασική ακολουθία.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x, y ∈ A και |x−y| < δ τότε |f(x)−f(y)| <
ε. Η (xn) είναι ϐασική ακολουθία, άρα υπάρχει n0(δ) ώστε

αν m,n > n0(δ), τότε |xn − xm| < δ.

΄Οµως τότε,
|f(xn)− f(xm)| < ε.

Βρήκαµε n0 ∈ N µε την ιδιότητα

αν m,n > n0(δ) τότε |f(xn)− f(xm)| < ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, η (f(xn)) είναι ϐασική ακολουθία. 2

Είδαµε ότι κάθε συνεχής συνάρτηση f ορισµένη σε κλειστό διάστηµα είναι οµοιόµορφα
συνεχής. Θα εξετάσουµε το εξής ερώτηµα: ΄Εστω f : (a, b)→ R συνεχής συνάρτηση. Πώς
µπορούµε να ελέγξουµε αν η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο (a, b);
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Θεώρηµα 4.6.9. ΄Εστω f : (a, b)→ R συνεχής συνάρτηση. Η f είναι οµοιόµορφα συνεχής

στο (a, b) αν και µόνο αν υπάρχουν τα lim
x→a+

f(x) και lim
x→b−

f(x).

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι υπάρχουν τα lim
x→a+

f(x) και lim
x→b−

f(x). Ορίζουµε µια

«επέκταση» g της f στο [a, b], ϑέτοντας: g(a) = lim
x→a+

f(x), g(b) = lim
x→b−

f(x) και g(x) =

f(x) αν x ∈ (a, b).
Η g είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b] (εξηγήστε γιατί), άρα οµοιόµορφα συνε-

χής. Θα δείξουµε ότι η f είναι κι αυτή οµοιόµορφα συνεχής στο (a, b). ΄Εστω ε > 0. Αφού
η g είναι οµοιόµορφα συνεχής, υπάρχει δ > 0 ώστε : αν x, y ∈ [a, b] και |x − y| < δ τότε
|g(x)− g(y)| < ε.

Θεωρούµε x, y ∈ (a, b) µε |x− y| < δ. Τότε, από τον ορισµό της g έχουµε

|f(x)− f(y)| = |g(x)− g(y)| < ε.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο (a, b) και δείχνουµε ότι
υπάρχει το limx→a+ f(x) (η ύπαρξη του άλλου πλευρικού ορίου αποδεικνύεται µε τον ίδιο
τρόπο).

Θα δείξουµε ότι αν (xn) είναι ακολουθία στο (a, b) µε xn → a, τότε η (f(xn)) συγκλίνει.
Αυτό είναι άµεσο από το Θεώρηµα : η (xn) συγκλίνει, άρα η (xn) είναι ϐασική ακολουθία,
άρα η (f(xn)) είναι ϐασική ακολουθία, άρα η (f(xn)) συγκλίνει σε κάποιον πραγµατικό
αριθµό `.

Επίσης, το όριο της (f(xn)) είναι ανεξάρτητο από την επιλογή της (xn): έστω (yn) µια
άλλη ακολουθία στο (a, b) µε yn → a. Τότε, xn − yn → 0. Από το Θεώρηµα 4.6.5,

f(xn)− f(yn)→ 0.

Ξέρουµε ήδη ότι lim
n→∞

f(xn) = `, άρα

f(yn) = f(xn)− (f(xn)− f(yn))→ `+ 0 = `.

Από την αρχή της µεταφοράς (για το όριο συνάρτησης) έπεται ότι lim
x→a+

f(x) = `. 2

4.7 Ασκήσεις

Α΄ Οµάδα

1. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή
σας).

(α) Αν η f : R → R είναι συνεχής στο x0 και f(x0) = 1, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε : για κάθε
x ∈ (x0 − δ, x0 + δ) ισχύει f(x) > 4

5 .
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(ϐ) Η f : N→ R µε f(x) = 1
x είναι συνεχής.

(γ) Η συνάρτηση f : R → R που ορίζεται από τις: f(x) = 0 αν x ∈ N και f(x) = 1 αν x /∈ N,
είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο αν x0 /∈ N.

(δ) Υπάρχει f : R → R που είναι ασυνεχής στα σηµεία 0, 1, 12 , . . . ,
1
n , . . . και συνεχής σε όλα τα

άλλα σηµεία.

(ε) Υπάρχει f : R → R που είναι ασυνεχής στα σηµεία 1, 12 , . . . ,
1
n , . . . και συνεχής σε όλα τα

άλλα σηµεία.

(στ) Υπάρχει συνάρτηση f : R→ R που είναι συνεχής στο 0 και ασυνεχής σε όλα τα άλλα σηµεία.

(Ϲ) Αν η f : R→ R είναι συνεχής σε κάθε άρρητο x, τότε είναι συνεχής σε κάθε x.

(η) Αν η f είναι συνεχής στο (a, b) και f(q) = 0 για κάθε ϱητό q ∈ (a, b), τότε f(x) = 0 για κάθε
x ∈ (a, b).

(ϑ) Αν f
(
1
n

)
= (−1)n για κάθε n ∈ N, τότε η f είναι ασυνεχής στο σηµείο 0.

(ι) Αν η f : R→ R είναι συνεχής και f(0) = −f(1) τότε υπάρχει x0 ∈ [0, 1] ώστε f(x0) = 0.

(ια) Αν η f : (a, b)→ R είναι συνεχής, τότε η f παίρνει µέγιστη και ελάχιστη τιµή στο (a, b).

(ιβ) Αν η f είναι συνεχής στο [a, b] τότε η f είναι ϕραγµένη στο [a, b].

(ιγ) Αν lim
x→0

g(x) = 0 τότε lim
x→0

g(x) sin 1
x = 0.

2. ΄Εστω n ∈ N.
(α) ∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(x) = [x] +

[
x+

1

n

]
+ · · ·+

[
x+

n− 1

n

]
− [nx]

είναι περιοδική µε περίοδο 1/n. ∆ηλαδή, f
(
x+ 1

n

)
= f(x) για κάθε x ∈ R.

(ϐ) Υπολογίστε την τιµή f(x) όταν 0 6 x < 1/n.

(γ) ∆είξτε την ταυτότητα

[nx] = [x] +

[
x+

1

n

]
+ · · ·+

[
x+

n− 1

n

]
για κάθε x ∈ R και κάθε n ∈ N.

3. ΄Εστω f : X → R συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει M > 0 ώστε |f(x)− f(y)| 6M · |x− y|,
για κάθε x ∈ X και y ∈ X. ∆είξτε ότι η f είναι συνεχής.

4. ΄Εστω f : R→ R συνάρτηση µε |f(x)| 6 |x| για κάθε x ∈ R.

(α) ∆είξτε ότι η f είναι συνεχής στο 0.

(ϐ) ∆ώστε παράδειγµα µιας τέτοιας f που να είναι ασυνεχής σε κάθε x 6= 0.



4.7. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 143

5. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση και έστω a1 ∈ R. Ορίζουµε an+1 = f(an) για n = 1, 2, . . ..
Αν an → a ∈ R τότε f(a) = a.

6. ΄Εστω f, g : R→ R συνεχείς συναρτήσεις. ∆είξτε ότι :

(α) Αν f(x) = 0 για κάθε x ∈ Q, τότε f(y) = 0 για κάθε y ∈ R.

(ϐ) Αν f(x) = g(x) για κάθε x ∈ Q, τότε f(y) = g(y) για κάθε y ∈ R.

(γ) Αν f(x) 6 g(x) για κάθε x ∈ Q, τότε f(y) 6 g(y) για κάθε y ∈ R.

7. ΄Εστω α, β, γ > 0 και λ < µ < ν. ∆είξτε ότι η εξίσωση

α

x− λ
+

β

x− µ
+

γ

x− ν
= 0

έχει τουλάχιστον µία ϱίζα σε καθένα από τα διαστήµατα (λ, µ) και (µ, ν).

8. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ορίου, δείξτε ότι

lim
x→0

√
1 + x−

√
1− x

x
= 1 και lim

x→+∞

√
x
(√
x+ a−

√
x
)

=
a

2
, a ∈ R.

9. Εξετάστε αν υπάρχουν τα παρακάτω όρια και, αν ναι, υπολογίστε τα.

(α) lim
x→2

x3−8
x−2 , (ϐ) lim

x→x0

[x], (γ) lim
x→x0

(x− [x]).

10. ΄Εστω f : R→ R µε f(x) =

{
x αν x ϱητός
−x αν x άρρητος

. ∆είξτε ότι lim
x→0

f(x) = 0 και ότι αν x0 6= 0

τότε δεν υπάρχει το lim
x→x0

f(x).

11. Εξετάστε αν είναι συνεχείς οι ακόλουθες συναρτήσεις:

(α) f : R→ R µε f(x) =

{
sin x
x αν x 6= 0

0 αν x = 0

(ϐ) fk : [−1, 0]→ R µε fk(x) =

{
xk sin 1

x αν x 6= 0

0 αν x = 0
(k = 0, 1, 2, . . .)

(γ) f : R→ R µε f(x) =

{
1
x sin 1

x2 αν x 6= 0

0 αν x = 0

12. ΄Εστω f, g : R→ R δύο συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν τα lim
x→x0

f(x), lim
x→x0

g(x).

(α) ∆είξτε ότι αν f(x) 6 g(x) για κάθε x ∈ R, τότε lim
x→x0

f(x) 6 lim
x→x0

g(x).

(ϐ) ∆ώστε ένα παράδειγµα όπου f(x) < g(x) για κάθε x ∈ R ενώ lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x).
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13. ΄Εστω X ⊂ R, f, g : X → R δύο συναρτήσεις και έστω x0 ∈ R ένα σηµείο συσσώρευσης του
X. Υποθέτουµε ότι ύπάρχει δ > 0 ώστε η f να είναι ϕραγµένη στο (x0 − δ, x0 + δ) ∩ X και ότι
lim
x→x0

g(x) = 0. ∆είξτε ότι lim
x→x0

f(x)g(x) = 0.

14. ΄Εστω f : [a, b]→ [a, b] συνεχής συνάρτηση. Να δειχθεί ότι υπάρχει x ∈ [a, b] µε f(x) = x.

15. ΄Εστω f : (0, 1) → R συνεχής συνάρτηση µε την εξής ιδιότητα : f(x) = x2 για κάθε ϱητό
x ∈ (0, 1). Να ϐρεθεί το f

(√
2
2

)
. Αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή σας.

16. ΄Εστω f : [0, 2] → R συνεχής συνάρτηση µε f(0) = f(2). ∆είξτε ότι υπάρχει x ∈ [0, 1] µε
f(x+ 1) = f(x).

17. Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο [0, 1] και f(0) = f(1). ΄Εστω n ∈ N. ∆είξτε ότι υπάρχει
x ∈

[
0, 1− 1

n

]
ώστε f(x) = f

(
x+ 1

n

)
.

18. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και x1, x2 ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι για κάθε t ∈ [0, 1]

υπάρχει yt ∈ [a, b] ώστε
f(yt) = tf(x1) + (1− t)f(x2).

19. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση, και x1, x2, . . . , xn ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι υπάρχει y ∈ [a, b]

ώστε
f(y) =

f(x1) + f(x2) + · · ·+ f(xn)

n
.

Β΄ Οµάδα

20. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : R → R µε f(x) =

{
x αν x ∈ Q
x3 αν x /∈ Q

είναι συνεχής µόνο στα

σηµεία −1, 0, 1.

21. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση µε την εξής ιδιότητα : για κάθε x ∈ [a, b] ισχύει
|f(x)| = 1. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

22. ΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχείς συναρτήσεις που ικανοποιούν την f2(x) = g2(x) για κάθε
x ∈ [a, b]. Υποθέτουµε επίσης ότι f(x) 6= 0 για κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι g ≡ f ή g ≡ −f στο [a, b].

23. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα f(x) ∈ Q για κάθε x ∈ [0, 1]. ∆είξτε
ότι η f είναι σταθερή συνάρτηση.

24. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση µε f(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι υπάρχει
ξ > 0 ώστε f(x) > ξ για κάθε x ∈ [a, b].

Ισχύει το συµπέρασµα αν αντικαταστήσουµε το διάστηµα [a, b] µε το διάστηµα (a, b];

25. ΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχείς συναρτήσεις που ικανοποιούν την f(x) > g(x) για κάθε
x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι υπάρχει ρ > 0 ώστε f(x) > g(x) + ρ για κάθε x ∈ [a, b].
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26. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής σε κάθε σηµείο του [a, b]. Υποθέτουµε ότι για κάθε x ∈ [a, b]

υπάρχει y ∈ [a, b] ώστε |f(y)| 6 1
2 |f(x)|. ∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε f(x0) = 0.

27. ΄Εστω f, g : [a, b] → R συνεχείς συναρτήσεις µε f(x) < g(x) για κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι
max(f) < max(g).

28. ΄Εστω f, g : [a, b] → [c, d] συνεχείς και επί συναρτήσεις. ∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε
f(ξ) = g(ξ).

29. ∆είξτε ότι αν a, b > 0 τότε

lim
x→0+

x

a

[
b

x

]
=
b

a
και lim

x→0+

b

x

[x
a

]
= 0.

Τι γίνεται όταν x→ 0−;

30. ΄Εστω f : R → R µε f(x) = 1 αν x ∈
{

1
n : n ∈ N

}
και 0 αλλιώς. Εξετάστε αν υπάρχει το

lim
x→0

f(x).

31. ΄Εστω f : R → R περιοδική συνάρτηση µε περίοδο T > 0. Υποθέτουµε ότι υπάρχει το
lim

x→+∞
f(x) = b ∈ R. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

32. ΄Εστω P (x) = amx
m + · · · + a1x + a0 πολυώνυµο µε την ιδιότητα a0am < 0. ∆είξτε ότι η

εξίσωση P (x) = 0 έχει ϑετική πραγµατική ϱίζα.

33. ΄Εστω f : R → R συνεχής και ϕθίνουσα συνάρτηση. ∆είξτε ότι η f έχει µοναδικό σταθερό
σηµείο : υπάρχει ακριβώς ένας πραγµατικός αριθµός x0 για τον οποίο

f(x0) = x0.

34. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση µε f(x) > 0 για κάθε x ∈ R και

lim
x→−∞

f(x) = lim
x→+∞

f(x) = 0.

∆είξτε ότι η f παίρνει µέγιστη τιµή: υπάρχει y ∈ R ώστε f(y) > f(x) για κάθε x ∈ R.

35. (α) ΄Εστω g : [0,+∞) → R συνεχής συνάρτηση. Αν g(x) 6= 0 για κάθε x > 0 δείξτε ότι η g

διατηρεί πρόσηµο: ή g(x) > 0 για κάθε x > 0 ή g(x) < 0 για κάθε x > 0.

(ϐ) ΄Εστω f : [0,+∞) → [0,+∞) συνεχής συνάρτηση. Αν f(x) 6= x για κάθε x > 0, δείξτε ότι
lim

x→+∞
f(x) = +∞.

36. Υποθέτουµε ότι η f : [a,+∞)→ R είναι συνεχής και ότι

lim
x→+∞

f(x) = +∞.
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∆είξτε ότι η f παίρνει ελάχιστη τιµή, δηλαδή ότι υπάρχει x0 ∈ [a,+∞) µε f(x) > f(x0) για κάθε
x ∈ [a,+∞).

37. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση. Αν lim
x→−∞

f(x) = α και lim
x→+∞

f(x) = α, τότε η f

παίρνει µέγιστη ή ελάχιστη τιµή.

38. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση µε lim
x→−∞

f(x) = −∞ και lim
x→+∞

f(x) = +∞. ∆είξτε ότι

f(R) = R.

39. ΄Εστω f : (α, β)→ R συνάρτηση γνησίως αύξουσα και συνεχής. ∆είξτε ότι

f((α, β)) = ( lim
x→α+

f(x), lim
x→β−

f(x)).

40. ΄Εστω a ∈ [0, π]. Ορίζουµε ακολουθία µε a1 = a και an+1 = sin(an). ∆είξτε ότι an → 0.

41. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν xn ∈ [0, 1] ώστε f(xn)→ 0.
Τότε, υπάρχει x0 ∈ [0, 1] ώστε f(x0) = 0.

42. ΄Εστω f, g : I → R οµοιόµορφα συνεχείς συναρτήσεις. ∆είξτε ότι

(α) η f + g είναι οµοιόµορφα συνεχής στο I.

(ϐ) η f · g δεν είναι αναγκαστικά οµοιόµορφα συνεχής στο I, αν όµως οι f, g υποτεθούν και
ϕραγµένες τότε η f · g είναι οµοιόµορφα συνεχής στο I.

43. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση µε την εξής ιδιότητα : για κάθε ε > 0 υπάρχει M =

M(ε) > 0 ώστε αν |x| >M τότε |f(x)| < ε. ∆είξτε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

44. ΄Εστω a ∈ R και f : [a,+∞) → R συνεχής συνάρτηση µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει το
lim

x→+∞
f(x) και είναι πραγµατικός αριθµός. ∆είξτε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής.

45. ΄Εστω f : R → R οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχουν A,B > 0 ώστε
|f(x)| 6 A|x|+B για κάθε x ∈ R.

46. ΄Εστω n ∈ N, n > 1. Χρησιµοποιώντας την προηγούµενη ΄Ασκηση δείξτε ότι η συνάρτηση
f(x) = xn, x ∈ R δεν είναι οµοιόµορφα συνεχής.

47. (α) ΄Εστω f : [0,+∞) → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει a > 0 ώστε η f να
είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [a,+∞). ∆είξτε ότι η f είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [0,+∞).

(ϐ) ∆είξτε ότι η f(x) =
√
x είναι οµοιόµορφα συνεχής στο [0,+∞).

48. Εξετάστε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι οµοιόµορφα συνεχείς.

(α) f : R→ R µε f(x) = 3x+ 1.
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(ϐ) f : [2,+∞)→ R µε f(x) = 1
x .

(γ) f : (0, π]→ R µε f(x) = 1
x sin2 x.

(δ) f : (0,∞)→ R µε f(x) = sin 1
x .

(ε) f : (0,∞)→ R µε f(x) = x sin 1
x .

(στ) f : (0,∞)→ R µε f(x) = sin x
x .

(Ϲ) f : (1,∞)→ R µε f(x) = cos(x3)
x .

(η) f : R→ R µε f(x) = 1
x2+4 .

(ϑ) f : R→ R µε f(x) = x
1+|x| .

(ι) f : [−2, 0]→ R µε f(x) = x
x2+1 .

(ια) f : R→ R µε f(x) = x sinx.

(ιβ) f : [0,+∞)→ R µε f(x) = cos(x2)
x+1 .

Γ΄ Οµάδα

49. ∆είξτε ότι αν f : R → R είναι µια συνεχής συνάρτηση µε f(1) = α, η οποία ικανοποιεί την
f(x+ y) = f(x) + f(y) για κάθε x, y ∈ R, τότε :

(α) f(n) = nα για κάθε n ∈ N.

(ϐ) f( 1
m ) = α

m για κάθε m = 1, 2, . . ..

(γ) f(x) = αx για κάθε x ∈ R.

50. Μελετήστε ως προς τη συνέχεια τη συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε

f(x) =

{
0 αν x /∈ Q ή x = 0
1
q αν x = p

q , p, q ∈ N, ΜΚ∆ (p, q) = 1.

51. ΄Εστω f : R → R. Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο 0 και ότι f(x/2) = f(x) για κάθε
x ∈ R. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

52. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση µε f( m2n ) = 0 για κάθε m ∈ Z και n ∈ N. ∆είξτε ότι
f(x) = 0 για κάθε x ∈ R.

53. ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα f(x) = f
(
x + 1

n

)
για κάθε x ∈ R και

κάθε n ∈ N. ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή.

54. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Ορίζουµε A = {x ∈ [a, b] : f(x) = 0}. Αν A 6= ∅,
δείξτε ότι supA ∈ A και inf A ∈ A.
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55. ΄Εστω f : R→ R συνεχής περιοδική συνάρτηση µε περίοδο T > 0: δηλαδή, f(x+ T ) = f(x)

για κάθε x ∈ R. ∆είξτε ότι υπάρχει x ∈ R ώστε f(x) = f(x+
√

2).

56. ΄Εστω f : [0,+∞) → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχουν a < b και ακολουθίες
(xn), (yn) στο [0,+∞) µε xn → +∞, yn → +∞ και f(xn) → a, f(yn) → b. ∆είξτε ότι : για κάθε
c ∈ (a, b) υπάρχει ακολουθία (zn) στο [0,+∞) µε zn → +∞ και f(zn)→ c.

57. ΄Εστω f : (a, b) → R και x0 ∈ (a, b). ∆είξτε ότι η f είναι συνεχής στο x0 αν και µόνο αν για
κάθε µονότονη ακολουθία (xn) σηµείων του (a, b) µε xn → x0 ισχύει f(xn)→ f(x0).

58. (α) ΄Εστω f : (a,+∞) → R. Αν lim
n→∞

f (a+ tn) = L για κάθε γνησίως ϕθίνουσα ακολουθία

(tn) µε tn → 0, τότε lim
x→a+

f(x) = L.

(ϐ) Σωστό ή λάθος ; ΄Εστω f : (a,+∞)→ R. Αν lim
n→∞

f
(
a+ 1

n

)
= L τότε lim

x→a+
f(x) = L.

59. ΄Εστω f : [a, b]→ R γνησίως αύξουσα συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής σε κάποιο
x0 ∈ (a, b). ∆είξτε ότι το f(x0) είναι σηµείο συσσώρευσης του f([a, b]).

60. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα |f(x)− f(y)| > |x− y| για κάθε x, y ∈ R.
∆είξτε ότι η f είναι επί.

61. ΄Εστω f, g : [0, 1] → [0, 1] συνεχείς συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι η f είναι αύξουσα και
g ◦f = f ◦g. ∆είξτε ότι οι f και g έχουν κοινό σταθερό σηµείο : υπάρχει y ∈ [0, 1] ώστε f(y) = y και
g(y) = y. [Υπόδειξη : Ξέρουµε ότι υπάρχει x1 ∈ [0, 1] µε g(x1) = x1. Αν ισχύει και η f(x1) = x1,
έχουµε τελειώσει. Αν όχι, ϑεωρήστε την ακολουθία xn+1 = f(xn), δείξτε ότι είναι µονότονη και ότι
όλοι οι όροι της είναι σταθερά σηµεία της g. Το όριό της ϑα είναι κοινό σταθερό σηµείο των f και g
(γιατί ;).]

62. ΄Εστω f : [a, b]→ R µε την εξής ιδιότητα : για κάθε x0 ∈ [a, b] υπάρχει το lim
x→x0

f(x). Τότε, η f

είναι ϕραγµένη.



Κεφάλαιο 5

Παράγωγος

5.1 Ορισµός της παραγώγου

Ορισµός 5.1.1. ΄Εστω f : (a, b) → R µια συνάρτηση και έστω x0 ∈ (a, b). Λέµε ότι η f
είναι παραγωγίσιµη στο x0 αν υπάρχει το όριο

f ′(x0) := lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Το όριο f ′(x0) (αν υπάρχει) λέγεται παράγωγος της f στο x0. Θέτοντας h = x−x0 ϐλέπουµε
ότι, ισοδύναµα,

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

αν το τελευταίο όριο υπάρχει.

Σηµείωση. Αν f : I → R όπου I διάστηµα και αν το x0 ∈ I είναι αριστερό ή δεξιό
άκρο του I, τότε ορίζουµε την παράγωγο f ′(x0) (αν υπάρχει) µέσω του πλευρικού ορίου
limx→x+0

f(x)−f(x0)
x−x0 ή limx→x−0

f(x)−f(x0)
x−x0 αντίστοιχα.

Παραδείγµατα 5.1.2. (α) ΄Εστω f : R → R µε f(x) = c για κάθε x ∈ R. Η f είναι
παραγωγίσιµη σε κάθε x0 ∈ R και f ′(x0) = 0. Πράγµατι,

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
c− c
h

= 0→ 0

καθώς το h→ 0.

(ϐ) ΄Εστω f : R→ R µε f(x) = x για κάθε x ∈ R. Η f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε x0 ∈ R
και f ′(x0) = 1. Πράγµατι,

f(x0 + h)− f(x0)

h
=
x0 + h− x0

h
=
h

h
= 1→ 1

149
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καθώς το h→ 0.

(γ) ΄Εστω f : R→ R µε f(x) = |x| για κάθε x ∈ R. Η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0 (και
είναι παραγωγίσιµη σε κάθε x0 6= 0). Πράγµατι,

lim
h→0+

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0+

|h|
h

= lim
h→0+

h

h
= lim

h→0+
1 = 1,

ενώ
lim
h→0−

f(h)− f(0)

h
= lim

h→0−

|h|
h

= lim
h→0−

−h
h

= lim
h→0−

(−1) = −1.

Αφού τα δύο πλευρικά όρια είναι διαφορετικά, το limh→0
f(h)−f(0)

h δεν υπάρχει.

(δ) ΄Εστω f : R→ R µε f(x) = x2 για κάθε x ∈ R. Η f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε x0 ∈ R
και f ′(x0) = 2x0. Πράγµατι,

f(x0 + h)− f(x0)

h
=

(x0 + h)2 − x2
0

h
=

2x0h+ h2

h
= 2x0 + h→ 2x0

καθώς το h→ 0.

(ε) ΄Εστω f : R → R µε f(x) = sinx για κάθε x ∈ R. Η f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε
x0 ∈ R και f ′(x0) = cosx0. Πράγµατι,

f(x0 + h)− f(x0)

h
=

sin(x0 + h)− sinx0

h
=

1

h
· 2 sin

h

2
cos

(
x0 +

h

2

)
→ cosx0

καθώς το h→ 0, αφού limh→0
sin(h/2)
h/2 = 1 και limh→0 cos(x0 +h/2) = cosx0. Με ανάλογο

τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι η g : R→ R µε g(x) = cosx είναι παραγωγίσιµη σε κάθε
x0 ∈ R και g′(x0) = − sinx0.

(στ) ΄Εστω f : R→ R µε f(x) =

{
x2 αν x ∈ Q
0 αν x /∈ Q

. Η f είναι παραγωγίσιµη στο 0:

παρατηρούµε ότι
f(h)− f(0)

h
=

{
h αν h ∈ Q
0 αν h /∈ Q

΄Επεται ότι limh→0
f(h)−f(0)

h = 0. ∆ηλαδή, f ′(0) = 0. Παρατηρήστε ότι η f είναι ασυνεχής
σε κάθε x0 6= 0 (και είναι συνεχής στο 0).

(Ϲ) ΄Εστω f : R → R µε f(x) =

{
x3 αν x > 0

x2 αν x < 0
. Η f είναι παραγωγίσιµη σε κάθε

x0 ∈ R. Για το σηµείο 0, ϑεωρούµε το

f(h)− f(0)

h
=

{
h2 αν h > 0

h αν h < 0

΄Επεται ότι το όριο limh→0
f(h)−f(0)

h υπάρχει και είναι ίσο µε 0. ∆ηλαδή, f ′(0) = 0. Εύκολα
ελέγχουµε ότι f ′(x0) = 3x2

0 αν x0 > 0 και f ′(x0) = 2x0 αν x0 < 0.
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Θεώρηµα 5.1.3. ΄Εστω f : (a, b)→ R και έστω x0 ∈ (a, b). Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο

x0, τότε η f είναι συνεχής στο x0.

Απόδειξη. Για x 6= x0 γράφουµε

f(x)− f(x0) =
f(x)− f(x0)

x− x0
· (x− x0).

Αφού

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0) και lim

x→x0
(x− x0) = 0,

συµπεραίνουµε ότι limx→x0(f(x)− f(x0)) = 0, και συνεπώς, limx→x0 f(x) = f(x0). Αυτό
αποδεικνύει ότι η f είναι συνεχής στο x0. 2

Παρατήρηση 5.1.4. Το αντίστροφο δεν ισχύει : αν η f είναι συνεχής στο x0, τότε δεν είναι
απαραίτητα παραγωγίσιµη στο x0. Για παράδειγµα, η f(x) = |x| είναι συνεχής στο 0 αλλά
δεν είναι παραγωγίσιµη στο 0.

5.2 Κανόνες παραγώγισης

Χρησιµοποιώντας τις αντίστοιχες ιδιότητες των ορίων, µπορούµε να αποδείξουµε τους ϐα-
σικούς «κανόνες παραγώγισης» σε σχέση µε τις άλγεβρικές πράξεις µεταξύ συναρτήσεων.

Θεώρηµα 5.2.1. ΄Εστω f, g : (a, b)→ R δύο συναρτήσεις και έστω x0 ∈ (a, b). Υποθέτουµε

ότι οι f, g είναι παραγωγίσιµες στο x0. Τότε :

(α) Η f + g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και (f + g)′(x0) = f ′(x0) + g′(x0).

(ϐ) Για κάθε t ∈ R, η t · f είναι παραγωγίσιµη στο x0 και (t · f)′(x0) = t · f ′(x0).

(γ) Η f · g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και (f · g)′(x0) = f ′(x0)g(x0) + f(x0)g′(x0).

(δ) Αν g(x) 6= 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε η f
g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και(

f

g

)′
(x0) =

f ′(x0)g(x0)− f(x0)g′(x0)

(g(x0))2
.

Απόδειξη. Ας δούµε για παράδειγµα την απόδειξη του (γ): γράφουµε

(f · g)(x0 + h)− (f · g)(x0)

h
= f(x0 + h)

g(x0 + h)− g(x0)

h

+g(x0)
f(x0 + h)− f(x0)

h

για h 6= 0 (κοντά στο 0).



152 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

΄Εχουµε limh→0
g(x0+h)−g(x0)

h = g′(x0) και limh→0
f(x0+h)−f(x0)

h = f ′(x0). Επίσης, η
f είναι παραγωγίσιµη, άρα και συνεχής, στο x0. Συνεπώς, limh→0 f(x0 + h) = f(x0).
Αφήνοντας το h → 0, και χρησιµοποιώντας τις ϐασικές ιδιότητες των ορίων, παίρνουµε το
Ϲητούµενο.

Για το (δ) αρκεί να δείξουµε ότι η 1/g είναι παραγωγίσιµη στο x0 και έχει παράγωγο
ίση µε − g′(x0)

g(x0)2
(και να εφαρµόσουµε το (γ)). Παρατηρήστε ότι

lim
h→0

1

h

(
1

g(x0 + h)
− 1

g(x0)

)
= lim

h→0

(
g(x0)− g(x0 + h)

h
· 1

g(x0 + h)g(x0)

)
= −g′(x0) · 1

g(x0)2
,

όπου χρησιµοποιήσαµε το γεγονός ότι limh→0 g(x0 + h) = g(x0), που ισχύει λογω της
συνέχειας της g στο x0. 2

΄Αµεσες συνέπειες του προηγούµενου ϑεωρήµατος είναι οι εξής:

(i) Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σε κάθε x0 ∈ R. Πιο συγκεκρι-
µένα, αν p(x) = amx

m + am−1x
m−1 + · · ·+ a1x+ a0, τότε

p′(x) = mamx
m−1 + (m− 1)am−1x

m−2 + · · ·+ a1.

(ii) Κάθε ϱητή συνάρτηση είναι παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο του πεδίου ορισµού της.

5.2.1 Κανόνας της αλυσίδας

Πρόταση 5.2.2 (παρατήρηση του Καραθεοδωρή). ΄Εστω f : (a, b) → R και έστω x0 ∈
(a, b). Η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 αν και µόνον αν υπάρχει συνάρτηση φ : (a, b) → R
που είναι συνεχής στο x0 και ικανοποιεί την φ(x) = f(x)−f(x0)

x−x0 για κάθε x ∈ (a, b)\{x0}.
Τότε, f ′(x0) = φ(x0).

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο x0. Ορίζουµε φ : (a, b)→ R
ως εξής:

φ(x) =

{
f(x)−f(x0)

x−x0 αν x 6= x0

f ′(x0) αν x = x0

Η φ είναι συνεχής στο x0: πράγµατι,

lim
x→x0

φ(x) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0) = φ(x0).



5.2. ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ 153

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι υπάρχει φ : (a, b) → R όπως στην Πρόταση. Αφού η φ είναι
συνεχής στο x0, έχουµε limx→x0 φ(x) = φ(x0). ∆ηλαδή, υπάρχει το

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0
φ(x) = φ(x0).

Από τον ορισµό της παραγώγου, η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 και f ′(x0) = φ(x0). 2

Θεώρηµα 5.2.3 (κανόνας της αλυσίδας). ΄Εστω f : (a, b) → (c, d) και g : (c, d) → R δύο

συναρτήσεις. Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ (a, b) και η g είναι παραγωγίσιµη στο

f(x0), τότε η g ◦ f είναι παραγωγίσιµη στο x0 και

(g ◦ f)′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0).

Απόδειξη. Θέλουµε να δείξουµε ότι το όριο

lim
x→x0

g(f(x))− g(f(x0)

x− x0

υπάρχει και είναι ίσο µε g′(f(x0)) · f ′(x0). Θέτουµε y0 = f(x0) ∈ (c, d) και ϑεωρούµε τη
συνάρτηση

ψ : (c, d)→ R όπου ψ(y) =

{
g(y)−g(y0)
y−y0 αν y 6= y0

g′(y0) αν y = y0

Η ψ είναι συνεχής στο y0, διότι η g είναι παραγωγίσιµη στο y0.
΄Εστω x ∈ (a, b)\{x0}. Αν f(x) 6= f(x0), τότε

ψ(f(x)) =
g(f(x))− g(f(x0))

f(x)− f(x0)
,

άρα έχουµε

(∗) g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
= ψ(f(x))

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Αν για το x ισχύει f(x) = f(x0) τότε η (∗) εξακολουθεί να ισχύει (τα δύο µέλη µηδενίζονται).
∆ηλαδή, η (∗) ισχύει για κάθε x ∈ (a, b)\{x0}.

Παρατηρούµε ότι το όριο limx→x0
f(x)−f(x0)

x−x0 υπάρχει και ισούται µε f ′(x0). Επίσης,
η f είναι συνεχής στο x0 και η ψ είναι συνεχής στο y0 = f(x0), άρα η σύνθεσή τους
ψ ◦ f είναι συνεχής στο x0. Συνεπώς, το όριο limx→x0 ψ(f(x)) υπάρχει και ισούται µε
ψ(y0) = g′(y0) = g′(f(x0)). Επιστρέφοντας στην (∗) και παίρνοντας το όριο καθώς το
x→ x0, ϐλέπουµε ότι

lim
x→x0

g(f(x))− g(f(x0))

x− x0
= ψ(f(x0)) · f ′(x0) = g′(f(x0)) · f ′(x0),

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2
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5.2.2 Παράγωγος αντίστροφης συνάρτησης.

Θεώρηµα 5.2.4. ΄Εστω f : (a, b)→ R µια 1− 1 και συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε οτι η

f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ (a, b) και ότι f ′(x0) 6= 0. Τότε, η f−1 είναι παραγωγίσιµη στο

f(x0) και

(f−1)′(f(x0)) =
1

f ′(x0)
.

Απόδειξη. Από το προηγούµενο κεφάλαιο γνωρίζουµε ότι η f είναι γνησίως µονότονη και
χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι η f είναι γνησίως αύξουσα.
Η f ′(x0) υπάρχει, δηλαδή

lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= f ′(x0).

Επιπλέον έχουµε υποθέσει οτι f ′(x0) 6= 0, άρα

lim
x→x0

x− x0

f(x)− f(x0)
=

1

f ′(x0)
.

΄Εστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε δ > 0 ώστε [x0−δ, x0+δ] ⊂ (a, b) και αν 0 < |x−x0| < δ

τότε

(∗)
∣∣∣∣ x− x0

f(x)− f(x0)
− 1

f ′(x0)

∣∣∣∣ < ε.

Θέτουµε
y1 = f (x0 − δ) και y2 = f (x0 + δ) .

Τότε, το (y1, y2) είναι ένα ανοιχτό διάστηµα που περιέχει το f(x0), άρα υπάρχει δ1 > 0

ώστε
(f(x0)− δ1, f(x0) + δ1) ⊆ (y1, y2) = (f (x0 − δ) , f (x0 + δ)) .

΄Εστω y που ικανοποιεί την 0 < |y − f(x0)| < δ1. Τότε, y = f(x) για κάποιο x ∈ (a, b) µε
0 < |x− x0| < δ. ΄Αρα,

f−1(y)− f−1(f(x0))

y − f(x0)
=

x− x0

f(x)− f(x0)
,

οπότε η (∗) δίνει ∣∣∣∣f−1(y)− f−1(f(x0))

y − f(x0)
− 1

f ′(x0)

∣∣∣∣ < ε.

Αφου το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται οτι

lim
y→f(x0)

f−1(y)− f−1(f(x0))

y − f(x0)
=

1

f ′(x0)
.

∆ηλαδή, η f−1 είναι παραγωγίσιµη στο f(x0) και (f−1)′(f(x0)) = 1
f ′(x0) . 2
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Παρατήρηση 5.2.5. Αν f ′(x0) = 0 τότε η (f−1)′(y0) δεν υπάρχει. Αλλιώς, από τον κανόνα
της αλυσίδας η παράγωγος της σύνθεσης f−1 ◦ f στο x0 ϑα υπήρχε, και ϑα είχαµε

(f−1 ◦ f)′(x0) = (f−1)′(f(x0)) · f ′(x0) = 0.

΄Οµως, (f−1 ◦ f)(x) = x, άρα (f−1 ◦ f)′(x0) = 1, οπότε οδηγούµαστε σε άτοπο.

5.2.3 Παράγωγοι ανώτερης τάξης

Ορισµός 5.2.6. ΄Εστω f : (a, b) → R παραγωγίσιµη σε κάθε x ∈ (a, b). Η παράγωγος
συνάρτηση της f είναι η συνάρτηση f ′ : (a, b)→ R µε x 7→ f ′(x). Αν η συνάρτηση f ′ είναι
παραγωγίσιµη στο (a, b), τότε η παράγωγος συνάρτηση της f ′ ορίζεται στο (a, b), λέγεται
δεύτερη παράγωγος της f , και συµβολίζεται µε f ′′.

Επαγωγικά, αν έχει οριστεί η n-οστή παράγωγος f (n) : (a, b) → R της f και είναι
παραγωγίσιµη συνάρτηση στο (a, b), τότε η παράγωγος της f (n), ορίζεται στο (a, b), λέγεται
η (n+ 1)–τάξης παράγωγος της f στο (a, b) και συµβολίζεται µε f (n+1).

Μια συνάρτηση που έχει παράγωγο τάξης n λέγεται n ϕορές παραγωγίσιµη. Μια
συνάρτηση f : (a, b) → R λέγεται απεριόριστα παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 ∈ (a, b) αν η
f (n)(x0) υπάρχει για κάθε n ∈ N.

Παράδειγµα 5.2.7. Κάθε πολυωνυµική συνάρτηση p(x) = amx
m + · · · + a1x + a0 είναι

απεριόριστα παραγωγίσιµη σε κάθε σηµείο x0 ∈ R. Οι συντελεστές του πολυωνύµου p

«υπολογίζονται» από τις

ak =
p(k)(0)

k!
, k = 0, 1, . . . ,m.

Η απόδειξη γίνεται µε διαδοχικές παραγωγίσεις και υπολογισµό της p(k)(0). Αν k > m,
τότε η p(k) είναι µηδενίζεται σε κάθε x0 ∈ R.

5.3 Παράγωγος εκθετικής και λογαριθµικής συνάρτησης

Σε αυτή τη σύντοµη παράγραφο αποδεικνύουµε ότι η εκθετική συνάρτηση exp(x) = ex

είναι παραγωγίσιµη. Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας το γενικό µας αποτέλεσµα για την πα-
ϱάγωγο αντίστροφης συνάρτησης, ϐρίσκουµε την παράγωγο της λογαριθµικής συνάρτησης
ln. Οι τύποι για τις παραγώγους των υπόλοιπων εκθετικών και λογαριθµικών συναρτήσεων
προκύπτουν µε απλή εφαρµογή του κανόνα της αλυσίδας.

Πρόταση 5.3.1. Η εκθετική συνάρτηση exp : R→ (0,+∞) µε exp(x) = ex είναι παραγω-

γίσιµη και

exp′(x) = exp(x)
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για κάθε x ∈ R.

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι

lim
t→0

et − 1

t
= 1.

Ξεκινάµε από δύο ανισότητες που συναντήσαµε στις Ασκήσεις του Κεφαλαίου 1: αν a > −1

τότε (1 + a)n > 1 + na (ανισότητα Bernoulli) και αν 0 6 a < 1/n τότε (1 + a)n < 1
1−na

(δείξτε την µε επαγωγή ως προς n). ΄Εστω s ϱητός αριθµός στο (0, 1). Μπορούµε να
γράψουµε a = p/q, όπου p < q ϕυσικοί αριθµοί. Γνωρίζουµε ότι e >

(
1 + 1

q

)q
, οπότε

χρησιµοποιώντας την πρώτη ανισότητα ϐλέπουµε ότι

es >

(
1 +

1

q

)qs
=

(
1 +

1

q

)p
> 1 +

p

q
= 1 + s.

Επίσης, αφού 1/q < 1/p, από την δεύτερη ανισότητα ϐλέπουµε ότι(
1 +

1

kq

)kp
<

1

1− p/q
=

1

1− s

για κάθε k ∈ N, άρα

es =

[
lim
k→∞

(
1 +

1

kq

)kq]p/q
= lim

k→∞

(
1 +

1

kq

)kp
6

1

1− s
.

Με άλλα λόγια,

(∗) 1 + s 6 es 6
1

1− s

για κάθε s ∈ (0, 1) ∩ Q. ΄Εστω τώρα t ∈ (0, 1). Θεωρώντας ακολουθία (sn) στο (0, 1) ∩ Q
µε sn → t, και χρησιµοποιώντας την αρχή της µεταφοράς για τις τρεις συναρτήσεις στην
(∗), συµπεραίνουµε ότι

1 + t 6 et 6
1

1− t
για κάθε t ∈ (0, 1). Ισοδύναµα, µπορούµε να γράψουµε

0 6
et − 1

t
− 1 6

t

1− t
,

και αφήνοντας το t→ 0+ παίρνουµε

lim
t→0+

et − 1

t
= 1.

Για το όριο καθώς t→ 0− ϑέτουµε u = −t και έχουµε

et − 1

t
=
e−u − 1

−u
= e−u

eu − 1

u
→ 1 · 1 = 1,
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όπου χρησιµοποιήσαµε το προηγούµενο όριο και τη συνέχεια της εκθετικής συνάρτησης
στο 0.

΄Εστω τώρα x ∈ R: έχουµε

ex+t − ex

t
=
exet − ex

t
= ex

et − 1

t
→ ex · 1 = ex

καθώς το t→ 0+, άρα η exp είναι παραγωγίσιµη στο x και (exp)′(x) = exp(x). 2

Στο προηγούµενο Κεφάλαιο είδαµε ότι η exp : R→ (0,+∞) είναι συνάρτηση γνησίως
αύξουσα και επί. Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε την αντίστροφή της, η οποία συµβολίζεται
µε ln. ∆ηλαδή, ln : (0,+∞)→ R και ln y = x αν και µόνο αν ex = y.

Πρόταση 5.3.2. Η λογαριθµική συνάρτηση ln : (0,+∞)→ R είναι παραγωγίσιµη και

ln′(y) =
1

y

για κάθε y > 0.

Απόδειξη. Είδαµε ότι η exp είναι παραγωγίσιµη και exp′(x) = exp(x) 6= 0 για κάθε x ∈ R.
΄Επεται ότι η ln είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞) και

ln′(y) =
1

exp′(x)
=

1

exp(x)
,

όπου exp(x) = y. Με άλλα λόγια, ln′(y) = 1
y για κάθε y ∈ (0,+∞). 2

5.4 Αντίστροφες τριγωνοµετρικές συναρτήσεις

(α) Τόξο ηµιτόνου

Η συνάρτηση sin : R → [−1, 1] είναι περιοδική, µε ελάχιστη ϑετική περίοδο ίση µε
2π. Ο περιορισµός της στο [−π/2, π/2] είναι µια γνησίως αύξουσα συνάρτηση µε σύνολο
τιµών το [−1, 1]. Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε την αντίστροφή της, η οποία λέγεται τόξο
ηµιτόνου και συµβολίζεται µε arcsin.

∆ηλαδή, arcsin : [−1, 1]→ [−π/2, π/2] και arcsin y = x αν και µόνο αν x ∈ [−π/2, π/2]

και sinx = y.
Παρατηρώντας ότι η sin είναι παραγωγίσιµη στο [−π/2, π/2] και sin′(x) = cosx 6= 0

αν x ∈ (−π/2, π/2), συµπεραίνουµε ότι η arcsin είναι παραγωγίσιµη στο (−1, 1) και

arcsin′(y) =
1

sin′(x)
=

1

cosx
,
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όπου x ∈ (−π/2, π/2) και sinx = y. Χρησιµοποιώντας την sin2 x + cos2 x = 1 και το
γεγονός ότι cosx > 0, ϐλέπουµε ότι

cosx =
√

1− sin2 x =
√

1− y2,

δηλαδή

arcsin′(y) =
1√

1− y2
, y ∈ (−1, 1).

(ϐ) Τόξο συνηµιτόνου

Η συνάρτηση cos : R → [−1, 1] είναι περιοδική, µε ελάχιστη ϑετική περίοδο ίση
µε 2π. Ο περιορισµός της στο [0, π] είναι µια γνησίως ϕθίνουσα συνάρτηση µε σύνολο
τιµών το [−1, 1]. Μπορούµε λοιπόν να ορίσουµε την αντίστροφή της, η οποία λέγεται τόξο
συνηµιτόνου και συµβολίζεται µε arccos.

∆ηλαδή, arccos : [−1, 1] → [0, π] και arccos y = x αν και µόνο αν x ∈ [0, π] και
cosx = y.

Παρατηρώντας ότι η cos είναι παραγωγίσιµη στο [0, π] και cos′(x) = − sinx 6= 0 αν
x ∈ (0, π), συµπεραίνουµε ότι η arccos είναι παραγωγίσιµη στο (−1, 1) και

arccos′(y) =
1

cos′(x)
= − 1

sinx
,

όπου x ∈ (0, π) και cosx = y. Χρησιµοποιώντας την sin2 x+ cos2 x = 1 και το γεγονός ότι
sinx > 0, ϐλέπουµε ότι

sinx =
√

1− cos2 x =
√

1− y2,

δηλαδή

arccos′(y) = − 1√
1− y2

, y ∈ (−1, 1).

(γ) Τόξο εφαπτοµένης

Η συνάρτηση tan : (−π/2, π/2)→ R είναι γνησίως αύξουσα και επί. Μπορούµε λοιπόν
να ορίσουµε την αντίστροφή της, η οποία λέγεται τόξο εφαπτοµένης και συµβολίζεται µε
arctan.

∆ηλαδή, arctan : R → (−π/2, π/2) και arctan y = x αν και µόνο αν x ∈ (−π/2, π/2)

και tanx = y.
Παρατηρώντας ότι η tan είναι παραγωγίσιµη στο (−π/2, π/2) και tan′(x) = 1/ cos2 x =

1 + tan2 x 6= 0 αν x ∈ (−π/2, π/2), συµπεραίνουµε ότι η arctan είναι παραγωγίσιµη στο
R και

arctan′(y) =
1

tan′(x)
=

1

1 + tan2 x
,
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όπου tanx = y. ΄Επεται ότι

arctan′(y) =
1

1 + y2
, y ∈ R.

5.5 Κρίσιµα σηµεία

Σκοπός µας στις επόµενες Παραγράφους είναι να αποδείξουµε τα κύρια ϑεωρήµατα του
∆ιαφορικού Λογισµού και να δούµε πώς εφαρµόζονται στη µελέτη συναρτήσεων που ο-
ϱίζονται σε κάποιο διάστηµα I της πραγµατικής ευθείας. Θα ξεκινήσουµε µε κάποια
παραδείγµατα που δείχνουν ότι η µονοτονία ή η ύπαρξη κάποιου τοπικού ακρότατου µιας
παραγωγίσιµης συνάρτησης δίνουν κάποιες πληροφορίες για την παράγωγο. Το µοναδικό
εργαλείο που ϑα χρησιµοποιήσουµε είναι ο ορισµός της παραγώγου.

Λήµµα 5.5.1. ΄Εστω f : (a, b) → R παραγωγίσιµη συνάρτηση. Αν η f είναι αύξουσα στο

(a, b) τότε f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b).

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ (a, b). Υπάρχει δ > 0 ώστε (x − δ, x + δ) ⊂ (a, b). Αν λοιπόν |h| < δ

τότε η f ορίζεται στο x+ h.
Αφού η f είναι παραγωγίσιµη στο x, έχουµε

f ′(x) = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
= lim

h→0−

f(x+ h)− f(x)

h
.

΄Εστω 0 < h < δ. Αφού η f είναι αύξουσα στο (a, b) έχουµε f(x+ h) > f(x). Συνεπώς,

f(x+ h)− f(x)

h
> 0 άρα f ′(x) = lim

h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
> 0.

Παρατηρήστε ότι δείξαµε το Ϲητούµενο χωρίς να κοιτάξουµε τι γίνεται για αρνητικές τιµές
του h (ελέγξτε όµως ότι αν −δ < h < 0 τότε η κλίση f(x+h)−f(x)

h είναι πάλι µη αρνητική,
οπότε οδηγούµαστε στο ίδιο συµπέρασµα). 2

Παρατήρηση 5.5.2. Αν υποθέσουµε ότι η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (a, b) → R είναι
γνησίως αύξουσα, δεν µπορούµε να ισχυριστούµε ότι η f ′ είναι γνησίως ϑετική στο (a, b). Για
παράδειγµα, η f : R → R µε f(x) = x3 είναι γνησίως αύξουσα στο R, όµως f ′(x) = 3x2,
άρα υπάρχει σηµείο στο οποίο η παράγωγος µηδενίζεται : f ′(0) = 0. Το Λήµµα 5.5.1 µας
εξασφαλίζει ϕυσικά ότι f ′ > 0 παντού στο R.

Παρατήρηση 5.5.3. Το αντίστροφο ερώτηµα διατυπώνεται ως εξήσ: αν f ′(x) > 0 για κάθε
x ∈ (a, b) τότε είναι σωστό ότι η f είναι αύξουσα στο (a, b); Η απάντηση είναι «ναι», αυτή
είναι µία από τις ϐασικές συνέπειες του ϑεωρήµατος µέσης τιµής (ϐλέπε §5.6). Χρησιµο-
ποιώντας µόνο τον ορισµό της παραγώγου, µπορούµε να δείξουµε κάτι πολύ ασθενέστερο :
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Λήµµα 5.5.4. ΄Εστω f : (a, b)→ R. Υποθέτουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ (a, b)

και f ′(x0) > 0. Τότε, υπάρχει δ > 0 ώστε (x0 − δ, x0 + δ) ⊆ (a, b) και

(α) f(x) > f(x0) για κάθε x ∈ (x0, x0 + δ).

(ϐ) f(x) < f(x0) για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0).

Απόδειξη. ΄Εχουµε υποθέσει ότι lim
x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0 = f ′(x0) > 0. Εφαρµόζοντας τον ε − δ

ορισµό του ορίου µε ε = f ′(0)
2 > 0, ϐρίσκουµε δ > 0 ώστε : αν 0 < |x − x0| < δ τότε

x ∈ (a, b) και
f(x)− f(x0)

x− x0
> f ′(x0)− ε =

f ′(x0)

2
> 0.

΄Επεται ότι :

(α) Για κάθε x ∈ (x0, x0 + δ) έχουµε

f(x)− f(x0) >
f ′(x0)

2
(x− x0) > 0 άρα f(x) > f(x0).

(ϐ) Για κάθε x ∈ (x0 − δ, x0) έχουµε

f(x)− f(x0) <
f ′(x0)

2
(x− x0) < 0 άρα f(x) < f(x0). 2

Παρατηρήστε ότι τα (α) και (ϐ) δεν δείχνουν ότι η f είναι αύξουσα στο (x0, x0 + δ) ή στο
(x0 − δ, x0). 2

Ορισµός 5.5.5. ΄Εστω f : I → R και έστω x0 ∈ I. Λέµε ότι η f έχει τοπικό µέγιστο στο x0

αν υπάρχει δ > 0 ώστε :

αν x ∈ I και |x− x0| < δ τότε f(x0) > f(x).

Οµοίως, λέµε ότι η f έχει τοπικό ελάχιστο στο x0 αν υπάρχει δ > 0 ώστε :

αν x ∈ I και |x− x0| < δ τότε f(x0) 6 f(x).

Αν η f έχει τοπικό µέγιστο ή τοπικό ελάχιστο στο x0 τότε λέµε ότι η f έχει τοπικό ακρότατο

στο σηµείο x0.

Αυτό που χρειαστήκαµε για την απόδειξη του Λήµµατος 5.5.1 ήταν η ύπαρξη της f ′(x) (ο
ορισµός της παραγώγου) και το γεγονός ότι (λόγω µονοτονίας) η ελάχιστη τιµή της f στο
[x, x+δ) ήταν η f(x). Επαναλαµβάνοντας λοιπόν το ίδιο ουσιαστικά επιχείρηµα παίρνουµε
την ακόλουθη Πρόταση (Fermat).

Θεώρηµα 5.5.6 (Fermat). ΄Εστω f : [a, b] → R. Υποθέτουµε ότι η f έχει τοπικό ακρότατο

σε κάποιο x0 ∈ (a, b) και ότι η f είναι παραγωγίσιµη στο x0. Τότε,

f ′(x0) = 0.
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Απόδειξη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε οτι η f έχει τοπικό µέγιστο στο
x0. Υπάρχει δ > 0 ώστε (x0−δ, x0 +δ) ⊆ (a, b) και f(x0 +h) 6 f(x0) για κάθε h ∈ (−δ, δ).

Αν 0 < h < δ τότε

f(x0 + h)− f(x0)

h
6 0, άρα lim

h→0+

f(x0 + h)− f(x0)

h
6 0.

Συνεπώς, f ′(x0) 6 0.
Αν −δ < h < 0 τότε

f(x0 + h)− f(x0)

h
> 0, άρα lim

h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h
> 0.

Συνεπώς, f ′(x0) > 0.
Από τις δύο ανισότητες έπεται ότι f ′(x0) = 0. 2

Ορισµός 5.5.7. ΄Εστω f : I → R. ΄Ενα εσωτερικό σηµείο x0 του I λέγεται κρίσιµο σηµείο

για την f αν f ′(x0) = 0.

Παράδειγµα 5.5.8. Τα κρίσιµα σηµεία µιας συνάρτησης είναι πολύ χρήσιµα όταν ϑέλουµε
να ϐρούµε τη µέγιστη ή την ελάχιστη τιµή της. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση.
Γνωρίζουµε ότι η f παίρνει µέγιστη τιµή max(f) και ελάχιστη τιµή min(f) στο [a, b]. Αν
x0 ∈ [a, b] και f(x0) = max(f) ή f(x0) = min(f), τότε αναγκαστικά συµβαίνει κάποιο
από τα παρακάτω:

(i) x0 = a ή x0 = b (άκρο του διαστήµατος).

(ii) x0 ∈ (a, b) και f ′(x0) = 0 (κρίσιµο σηµείο).

(iii) x0 ∈ (a, b) και η f δεν είναι παραγωγίσιµη στο x0.

∆εδοµένου ότι, στην πράξη, το πλήθος των σηµείων που ανήκουν σε αυτές τις «τρεις οµάδες»
είναι σχετικά µικρό, µπορούµε µε απλό υπολογισµό και σύγκριση µερικών τιµών της
συνάρτησης να απαντήσουµε στο ερώτηµα.

Παράδειγµα: Να ϐρεθεί η µέγιστη τιµή της συνάρτησης f(x) = x3 − x στο [−1, 2].

Η f είναι παραγωγίσιµη στο (−1, 2), µε παράγωγο f ′(x) = 3x2 − 1. Τα σηµεία στα οποία
µηδενίζεται η παράγωγος είναι τα x1 = − 1√

3
και x2 = 1√

3
τα οποία ανήκουν στο (−1, 2).

΄Αρα, τα σηµεία στα οποία µπορεί να παίρνει µέγιστη ή ελάχιστη τιµή η f είναι τα άκρα
του διαστήµατος και τα δύο κρίσιµα σηµεία :

x0 = −1, x1 = − 1√
3
, x2 =

1√
3
, x3 = 2.
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Οι αντίστοιχες τιµές είναι :

f(−1) = 0, f(−1/
√

3) =
2

3
√

3
, f(1/

√
3) = − 2

3
√

3
, f(2) = 6.

Συγκρίνοντας αυτές τις τέσσερις τιµές ϐλέπουµε ότι max(f) = f(2) = 6 και min(f) =

f(1/
√

3) = −2/(3
√

3). 2

5.6 Θεώρηµα Μέσης Τιµής

΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε οτι η f είναι παραγωγίσιµη στο
(a, b): δηλαδή, για κάθε x ∈ (a, b) ορίζεται καλά η εφαπτοµένη του γραφήµατος της f
στο (x, f(x)). Θεωρούµε την ευθεία (`) που περνάει από τα σηµεία A = (a, f(a)) και
B = (b, f(b)). Αν τη µετακινήσουµε παράλληλα προς τον εαυτό της, κάποια από τις
παράλληλες ϑα εφάπτεται στο γράφηµα της f σε κάποιο σηµείο (x0, f(x0)), x0 ∈ (a, b). Η
κλίση της εφαπτοµένης ϑα πρέπει να ισούται µε την κλίση της ευθείας (`). ∆ηλαδή,

f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Στο πρώτο µέρος αυτής της παραγράφου δίνουµε αυστηρή απόδειξη αυτού του ισχυρισµού
(Θεώρηµα Μέσης Τιµής). Αποδεικνύουµε πρώτα µια ειδική περίπτωση: το ϑεώρηµα του
Rolle.

Θεώρηµα 5.6.1 (Rolle). ΄Εστω f : [a, b] → R. Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο [a, b]

και παραγωγίσιµη στο (a, b). Υποθέτουµε επιπλέον ότι f(a) = f(b). Τότε, υπάρχει x0 ∈ (a, b)

ώστε

f ′(x0) = 0.

Απόδειξη. Εξετάζουµε πρώτα την περίπτωση που η f είναι σταθερή στο [a, b], δηλαδή
f(x) = f(a) = f(b) για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε, f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (a, b) και
οποιοδήποτε από αυτά τα x µπορεί να παίξει το ϱόλο του x0.

΄Εστω λοιπόν ότι η f δεν είναι σταθερή στο [a, b]. Τότε, υπάρχει x1 ∈ (a, b) ώστε f(x1) 6=
f(a) και χωρίς περιορισµό της γενικότητας µπορούµε να υποθέσουµε ότι f(x1) > f(a). Η
f είναι συνεχής στο [a, b], άρα παίρνει µέγιστη τιµή: υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε

f(x0) = max{f(x) : x ∈ [a, b]} > f(x1) > f(a).

Ειδικότερα, x0 6= a, b. ∆ηλαδή, το x0 ϐρίσκεται στο ανοικτό διάστηµα (a, b). Η f έχει
(ολικό) µέγιστο στο x0 και είναι παραγωγίσιµη στο x0. Από το Θεώρηµα 5.5.6 (Fermat)
συµπεραίνουµε ότι f ′(x0) = 0. 2

Το ϑεώρηµα µέσης τιµής είναι άµεση συνέπεια του ϑεωρήµατος του Rolle.
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Θεώρηµα 5.6.2 (ϑεώρηµα µέσης τιµής). ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής στο [a, b] και

παραγωγίσιµη στο (a, b). Τότε, υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε

f ′(x0) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Απόδειξη. Θα αναχθούµε στο Θεώρηµα του Rolle ως εξής. Θεωρούµε τη γραµµική συνάρ-
τηση h : [a, b]→ R που παίρνει τις ίδιες τιµές µε την f στα σηµεία a και b. ∆ηλαδή,

h(x) = f(a) +
f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Ορίζουµε µια συνάρτηση g : [a, b]→ R µε

g(x) = f(x)− h(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Η g είναι συνεχής στο [a, b], παραγωγίσιµη στο (a, b) και από τον τρόπο επιλογής της h
έχουµε

g(a) = f(a)− h(a) = 0 και g(b) = f(b)− h(b) = 0.

Σύµφωνα µε το ϑεώρηµα του Rolle, υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε g′(x0) = 0. ΄Οµως,

g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a

στο (a, b). ΄Αρα, το x0 ικανοποιεί το Ϲητούµενο. 2

Παρατήρηση 5.6.3. Η υπόθεση ότι η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b] χρησιµο-
ποιήθηκε στην απόδειξη και είναι απαραίτητη. Θεωρήστε, για παράδειγµα, την f : [0, 1]→
R µε f(x) = x αν 0 6 x < 1 και f(1) = 0. Η f είναι παραγωγίσιµη (άρα, συνεχής) στο
(0, 1) και έχουµε f(0) = f(1) = 0. ΄Οµως δεν υπάρχει x ∈ (0, 1) που να ικανοποιεί την
f ′(x) = f(1)−f(0)

1−0 = 0, αφού f ′(x) = 1 για κάθε x ∈ (0, 1). Το πρόβληµα είναι στο σηµείο
1: η f είναι ασυνεχής στο 1, δηλαδή δεν είναι συνεχής στο [0, 1].

Μια πολύ σηµαντική εφαρµογή του ϑεωρήµατος µέσης τιµής είναι η εξής.

Θεώρηµα 5.6.4. ΄Εστω f : (a, b)→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(i) Αν f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε η f είναι αύξουσα στο (a, b).

(ii) Αν f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε η f είναι γνησίως αύξουσα στο (a, b).

(iii) Αν f ′(x) 6 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε η f είναι ϕθίνουσα στο (a, b).

(iv) Αν f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε η f είναι γνησίως ϕθίνουσα στο (a, b).
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(v) Αν f ′(x) = 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε η f είναι σταθερή στο (a, b).

Απόδειξη. Θα δείξουµε έναν από τους πρώτους τέσσερις ισχυρισµούς: υποθέτουµε ότι
f ′(x) > 0 στο (a, b), και ϑα δείξουµε ότι αν a < x < y < b τότε f(x) 6 f(y). Θεωρούµε
τον περιορισµό της f στο [x, y]. Η f είναι συνεχής στο [x, y] και παραγωγίσιµη στο (x, y),
οπότε εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής ϐρίσκουµε ξ ∈ (x, y) που ικανοποιεί την

f ′(ξ) =
f(y)− f(x)

y − x
.

Αφού f ′(ξ) > 0 και y − x > 0, έχουµε f(y)− f(x) > 0. ∆ηλαδή, f(x) 6 f(y).
Για τον τελευταίο ισχυρισµό παρατηρήστε ότι αν f ′ = 0 στο (a, b) τότε f ′ > 0 και f ′ 6 0

στο (a, b). ΄Αρα, η f είναι ταυτόχρονα αύξουσα και ϕθίνουσα: αν x < y στο (a, b) τότε
f(x) 6 f(y) και f(x) > f(y), δηλαδή f(x) = f(y). ΄Επεται ότι η f είναι σταθερή. 2

Μια παραλλαγή (και γενίκευση) του ϑεωρήµατος Μέσης Τιµής είναι το ϑεώρηµα µέσης
τιµής του Cauchy:

Θεώρηµα 5.6.5 (ϑεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy). ΄Εστω f, g : [a, b]→ R, συνεχείς στο

[a, b] και παραγωγίσιµες στο (a, b). Τότε, υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε

(∗) [f(b)− f(a)] g′(x0) = [g(b)− g(a)] f ′(x0).

Σηµείωση: Παρατηρήστε πρώτα ότι το ϑεώρηµα µέσης τιµής είναι ειδική περίπτωση του
ϑεωρήµατος που ϑέλουµε να δείξουµε : αν g(x) = x τότε g′(x) = 1 και η (∗) παίρνει τη
µορφή

[f(b)− f(a)] · 1 = (b− a) f ′(x).

Η ύπαρξη κάποιου x0 ∈ (a, b) το οποίο ικανοποιεί αυτήν την ισότητα είναι ακριβώς ο
ισχυρισµός του ϑεωρήµατος µέσης τιµής.

Θυµηθείτε τώρα την ιδέα της απόδειξης του ϑεωρήµατος µέσης τιµής. Εφαρµόσαµε το
ϑεώρηµα του Rolle για τη συνάρτηση

f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a).

Ισοδύναµα (πολλαπλασιάστε την προηγούµενη συνάρτηση µε b − a) ϑα µπορούσαµε να
έχουµε πάρει την

[f(x)− f(a)] (b− a)− [f(b)− f(a)] (x− a).

Θα ϑεωρήσουµε λοιπόν συνάρτηση αντίστοιχη µε αυτήν, «αντικαθιστώντας την x µε την
g(x)».
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Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση h : [a, b]→ R µε

h(x) = [f(x)− f(a)] (g(b)− g(a))− [f(b)− f(a)] (g(x)− g(a)).

Η h είναι συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιµη στο (a, b) (γιατί οι f και g έχουν τις ίδιες
ιδιότητες). Εύκολα ελέγχουµε ότι

h(a) = 0 = h(b).

Μπορούµε λοιπόν να εφαρµόσουµε το ϑεώρηµα του Rolle: υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε
h′(x0) = 0. Αφού

h′(x0) = f ′(x0) (g(b)− g(a))− g′(x0) (f(b)− f(a)),

παίρνουµε την (∗). 2

Παρατήρηση 5.6.6. Το ενδιαφέρον σηµείο στην (∗) είναι ότι οι παράγωγοι f ′(x0) και
g′(x0) «υπολογίζονται στο ίδιο σηµείο» x0.

Πολύ συχνά, το ϑεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy διατυπώνεται ως εξής.

Πόρισµα 5.6.7. ΄Εστω f, g : [a, b] → R, συνεχείς στο [a, b] και παραγωγίσιµες στο (a, b).

Υποθέτουµε επιπλέον ότι

(α) οι f ′ και g′ δεν έχουν κοινή ϱίζα στο (a, b).

(ϐ) g(b)− g(a) 6= 0.

Τότε υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=
f ′(x0)

g′(x0)
.

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy, υπάρχει x0 ∈ (a, b) ώστε

(f(b)− f(a))g′(x0) = (g(b)− g(a))f ′(x0).

Παρατηρούµε ότι g′(x0) 6= 0: αν είχαµε g′(x0) = 0, τότε ϑα ήταν (g(b) − g(a))f ′(x0) = 0

και, αφού από την υπόθεσή µας g(b)−g(a) 6= 0, ϑα έπρεπε να έχουµε f ′(x0) = 0. ∆ηλαδή
οι f ′ και g′ ϑα είχαν κοινή ϱίζα. Μπορούµε λοιπόν να διαιρέσουµε τα δύο µέλη της ισότητας
µε (g(b)− g(a))g′(x0) και να πάρουµε το Ϲητούµενο. 2
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5.7 Απροσδιόριστες µορφές

Το ϑεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy χρησιµοποιείται στην απόδειξη των «κανόνων του
L’ Hospital» για όρια της µορφής 0

0 ή ∞∞ . Τυπικά παραδείγµατα της κατάστασης που ϑα
συζητήσουµε σε αυτή την παράγραφο είναι τα εξής: ϑέλουµε να εξετάσουµε αν υπάρχει το
όριο

lim
x→x0

f(x)

g(x)

όπου f, g είναι δύο συναρτήσεις παραγωγίσιµες δεξιά και αριστερά από το x0, µε g(x) 6= 0

αν x κοντά στο x0 και x 6= x0 και

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

ή
lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = +∞.

Τότε λέµε ότι έχουµε απροσδιόριστη µορφή 0
0 (ή ∞∞ αντίστοιχα) στο x0.

Οι κανόνες του l’Hospital µας επιτρέπουν συχνά να ϐρούµε τέτοια όρια (αν υπάρχουν)
µε τη ϐοήθεια των παραγώγων των f και g. Τυπικό ϑεώρηµα αυτού του είδους είναι το
εξής.

Θεώρηµα 5.7.1. ΄Εστω f, g : (a, x0) ∪ (x0, b)→ R παραγωγίσιµες συναρτήσεις µε τις εξής

ιδιότητες:

(α) g(x) 6= 0 και g′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ (a, x0) ∪ (x0, b).

(ϐ) lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0.

Αν υπάρχει το lim
x→x0

f ′(x)
g′(x) = ` ∈ R, τότε υπάρχει το lim

x→x0
f(x)
g(x) και

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= ` = lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
.

Απόδειξη. Ορίζουµε τις f και g στο x0 ϑέτοντας f(x0) = g(x0) = 0. Αφού

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0,

οι f και g γίνονται τώρα συνεχείς στο (a, b). Θα δείξουµε ότι

lim
x→x+0

f(x)

g(x)
= ` = lim

x→x+0

f ′(x)

g′(x)
.

΄Εχουµε
f(x)

g(x)
=
f(x)− f(x0)

g(x)− g(x0)
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για κάθε x ∈ (x0, b). Οι f ′, g′ δεν έχουν κοινή ϱίζα στο (x0, x) γιατί η g′ δεν µηδενίζεται
πουθενά. Επίσης g(x) 6= 0, δηλαδή g(x) − g(x0) 6= 0. Εφαρµόζοντας λοιπόν το ϑεώρηµα
µέσης τιµής του Cauchy µπορούµε για κάθε x ∈ (x0, b) να ϐρούµε ξx ∈ (x0, x) ώστε

f(x)

g(x)
=
f ′(ξx)

g′(ξx)
.

΄Εστω τώρα ότι limx→x0
f ′(x)
g′(x) = ` και έστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε δ > 0 ώστε : αν

x0 < y < x0 + δ τότε ∣∣∣∣f ′(y)

g′(y)
− `
∣∣∣∣ < ε.

Συνδυάζοντας τις παραπάνω σχέσεις ϐλέπουµε ότι αν x0 < x < x0 + δ τότε∣∣∣∣f(x)

g(x)
− `
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣f ′(ξx)

g′(ξx)
− `
∣∣∣∣ < ε

(γιατί x0 < ξx < x < x0 + δ). ΄Αρα,

lim
x→x+0

f(x)

g(x)
= ` = lim

x→x+0

f ′(x)

g′(x)
.

Με ανάλογο τρόπο δείχνουµε ότι limx→x−0
f(x)
g(x) = `. 2

Ο αντίστοιχος κανόνας όταν x0 = +∞ είναι ο εξής.

Θεώρηµα 5.7.2. ΄Εστω f, g : (a,+∞) → R παραγωγίσιµες συναρτήσεις µε τις εξής ιδιότη-

τεσ:

(α) g(x) 6= 0 και g′(x) 6= 0 για κάθε x > a.

(ϐ) lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0.

Αν υπάρχει το lim
x→+∞

f ′(x)
g′(x) = ` ∈ R τότε υπάρχει το lim

x→+∞
f(x)
g(x) και

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= ` = lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

Απόδειξη. Ορίζουµε f1, g1 :
(
0, 1

a

)
→ R µε

f1(x) = f

(
1

x

)
και g1(x) = g

(
1

x

)
.

Οι f1, g1 είναι παραγωγίσιµες και

f ′1(x)

g′1(x)
=
− 1
x2
f ′
(

1
x

)
− 1
x2
g′
(

1
x

) =
f ′
(

1
x

)
g′
(

1
x

) .



168 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ

΄Εχουµε lim
x→0+

f1(x) = lim
x→+∞

f(x) = 0 και lim
x→0+

g1(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0 (γιατί ;). Επίσης,

g1 6= 0 και g′1 6= 0 στο (0, 1/a). Τέλος,

lim
x→0+

f ′1(x)

g′1(x)
= lim

x→0+

f ′
(

1
x

)
g′
(

1
x

) = lim
x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

΄Αρα, εφαρµόζεται το Θεώρηµα 5.7.1 για τις f1, g1 και έχουµε

lim
x→0+

f1(x)

g1(x)
= lim

x→0+

f ′1(x)

g′1(x)
= lim

x→+∞

f ′(x)

g′(x)
.

Αφού

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→0+

f1(x)

g1(x)
,

έπεται το Ϲητούµενο. 2

Υπάρχουν αρκετές ακόµα περιπτώσεις απροσδιόριστων µορφών για τις οποίες µπορού-
µε να διατυπώσουµε κατάλληλο «κανόνα του l’Hospital». ∆εν ϑα δώσουµε άλλες αποδείξεις,
ας δούµε όµως τη διατύπωση ενός κανόνα για απροσδιόριστη µορφή ∞∞ .

Θεώρηµα 5.7.3. ΄Εστω f, g : (a, b)→ R παραγωγίσιµες συναρτήσεις µε τις εξής ιδιότητες:

(α) g(x) 6= 0 και g′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ (a, b).

(ϐ) lim
x→a+

f(x) = lim
x→a+

g(x) = +∞.

Αν υπάρχει το lim
x→a+

f ′(x)
g′(x) = ` ∈ R, τότε υπάρχει το lim

x→a+
f(x)
g(x) και

lim
x→a+

f(x)

g(x)
= lim

x→a+
f ′(x)

g′(x)
.

5.8 Γεωµετρική σηµασία της δεύτερης παραγώγου

Είδαµε ότι ο µηδενισµός της παραγώγου σε ένα σηµείο x0 δεν είναι ικανή συνθήκη για την
ύπαρξη τοπικού ακρότατου στο x0. Η συνάρτηση f(x) = x3 δεν έχει ακρότατο στο x0 = 0,
όµως f ′(x0) = 0. Κοιτάζοντας τη δεύτερη παράγωγο στα σηµεία µηδενισµού της πρώτης
παραγώγου µπορούµε πολλές ϕορές να συµπεράνουµε αν ένα κρίσιµο σηµείο είναι όντως
σηµείο ακρότατου.

Θεώρηµα 5.8.1. ΄Εστω f : (a, b) → R παραγωγίσιµη συνάρτηση και έστω x0 ∈ (a, b) µε

f ′(x0) = 0.

(α) Αν υπάρχει η f ′′(x0) και f ′′(x0) > 0, τότε έχουµε τοπικό ελάχιστο στο x0.

(ϐ) Αν υπάρχει η f ′′(x0) και f ′′(x0) < 0, τότε έχουµε τοπικό µέγιστο στο x0.
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Σηµείωση: Αν f ′′(x0) = 0 ή αν δεν υπάρχει η f ′′(x0), τότε πρέπει να εξετάσουµε τι συµβαίνει
µε άλλο τρόπο.

Απόδειξη. Θα δείξουµε µόνο το (α). ΄Εχουµε

0 < f ′′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)

x− x0
= lim

x→x0

f ′(x)

x− x0
.

Εποµένως, µπορούµε να ϐρούµε δ > 0 ώστε :

(i) Αν x0 < x < x0 + δ, τότε f ′(x) > 0.

(ii) Αν x0 − δ < x < x0 τότε f ′(x) < 0.

΄Εστω y ∈ (x0 − δ, x0 + δ).

(i) Αν x0 < y < x0+δ, τότε εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής στο [x0, y] ϐρίσκουµε
x ∈ (x0, y) ώστε

f(y)− f(x) = f ′(x)(y − x0) > 0.

(ii) Αν x0−δ < y < x0, τότε εφαρµόζοντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής στο [y, x0] ϐρίσκουµε
x ∈ (y, x0) ώστε

f(y)− f(x) = f ′(x)(y − x0) > 0.

∆ηλαδή, f(y) 6 f(x0) για κάθε y ∈ (x0− δ, x0 + δ). ΄Αρα, η f έχει τοπικό ελάχιστο στο x0.
2

5.8.1 Κυρτές και κοίλες συναρτήσεις

Θεωρούµε µια παραγωγίσιµη συνάρτηση f : (a, b) → R. Αν x0 ∈ (a, b), η «εξίσωση της
εφαπτοµένης» του γραφήµατος της f στο (x0, f(x0)) είναι η

y = f(x0) + f ′(x0)(x− x0).

Λέµε ότι η f είναι κυρτή στο (a, b) αν για κάθε x0 ∈ (a, b) έχουµε

(∗) f(x) > f(x0) + f ′(x0)(x− x0)

για κάθε x ∈ (a, b). ∆ηλαδή, αν το γράφηµα {(x, f(x)) : a < x < b} ϐρίσκεται πάνω
από την εφαπτοµένη. Λέµε ότι η f είναι γνησίως κυρτή στο (a, b) αν για κάθε x 6= x0 η
ανισότητα στην (∗) είναι γνήσια.

Λέµε ότι η f είναι κοίλη στο (a, b) αν για κάθε x0 ∈ (a, b) έχουµε

(∗∗) f(x) 6 f(x0) + f ′(x0)(x− x0)
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για κάθε x ∈ (a, b). ∆ηλαδή, αν το γράφηµα {(x, f(x)) : a < x < b} ϐρίσκεται κάτω
από την εφαπτοµένη. Λέµε ότι η f είναι γνησίως κοίλη στο (a, b) αν για κάθε x 6= x0 η
ανισότητα στην (∗∗) είναι γνήσια.

Τέλος, λέµε ότι η f έχει σηµείο καµπής στο σηµείο x0 ∈ (a, b) αν υπάρχει δ > 0 ώστε η f
να είναι γνησίως κυρτή στο (x0− δ, x0) και γνησίως κοίλη στο (x0, x0 + δ) ή γνησίως κοίλη
στο (x0 − δ, x0) και γνησίως κυρτή στο (x0, x0 + δ).

Θεώρηµα 5.8.2. ΄Εστω f : (a, b)→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(α) Αν η f ′ είναι (γνησίως) αύξουσα στο (a, b), τότε η f είναι (γνησίως) κυρτή στο (a, b).

(ϐ) Αν η f ′ είναι (γνησίως) ϕθίνουσα στο (a, b), τότε η f είναι (γνησίως) κοίλη στο (a, b).

Απόδειξη. ΄Εστω x0 ∈ (a, b) και έστω x ∈ (a, b). Υποθέτουµε πρώτα ότι x > x0. Από το
ϑεώρηµα µέσης τιµής, υπάρχει ξx ∈ (x0, x) µε την ιδιότητα

f(x)− f(x0) = (x− x0)f ′(ξx).

Αφού x0 < ξx έχουµε f ′(ξx) > f ′(x0), και αφού x− x0 > 0 ϐλέπουµε ότι

f(x)− f(x0) = (x− x0)f ′(ξx) > (x− x0)f ′(x0).

Υποθέτουµε τώρα ότι x < x0. Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής, υπάρχει ξx ∈ (x, x0) µε την
ιδιότητα

f(x)− f(x0) = (x− x0)f ′(ξx).

Αφού ξx < x0 έχουµε f ′(ξx) 6 f ′(x0), και αφού x− x0 < 0 ϐλέπουµε ότι

f(x)− f(x0) = (x− x0)f ′(ξx) > (x− x0)f ′(x0).

Σε κάθε περίπτωση, ισχύει η (∗). Ελέγξτε ότι αν η f ′ υποτεθεί γνησίως αύξουσα στο (a, b)

τότε παίρνουµε γνήσια ανισότητα στην (∗).

(ϐ) Με τον ίδιο τρόπο. 2

Η δεύτερη παράγωγος (αν υπάρχει) µπορεί να µας δώσει πληροφορία για το αν η f είναι
κυρτή ή κοίλη.

Θεώρηµα 5.8.3. ΄Εστω f : (a, b)→ R δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση.

(α) Αν f ′′(x) > 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε η f είναι γνησίως κυρτή στο (a, b).

(ϐ) Αν f ′′(x) < 0 για κάθε x ∈ (a, b), τότε η f είναι γνησίως κοίλη στο (a, b).
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Απόδειξη. (α) Αφου f ′′ > 0 στο (a, b), η f ′ είναι γνησίως αύξουσα στο (a, b). Από το
Θεώρηµα 5.8.2 έπεται το Ϲητούµενο.

(ϐ) Με τον ίδιο τρόπο. 2

Τέλος, δίνουµε µια αναγκαία συνθήκη για να είναι το x0 σηµείο καµπής της f .

Θεώρηµα 5.8.4. ΄Εστω f : (a, b) → R δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση και έστω

x0 ∈ (a, b). Αν η f έχει σηµείο καµπής στο x0, τότε f ′′(x0) = 0.

Απόδειξη. Θεωρούµε τη συνάρτηση g(x) = f(x) − f(x0) − f ′(x0)(x − x0). Η g δεν έχει
τοπικό µέγιστο ή ελάχιστο στο x0: έχουµε g(x0) = 0 και g > 0 αριστερά του x0, g < 0

δεξιά του x0 – ή το αντίστροφο.

Επίσης, g′(x0) = 0 και g′′(x0) = f ′′(x0). Αν ήταν g′′(x0) > 0 ή g′′(x0) < 0 τότε από το
Θεώρηµα 5.9.1 η g ϑα είχε ακρότατο στο x0, άτοπο. ΄Αρα, f ′′(x0) = 0. 2

Σηµείωση. Η συνθήκη του Θεωρήµατος 5.8.4 δεν είναι ικανή. Η f(x) = x4 δεν έχει σηµείο
καµπής στο x0 = 0. Είναι γνησίως κυρτή στο R. ΄Οµως f ′′(x) = 12x2, άρα f ′′(0) = 0.

Παράδειγµα. Μελετήστε τη συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =
1

x2 + 1
.

Η f είναι παραγωγίσιµη στο R, µε

f ′(x) = − 2x

(x2 + 1)2
.

΄Αρα, η f είναι γνησίως αύξουσα στο (−∞, 0) και γνησίως ϕθίνουσα στο (0,+∞). Παίρνει
µέγιστη τιµή στο 0: f(0) = 1, και lim

x→±∞
f(x) = 0. Η δεύτερη παράγωγος της f ορίζεται

παντού και είναι ίση µε

f ′′(x) =
2(3x2 − 1)

(x2 + 1)3
.

΄Αρα, f ′′ > 0 στα
(
−∞,− 1√

3

)
και

(
1√
3
,∞
)
, ενώ f ′′ < 0 στο

(
− 1√

3
, 1√

3

)
. ΄Επεται ότι η

f έχει σηµείο καµπής στα ± 1√
3
και είναι : γνησίως κυρτή στα

(
−∞,− 1√

3

)
και

(
1√
3
,∞
)
,

γνησίως κοίλη στο
(
− 1√

3
, 1√

3

)
. Αυτές οι πληροφορίες είναι αρκετές για να σχεδιάσουµε

«αρκετά πιστά» τη γραφική παράσταση της f .
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5.8.2 Ασύµπτωτες

1. ΄Εστω f : (a,+∞)→ R.

(α) Λέµε ότι η ευθεία y = β είναι οριζόντια ασύµπτωτη της f στο +∞ αν

lim
x→+∞

f(x) = β.

Παράδειγµα: η f : (1,+∞)→ R µε f(x) = x+1
x−1 έχει οριζόντια ασύµπτωτη την y = 1.

(ϐ) Λέµε ότι η ευθεία y = αx+ β (α 6= 0) είναι πλάγια ασύµπτωτη της f στο +∞ αν

lim
x→+∞

(f(x)− (αx+ β)) = 0.

Παρατηρήστε ότι η f έχει το πολύ µία πλάγια ασύµπτωτη στο +∞ και ότι αν y = αx + β

είναι η ασύµπτωτη της f τότε η κλιση της α υπολογίζεται από την

α = lim
x→+∞

f(x)

x

και η σταθερά β υπολογίζεται από την

β = lim
x→+∞

(f(x)− αx).

Αντίστροφα, για να δούµε αν η f έχει πλάγια ασύµπτωτη στο +∞, εξετάζουµε πρώτα αν
υπάρχει το lim

x→+∞
f(x)
x . Αν αυτό το όριο υπάρχει και αν είναι διαφορετικό από το 0, το

συµβολίζουµε µε α και εξετάζουµε αν υπάρχει το lim
x→+∞

(f(x) − αx). Αν και αυτό το όριο
– ας το πούµε β – υπάρχει, τότε η y = αx+ β είναι η πλάγια ασύµπτωτη της f στο +∞.

Παράδειγµα: η f : (1,+∞) → R µε f(x) = x2+x−1
x−1 έχει πλάγια ασύµπτωτη στο +∞ την

y = x+ 2. Πράγµατι,

lim
x→+∞

f(x)

x
= lim

x→+∞

x2 + x− 1

x2 − x
= 1,

και
lim

x→+∞
(f(x)− x) = lim

x→+∞

2x− 1

x− 1
= 2.

2. Με ανάλογο τρόπο ορίζουµε – και ϐρίσκουµε – την οριζόντια ή πλάγια ασύµπτωτη µιας
συνάρτησης f : (−∞, a)→ R στο −∞ (αν υπάρχει).

3. Τέλος, λέµε ότι η f : (a, x0)∪(x0, b)→ R έχει (αριστερή ή δεξιά) κατακόρυφη ασύµπτωτη
στο x0 αν

lim
x→x−0

f(x) = ±∞ ή lim
x→x+0

f(x) = ±∞

αντίστοιχα. Για παράδειγµα, η f(x) = 1
x έχει αριστερή και δεξιά ασύµπτωτη στο 0 την

ευθεία x = 0, αφού lim
x→0−

1
x = −∞ και lim

x→0+
1
x = +∞.
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5.9 Ασκήσεις

Α΄ Οµάδα

1. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε πλήρως την απάντησή
σας).

(α) Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο (a, b), τότε η f είναι συνεχής στο (a, b).

(ϐ) Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 = 0 και αν f(0) = f ′(0) = 0, τότε lim
n→∞

nf(1/n) = 0.

(γ) Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο [a, b] και παίρνει τη µέγιστη τιµή της στο x0 = a, τότε
f ′(a) = 0.

(i) Αν f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ [0,∞) και f(0) = 0, τότε f(x) > 0 για κάθε x ∈ [0,∞).

(δ) Αν η f είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο [0, 2] και f(0) = f(1) = f(2) = 0, τότε υπάρχει
x0 ∈ (0, 2) ώστε f ′′(x0) = 0.

(ε) ΄Εστω f : (a, b) → R και έστω x0 ∈ (a, b). Αν η f είναι συνεχής στο x0, παραγωγίσιµη σε
κάθε x ∈ (a, b) \ {x0} και αν υπάρχει το lim

x→x0

f ′(x) = ` ∈ R, τότε f ′(x0) = `.

(στ) Αν η f : R→ R είναι παραγωγίσιµη στο 0, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε η f να είναι συνεχής στο
(−δ, δ).

(Ϲ) Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ R και f ′(x0) > 0, τότε υπάρχει δ > 0 ώστε η f να είναι
γνησίως αύξουσα στο (x0 − δ, x0 + δ).

2. Εξετάστε αν οι συναρτήσεις f, g, h είναι παραγωγίσιµες στο 0.

(α) f(x) = x αν x /∈ Q και f(x) = 0 αν x ∈ Q.

(ϐ) g(x) = 0 αν x /∈ Q και g(x) = x2 αν x ∈ Q.

(γ) h(x) = sinx αν x /∈ Q και h(x) = x αν x ∈ Q.

3. Εξετάστε αν οι συναρτήσεις f, g, h είναι παραγωγίσιµες στο R. Αν είναι, εξετάστε αν η παράγωγός
τους είναι συνεχής στο R.

(α) f(x) = sin
(
1
x

)
αν x 6= 0, και f(0) = 0.

(ϐ) g(x) = x sin
(
1
x

)
αν x 6= 0, και g(0) = 0.

(γ) h(x) = x2 sin
(
1
x

)
αν x 6= 0, και h(0) = 0.

4. ∆είξτε ότι η συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = sin x
x αν x 6= 0 και f(0) = 1 είναι παραγωγίσιµη σε

κάθε x0 ∈ R. Εξετάστε αν η f ′ : R→ R είναι συνεχής συνάρτηση.

5. Βρείτε (αν υπάρχουν) τα σηµεία στα οποία είναι παραγωγίσιµη η συνάρτηση f : (0, 1)→ R µε

f(x) =

{
0 , x /∈ Q ή x = 0
1
q , x = p

q , p, q ∈ N, ΜΚ∆ (p, q) = 1
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6. ∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f : (0, 1)→ R η οποία :

(α) είναι συνεχής στο (0, 1) αλλά δεν είναι παραγωγίσιµη στο σηµείο x0 = 1
2 .

(ϐ) είναι συνεχής στο (0, 1) αλλά δεν είναι παραγωγίσιµη στα σηµεία xn = 1
n , n > 2.

7. ∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f : R→ R µε τις εξής ιδιότητες:

(α) f(−1) = 0, f(2) = 1 και f ′(1) > 0.

(ϐ) f(−1) = 0, f(2) = 1 και f ′(1) < 0.

(γ) f(0) = 0, f(3) = 1, f ′(1) = 0 και η f είναι γνησίως αύξουσα στο [0, 3].

(δ) f(m) = 0 και f ′(m) = (−1)m για κάθε m ∈ Z, |f(x)| 6 1
2 για κάθε x ∈ R.

8. ΄Εστω f, g : R → R και έστω x0 ∈ R. Υποθέτουµε ότι : f(x0) = 0, η f είναι παραγωγίσιµη στο
x0 και η g είναι συνεχής στο x0. ∆είξτε ότι η συνάρτηση γινόµενο f · g είναι παραγωγίσιµη στοx0.

9. Για καθεµία από τις παρακάτω συναρτήσεις ϐρείτε τη µέγιστη και την ελάχιστη τιµή της στο
διάστηµα που υποδεικνύεται.

(α) f(x) = x3 − x2 − 8x+ 1 στο [−2, 2].

(ϐ) f(x) = x5 + x+ 1 στο [−1, 1].

(γ) f(x) = x3 − 3x στο [−1, 2].

10. ∆είξτε ότι η εξίσωση:

(α) 4ax3 + 3bx2 + 2cx = a+ b+ c έχει τουλάχιστον µία ϱίζα στο (0, 1).

(ϐ) 6x4 − 7x+ 1 = 0 έχει το πολύ δύο πραγµατικές ϱίζες.

(γ) x3 + 9x2 + 33x− 8 = 0 έχει ακριβώς µία πραγµατική ϱίζα.

11. ΄Εστω a1 < · · · < an στο R και έστω f(x) = (x−a1) · · · (x−an). ∆είξτε ότι η εξίσωση f ′(x) = 0

έχει ακριβώς n− 1 λύσεις.

12. Σχεδιάστε τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων

f(x) = x+
1

x
, f(x) = x+

3

x2
, f(x) =

x2

x2 − 1
, f(x) =

1

1 + x2

ϑεωρώντας σαν πεδίο ορισµού τους το µεγαλύτερο υποσύνολο τουR στο οποίο µπορούν να οριστούν.

13. ∆ίνονται πραγµατικοί αριθµοί a1 < a2 < · · · < an. Να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης

f(x) =
n∑
k=1

(x− ak)2.

14. ΄Εστω a > 0. ∆είξτε ότι η µέγιστη τιµή της συνάρτησης

f(x) =
1

1 + |x|
+

1

1 + |x− a|

είναι ίση µε 2+a
1+a .
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15. Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f και g είναι παραγωγίσιµες στο [a, b] και ότι f(a) = g(a) και
f(b) = g(b). ∆είξτε ότι υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο x στο (a, b) για το οποίο οι εφαπτόµενες
των γραφικών παραστάσεων των f και g στα (x, f(x)) και (x, g(x)) είναι παράλληλες ή ταυτίζονται.

16. ∆ίνονται δύο παραγωγίσιµες συναρτήσεις f, g : (a, b)→ R ώστε f(x)g′(x)− f ′(x)g(x) 6= 0 για
κάθε x ∈ (a, b). ∆είξτε ότι ανάµεσα σε δύο ϱίζες της f(x) = 0 ϐρίσκεται µια ϱίζα της g(x) = 0, και
αντίστροφα.

Β΄ Οµάδα

17. ΄Εστω f : [a, b] → R, συνεχής στο [a, b], παραγωγίσιµη στο (a, b), µε f(a) = f(b). ∆είξτε ότι
υπάρχουν x1 6= x2 ∈ (a, b) ώστε f ′(x1) + f ′(x2) = 0.

18. ΄Εστω f : (0,+∞)→ R παραγωγίσιµη, µε lim
x→+∞

f ′(x) = 0. ∆είξτε ότι

lim
x→+∞

(f(x+ 1)− f(x)) = 0.

19. ΄Εστω f : (1,+∞)→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε την ιδιότητα : |f ′(x)| 6 1
x για κάθε x > 1.

∆είξτε ότι lim
x→+∞

[f(x+
√
x)− f(x)] = 0.

20. ΄Εστω f, g δύο συναρτήσεις συνεχείς στο [0, a] και παραγωγίσιµες στο (0, a). Υποθέτουµε ότι
f(0) = g(0) = 0 και f ′(x) > 0, g′(x) > 0 στο (0, a).

(α) Αν η f ′ είναι αύξουσα στο (0, a), δείξτε ότι η f(x)
x είναι αύξουσα στο (0, a).

(ϐ) Αν η f ′

g′ είναι αύξουσα στο (0, a), δείξτε ότι η f
g είναι αύξουσα στο (0, a).

21. (α) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει ex > 1 + x.

(ϐ) ∆είξτε ότι για κάθε x > 0 ισχύει

1− 1

x
6 log x 6 x− 1.

22. ∆είξτε ότι για κάθε x > 0 και για κάθε n ∈ N ισχύει

lnx 6 n
(
n
√
x− 1

)
6 n
√
x lnx.

Συµπεράνατε ότι limn→∞ n ( n
√
x− 1) = lnx για x > 0.

23. (α) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει

lim
n→∞

n ln
(

1 +
x

n

)
= x.

(ϐ) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ R ισχύει

lim
n→∞

(
1 +

x

n

)n
= ex.
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24. Μελετήστε τη συνάρτηση

f(x) =
lnx

x

στο (0,+∞) και σχεδιάστε τη γραφική της παράσταση. Ποιός είναι µεγαλύτερος, ο eπ ή ο πe;

25. ∆είξτε ότι οι συναρτήσεις ln και exp ικανοποιούν τα εξής: (α) για κάθε s > 0,

lim
x→+∞

ex

xs
= +∞

και (ϐ)

lim
x→+∞

lnx

xs
= 0.

∆ηλαδή, η exp αυξάνει στο +∞ ταχύτερα από οποιαδήποτε (µεγάλη) δύναµη του x, ενώ η ln αυξάνει
στο +∞ ϐραδύτερα από οποιαδήποτε (µικρή) δύναµη του x.

26. ΄Εστω f : R → R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε την ιδιότητα f ′(x) = cf(x) για κάθε x ∈ R,
όπου c µια σταθερά. ∆είξτε ότι υπάρχει a ∈ R ώστε f(x) = aecx για κάθε x ∈ R.

27. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής, παραγωγίσιµη στο (a, b), ώστε f(a) = f(b) = 0. ∆είξτε ότι : για
κάθε λ ∈ R, η συνάρτηση gλ : [a, b]→ R µε

gλ(x) := f ′(x) + λf(x)

έχει µια ϱίζα στο διάστηµα (a, b).

28. ΄Εστω a, b ∈ R µε a < b και έστω f : (a, b)→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση ώστε limx→b− f(x) =

+∞. ∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b) ώστε f ′(ξ) > f(ξ). [Υπόδειξη : Θεωρήστε την e−xf(x).]

29. ∆είξτε ότι για κάθε x ∈
(
0, π2

)
ισχύει

sinx >
2x

π
.

30. (α) ΄Εστω f : R → R δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι f(0) = f ′(0) = 0

και f ′′(x) + f(x) = 0 για κάθε x ∈ R. ∆είξτε ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ R. [Υπόδειξη : Θεωρήστε
την g = f2 + (f ′)2.]

(ϐ) ΄Εστω f : R→ R δύο ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι f(0) = 1, f ′(0) = 0 και
f ′′(x) + f(x) = 0 για κάθε x ∈ R. ∆είξτε ότι f(x) = cosx για κάθε x ∈ R.

31. (α) ∆είξτε ότι η εξίσωση tanx = x έχει ακριβώς µία λύση σε κάθε διάστηµα της µορφής
Ik =

(
kπ − π

2 , kπ + π
2

)
.

(ϐ) ΄Εστω ak η λύση της παραπάνω εξίσωσης στο διάστηµα Ik, k ∈ N. Βρείτε, αν υπάρχει, το όριο
limk→∞(ak+1 − ak) και δώστε γεωµετρική ερµηνεία.

Γ΄ Οµάδα
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32. ∆ίνονται πραγµατικοί αριθµοί a1 < a2 < · · · < an. Να ϐρεθεί η ελάχιστη τιµή της συνάρτησης

g(x) =
n∑
k=1

|x− ak|.

33. ΄Εστω n ∈ N και έστω f(x) = (x2 − 1)n. ∆είξτε ότι η εξίσωση f (n)(x) = 0 έχει ακριβώς n
διαφορετικές λύσεις, όλες στο διάστηµα (−1, 1).

34. Να ϐρεθούν όλοι οι a > 1 για τους οποίους η ανισότητα xa 6 ax ισχύει για κάθε x > 1.

35. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση µε f(0) = 0. Υποθέτουµε ότι η f είναι παραγωγίσιµη
στο (0, 1) και 0 6 f ′(x) 6 2f(x) για κάθε x ∈ (0, 1). ∆είξτε ότι η f είναι σταθερή και ίση µε 0 στο
[0, 1].

36. ΄Εστω f : R→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι f ′(x) > f(x) για κάθε x ∈ R και
f(0) = 0. ∆είξτε ότι f(x) > 0 για κάθε x > 0.

37. ΄Εστω α > 0. ∆είξτε ότι η εξίσωση αex = 1 + x+ x2/2 έχει ακριβώς µία πραγµατική ϱίζα.

38. ΄Εστω f : (0,+∞)→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι η f ′ είναι ϕραγµένη. ∆είξτε
ότι : για κάθε α > 1,

lim
x→+∞

f(x)

xα
= 0.

39. ΄Εστω f : (a, b) → R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε lim
x→b−

f(x) = +∞. ∆είξτε ότι αν υπάρχει το

lim
x→b−

f ′(x) τότε είναι ίσο µε +∞.

40. ΄Εστω f : (0,+∞) → R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε lim
x→+∞

f(x) = L ∈ R. ∆είξτε ότι αν

υπάρχει το lim
x→+∞

f ′(x) τότε είναι ίσο µε 0.





Κεφάλαιο 6

Θεώρηµα Taylor

6.1 Θεώρηµα Taylor

Ορισµός 6.1.1. ΄Εστω f : [a, b]→ R και έστω x0 ∈ [a, b]. Υποθέτουµε ότι η f είναι n ϕορές
παραγωγίσιµη στο x0. Το πολυώνυµο Taylor τάξης n της f στο x0 είναι το πολυώνυµο
Tn,f,x0 : R→ R που ορίζεται ως εξής:

Tn,f,x0(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k,

δηλαδή,

Tn,f,x0(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n.

Το υπόλοιπο Taylor τάξης n της f στο x0 είναι η συνάρτηση Rn,f,x0 : [a, b] → R που
ορίζεται ως εξής:

Rn,f,x0(x) = f(x)− Tn,f,x0(x).

΄Οταν x0 = 0, συνηθίζουµε να ονοµάζουµε τα Tn,f,0 και Rn,f,0 πολυώνυµο MacLaurin και
υπόλοιπο MacLaurin της f αντίστοιχα.

179
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Παρατήρηση 6.1.2. Παραγωγίζοντας το Tn,f,x0 ϐλέπουµε ότι :

Tn,f,x0(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k, άρα Tn,f,x0(x0) = f(x0),

T ′n,f,x0(x) =

n∑
k=1

f (k)(x0)

(k − 1)!
(x− x0)k−1, άρα T ′n,f,x0(x0) = f ′(x0),

T ′′n,f,x0(x) =

n∑
k=2

f (k)(x0)

(k − 2)!
(x− x0)k−2, άρα T ′′n,f,x0(x0) = f ′′(x0),

· · · · · ·

T
(n)
n,f,x0

(x) =
n∑

k=n

f (k)(x0)

(k − n)!
(x− x0)k−n, άρα T

(n)
n,f,x0

(x0) = f (n)(x0).

∆ηλαδή, το πολυώνυµο Taylor τάξης n της f στο x0 ικανοποιεί τις

T
(k)
n,f,x0

(x0) = f (k)(x0), k = 0, 1, . . . , n

και είναι το µοναδικό πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ ίσου µε n που έχει αυτή την ιδιότητα
(εξηγήστε γιατί).

Παρατήρηση 6.1.3. ΄Εστω f : [a, b] → R και έστω x0 ∈ [a, b]. Υποθέτουµε ότι η f είναι
n− 1 ϕορές παραγωγίσιµη στο [a, b] και n ϕορές παραγωγίσιµη στο x0. Παρατηρήστε ότι

T ′n,f,x0(x) =
n∑
k=1

f (k)(x0)

(k − 1)!
(x− x0)k−1

και

Tn−1,f ′,x0(x) =

n−1∑
s=0

f (s+1)(x0)

s!
(x− x0)s.

Θέτοντας k = s+ 1 σε αυτή την ισότητα συµπεραίνουµε ότι

T ′n,f,x0 = Tn−1,f ′,x0 .

΄Επεται ότι
R′n,f,x0 = Rn−1,f ′,x0 .

Πρόταση 6.1.4. ΄Εστω f : [a, b] → R και έστω x0 ∈ [a, b]. Υποθέτουµε ότι η f είναι n − 1

ϕορές παραγωγίσιµη στο [a, b] και n ϕορές παραγωγίσιµη στο x0. Τότε,

lim
x→x0

Rn,f,x0(x)

(x− x0)n
= 0.
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Απόδειξη. Με επαγωγή ως προς n. Για n = 1 έχουµε

R1,f,x0(x) = f(x)− f(x0)− f ′(x0)(x− x0),

άρα
R1,f,x0(x)

x− x0
=
f(x)− f(x0)

x− x0
− f ′(x0)→ 0

όταν x→ x0, από τον ορισµό της παραγώγου στο σηµείο x0.
Υποθέτουµε ότι η πρόταση ισχύει για n = m και για κάθε συνάρτηση που ικανοποιεί

τις υποθέσεις. ΄Εστω f : [a, b] → R, m ϕορές παραγωγίσιµη στο [a, b] και m + 1 ϕορές
παραγωγίσιµη στο x0. Τότε,

lim
x→x0

Rm+1,f,x0(x) = lim
x→x0

(x− x0)m+1 = 0

και

lim
x→x0

R′m+1,f,x0
(x)

[(x− x0)m+1]′
= lim

x→x0

Rm,f ′,x0(x)

(m+ 1)(x− x0)m
= 0

από την επαγωγική υπόθεση για την f ′. Εφαρµόζοντας τον κανόνα l’Hospital ολοκληρώ-
νουµε το επαγωγικό ϐήµα. 2

Λήµµα 6.1.5. ΄Εστω p πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ ίσου µε n το οποίο ικανοποιεί την

(6.1.1) lim
x→x0

p(x)

(x− x0)n
= 0.

Τότε, p ≡ 0.

Απόδειξη. Με επαγωγή ως προς n. Για το επαγωγικό ϐήµα παρατηρούµε πρώτα ότι

p(x0) = lim
x→x0

p(x) = lim
x→x0

p(x)

(x− x0)n
(x− x0)n = 0,

Συνεπώς, p(x0) = 0. ΄Αρα,

p(x) = (x− x0)p1(x),

όπου p1 πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ ίσου µε n− 1 το οποίο ικανοποιεί την

lim
x→x0

p1(x)

(x− x0)n−1
= lim

x→x0

p(x)

(x− x0)n
= 0.

Αν υποθέσουµε ότι η Πρόταση ισχύει για τον n− 1, τότε p1 ≡ 0 άρα p ≡ 0. 2.
Η Πρόταση 6.1.4 και το Λήµµα 6.1.5 αποδεικνύουν τον εξής χαρακτηρισµό του πο-

λυωνύµου Taylor Tn,f,x0 :
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Θεώρηµα 6.1.6. ΄Εστω f : [a, b]→ R και έστω x0 ∈ [a, b]. Υποθέτουµε ότι η f είναι n− 1

ϕορές παραγωγίσιµη στο [a, b] και n ϕορές παραγωγίσιµη στο x0. Τότε, το πολυώνυµο Taylor

τάξης n της f στο x0 είναι το µοναδικό πολυώνυµο T ϐαθµού το πολύ ίσου µε n το οποίο

ικανοποιεί την

(6.1.2) lim
x→x0

f(x)− T (x)

(x− x0)n
= 0.

Απόδειξη. Η Πρόταση 6.1.4 δείχνει ότι το Tn,f,x0 ικανοποιεί την (6.1.2). Για τη µοναδι-
κότητα αρκεί να παρατηρήσετε ότι αν δύο πολυώνυµα T1, T2 ϐαθµού το πολύ ίσου µε n
ικανοποιούν την (6.1.2), τότε το πολυώνυµο p := T1 − T2 ικανοποιεί την (6.1.1). Από το
Λήµµα 6.1.5 συµπεραίνουµε ότι T1 ≡ T2. 2

Παρατήρηση 6.1.7. Το Θεώρηµα 6.1.6 µας δίνει έναν έµµεσο τρόπο για να ϐρίσκουµε το
πολυώνυµο Taylor τάξης n µιας συνάρτησης f σε κάποιο σηµείο x0. Αρκεί να ϐρούµε ένα
πολυώνυµο ϐαθµού το πολύ ίσου µε n το οποίο ικανοποιεί την (6.1.2).

(i) Η συνάρτηση f(x) = 1
1−x είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο (−1, 1) και έχουµε δει

ότι
1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn + · · · για κάθε |x| < 1.

Θα δείξουµε ότι, για κάθε n,

Tn,f,0(x) = Tn(x) := 1 + x+ · · ·+ xn.

Παρατηρούµε ότι

f(x)− Tn(x) =
1

1− x
− 1− xn+1

1− x
=
xn+1

1− x
.

΄Αρα,

lim
x→0

f(x)− Tn(x)

xn
= lim

x→0

x

1− x
= 0,

και το Ϲητούµενο προκύπτει από το Θεώρηµα 6.1.6.

(ii) Η συνάρτηση f(x) = 1
1+x2

είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο R και έχουµε δει ότι

1

1 + x2
= 1− x2 + x4 + · · ·+ (−1)nx2n + · · · για κάθε |x| < 1.

Θα δείξουµε ότι, για κάθε n,

T2n,f,0(x) = T2n+1,f,0(x) = T2n(x) := 1− x2 + x4 − · · ·+ (−1)nx2n.

Παρατηρούµε ότι

f(x)− Tn(x) =
1

1 + x2
− 1− (−1)n+1x2n+2

1 + x2
=

(−1)n+1x2n+2

1 + x2
.
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΄Αρα,

lim
x→0

f(x)− T2n(x)

x2n+1
= lim

x→0

(−1)n+1x

1 + x2
= 0,

και (προφανώς)

lim
x→0

f(x)− T2n(x)

x2n
= lim

x→0

(−1)n+1x2

1 + x2
= 0,

οπότε το Ϲητούµενο προκύπτει από το Θεώρηµα 6.1.6.

Το Θεώρηµα Taylor δίνει εύχρηστες εκφράσεις για το υπόλοιπο Taylor Rn,f,x0 τάξης n
µιας συνάρτησης f σε κάποιο σηµείο x0.

Θεώρηµα 6.1.8 (Θεώρηµα Taylor). ΄Εστω f : [a, b] → R µια συνάρτηση n + 1 ϕορές

παραγωγίσιµη στο [a, b] και έστω x0 ∈ [a, b]. Τότε, για κάθε x ∈ [a, b],

(i) Μορφή Cauchy του υπολοίπου Taylor: Υπάρχει ξ µεταξύ των x0 και x ώστε

Rn,f,x0(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− x0).

(ii) Μορφή Lagrange του υπολοίπου Taylor: Υπάρχει ξ µεταξύ των x0 και x ώστε

Rn,f,x0(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

Απόδειξη. Σταθεροποιούµε το x ∈ [a, b] και ορίζουµε φ : [a, b]→ R µε

φ(t) = Rn,f,t(x) = f(x)−
n∑
k=0

f (k)(t)

k!
(x− t)k.

Παραγωγίζοντας ως προς t ϐλέπουµε ότι

φ′(t) = −f ′(t)−
n∑
k=1

(
f (k+1)(t)

k!
(x− t)k − f (k)(t)

(k − 1)!
(x− t)k−1

)

= −f
(n+1)(t)

n!
(x− t)n,

αφού το µεσαίο άθροισµα είναι τηλεσκοπικό. Παρατηρήστε επίσης ότι

φ(x0) = Rn,f,x0(x) και φ(x) = Rn,f,x(x) = 0.

(i) Για τη µορφή Cauchy του υπολοίπου εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Μέσης Τιµής για την φ
στο διάστηµα µε άκρα x και x0: Υπάρχει ξ µεταξύ των x0 και x ώστε

Rn,f,x0(x) = φ(x0)− φ(x) = φ′(ξ)(x0 − x).
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Από την

φ′(ξ) = −f
(n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n

έπεται ότι

Rn,f,x0(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− x0).

(ii) Για τη µορφή Lagrange του υπολοίπου εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Μέσης Τιµής του
Cauchy για την φ και για την g(t) = (x− t)n+1 στο διάστηµα µε άκρα x και x0: Υπάρχει
ξ µεταξύ των x0 και x ώστε

Rn,f,x0(x)

(x− x0)n+1
=
φ(x0)− φ(x)

g(x0)− g(x)
=
φ′(ξ)

g′(ξ)
.

΄Επεται ότι

Rn,f,x0(x) =
−f (n+1)(ξ)

n! (x− ξ)n

−(n+ 1)(x− ξ)n
(x− x0)n+1 =

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1.

2

Στην επόµενη Παράγραφο ϑα χρησιµοποιήσουµε το Θεώρηµα Taylor για να ϐρουµε το
ανάπτυγµα σε δυναµοσειρά των ϐασικών υπερβατικών συναρτήσεων.

6.2 ∆υναµοσειρές και αναπτύγµατα Taylor

6.2.1 Η εκθετική συνάρτηση f(x) = ex

Παρατηρούµε ότι f (k)(x) = ex για κάθε x ∈ R και k = 0, 1, 2, . . .. Ειδικότερα, f (k)(0) = 1

για κάθε k > 0. Συνεπώς,

Tn(x) := Tn,f,0(x) =

n∑
k=0

xk

k!
= 1 + x+

x2

2!
+ · · ·+ xn

n!
.

΄Εστω x 6= 0. Χρησιµοποιώντας την µορφή Lagrange του υπολοίπου παίρνουµε

Rn(x) := Rn,f,0(x) =
eξ

(n+ 1)!
xn+1

για κάποιο ξ µεταξύ των 0 και x. Για να εκτιµήσουµε το υπόλοιπο διακρίνουµε δύο
περιπτώσεις.

• Αν x > 0 τότε

|Rn(x)| = eξ

(n+ 1)!
xn+1 6

exxn+1

(n+ 1)!
.
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• Αν x < 0, τότε ξ < 0 και eξ < 1, άρα

|Rn(x)| = eξ

(n+ 1)!
|x|n+1 6

|x|n+1

(n+ 1)!
.

Σε κάθε περίπτωση,

|Rn(x)| 6 e|x||x|n+1

(n+ 1)!
.

΄Εστω x 6= 0. Εφαρµόζοντας το κριτήριο του λόγου για την ακολουθία an := e|x||x|n+1

(n+1)!

ϐλέπουµε ότι
an+1

an
=
|x|
n+ 2

→ 0,

άρα
lim
n→∞

|Rn(x)| = 0.

Συνεπώς,

ex = lim
n→∞

Tn(x) =
∞∑
k=0

xk

k!

για κάθε x ∈ R.

6.2.2 Η συνάρτηση f(x) = cos x

Παρατηρούµε ότι f (2k)(x) = (−1)k cosx και f (2k+1)(x) = (−1)k sinx για κάθε x ∈ R και
k = 0, 1, 2, . . .. Ειδικότερα, f (2k)(0) = (−1)k και f (2k+1)(0) = 0. Συνεπώς,

T2n(x) := T2n,f,0(x) =
n∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!
= 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·+ (−1)nx2n

(2n)!
.

΄Εστω x 6= 0. Χρησιµοποιώντας την µορφή Lagrange του υπολοίπου παίρνουµε

R2n(x) := R2n,f,0(x) =
f (2n+1)(ξ)

(2n+ 1)!
x2n+1

για κάποιο ξ µεταξύ των 0 και x. Για να εκτιµήσουµε το υπόλοιπο παρατηρούµε ότι
|f (2n+1)(ξ)| 6 1 (είναι κάποιο ηµίτονο ή συνηµίτονο), άρα

|R2n(x)| 6 |x|2n+1

(2n+ 1)!
.

Εφαρµόζοντας το κριτήριο του λόγου για την ακολουθία an := |x|2n+1

(2n+1)! ϐλέπουµε ότι

lim
n→∞

|R2n(x)| = 0.

Συνεπώς,

cosx = lim
n→∞

T2n(x) =
∞∑
k=0

(−1)kx2k

(2k)!

για κάθε x ∈ R.
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6.2.3 Η συνάρτηση f(x) = sinx

Παρατηρούµε ότι f (2k)(x) = (−1)k sinx και f (2k+1)(x) = (−1)k cosx για κάθε x ∈ R και
k = 0, 1, 2, . . .. Ειδικότερα, f (2k)(0) = 0 και f (2k+1)(0) = (−1)k. Συνεπώς,

T2n+1(x) := T2n+1,f,0(x) =
n∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!
= x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·+ (−1)nx2n+1

(2n+ 1)!
.

΄Εστω x 6= 0. Χρησιµοποιώντας την µορφή Lagrange του υπολοίπου παίρνουµε

R2n+1(x) := R2n+1,f,0(x) =
f (2n+2)(ξ)

(2n+ 2)!
x2n+2

για κάποιο ξ µεταξύ των 0 και x. Για να εκτιµήσουµε το υπόλοιπο παρατηρούµε ότι
|f (2n+2)(ξ)| 6 1 (είναι κάποιο ηµίτονο ή συνηµίτονο), άρα

|R2n+1(x)| 6 |x|2n+2

(2n+ 2)!
.

Εφαρµόζοντας το κριτήριο του λόγου για την ακολουθία an := |x|2n+2

(2n+2)! ϐλέπουµε ότι

lim
n→∞

|R2n+1(x)| = 0.

Συνεπώς,

sinx = lim
n→∞

T2n+1(x) =
∞∑
k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!

για κάθε x ∈ R.

6.2.4 Η συνάρτηση f(x) = ln(1 + x), x ∈ (−1, 1]

Παρατηρούµε ότι f (k)(x) = (−1)k−1(k−1)!
(1+x)k

για κάθε x > −1 και k = 1, 2, . . .. Ειδικότερα,

f(0) = 0 και f (k)(0) = (−1)k−1(k − 1)! για κάθε k > 1. Συνεπώς,

Tn(x) := Tn,f,0(x) =
n∑
k=1

(−1)k−1xk

k
= x− x2

2
+
x3

3
− · · ·+ (−1)n−1xn

n
.

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Taylor µπορούµε να ελέγξουµε ότι αν −1 < x 6 1 τότε

lim
n→∞

|Rn(x)| = 0.

Συνεπώς,

ln(1 + x) = lim
n→∞

Tn(x) =

∞∑
k=1

(−1)k−1xk

k
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για κάθε x ∈ (−1, 1] (σειρά Mercator).
Ειδικότερα, για x = 1 παίρνουµε τον τύπο του Leibniz

ln 2 =
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
= 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1

n
+ · · · .

6.3 Συναρτήσεις παραστάσιµες σε δυναµοσειρά

Ορισµός 6.3.1. Λέµε ότι µια συνάρτηση f : (−R,R)→ R είναι παραστάσιµη σε δυναµο-
σειρά µε κέντρο το 0 αν υπάρχει ακολουθία (ak)

∞
k=0 πραγµατικών αριθµών ώστε

f(x) =

∞∑
k=0

akx
k

για κάθε x ∈ (−R,R).

Το ϑεώρηµα που ακολουθεί δείχνει ότι αν µια συνάρτηση είναι παραστάσιµη σε δυ-
ναµοσειρά στο (−R,R), τότε είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη και οι παράγωγοί της
υπολογίζονται µε παραγώγιση των όρων της δυναµοσειράς. Ανάλογα, υπολογίζεται το ολο-
κλήρωµά της σε κάθε υποδιάστηµα του (−R,R).

Θεώρηµα 6.3.2 (ϑεώρηµα παραγώγισης δυναµοσειρών). ΄Εστω
∑∞

n=0 anx
n µια δυναµοσει-

ϱά που συγκλίνει στο (−R,R) για κάποιονR > 0. Θεωρούµε τη συνάρτηση f : (−R,R)→ R
µε

f(x) =
∞∑
k=0

akx
k.

Τότε, η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη : για κάθε k > 0 και για κάθε |x| < R ισχύει

f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anx
n−k.

Επίσης,

an =
f (n)(0)

n!
, n = 0, 1, 2, . . . .

Απόδειξη. ∆είχνουµε πρώτα ότι, για κάθε x ∈ (−R,R),

(6.3.1) f ′(x) =
∞∑
n=1

nanx
n−1.

Αφού |x| < R, υπάρχει δ > 0 ώστε |x|+ δ < R. ΄Επεται (εξηγήστε γιατί) ότι
∞∑
n=0

|an|(|x|+ δ)n < +∞.



188 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 6. ΘΕΩΡΗΜΑ TAYLOR

΄Εστω 0 < |t| < δ. Παρατηρήστε ότι

|(x+ t)n − xn − nxn−1t| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=2

(
n

k

)
xn−ktk

∣∣∣∣∣ = t2

∣∣∣∣∣
n∑
k=2

(
n

k

)
xn−ktk−2

∣∣∣∣∣
6
t2

δ2

n∑
k=2

(
n

k

)
|x|n−ktk−2δ2 6

t2

δ2

n∑
k=2

(
n

k

)
|x|n−kδk

6
t2

δ2
(|x|+ δ)n.

Συνεπώς, ∣∣∣∣∣f(x+ t)− f(x)

t
−
∞∑
n=1

nanx
n−1

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

an
(x+ t)n − xn − nxn−1t

t

∣∣∣∣∣
6
|t|
δ2

∞∑
n=0

|an|(|x|+ δ)n.

Παίρνοντας το όριο καθώς το t→ 0, ϐλέπουµε ότι

lim
t→0

f(x+ t)− f(x)

t
=
∞∑
n=1

nanx
n−1,

το οποίο αποδεικνύει την (6.3.1).
Χρησιµοποιώντας το κριτήριο ϱίζας ϐλέπουµε ότι η δυναµοσειρά

∑∞
n=1 nanx

n−1 έχει
την ίδια ακτίνα σύγκλισης µε την

∑∞
n=0 anx

n (εξηγήστε γιατί). Εφαρµόζοντας λοιπόν τον
ίδιο συλλογισµό για την f ′ στη ϑέση της f , ϐλέπουµε ότι

f (2)(x) =
∞∑
n=2

n(n− 1)anx
n−2.

Συνεχίζοντας µε τον ίδιο τρόπο, αποδεικνύουµε ότι η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη
και ότι για κάθε k > 0 και για κάθε |x| < R ισχύει

(6.3.2) f (k)(x) =
∞∑
n=k

n(n− 1) · · · (n− k + 1)anx
n−k.

Θέτοντας x = 0 στην (2) ϐλέπουµε ότι

f (k)(0) = k!ak

για κάθε k > 0 (παρατηρήστε ότι : αν ϑέσουµε x = 0 στο δεξιό µέλος της (6.3.2), τότε όλοι
οι όροι του αθροίσµατος µηδενίζονται, εκτός από εκείνον που αντιστοιχεί στην τιµή n = k

και ισούται µε k(k − 1) · · · 2 · 1 · akx0 = k!ak). 2
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Πόρισµα 6.3.3 (ϑεώρηµα µοναδικότητας). ΄Εστω (ak), (bk) ακολουθίες πραγµατικών α-

ϱιθµών µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει R > 0 ώστε

∞∑
k=0

akx
k =

∞∑
k=0

bkx
k

για κάθε x ∈ (−R,R). Τότε,

ak = bk για κάθε k = 0, 1, 2, . . . .

Απόδειξη. Από το Θεώρηµα 6.3.2, για τη συνάρτηση f : (−R,R)→ R µε

f(x) =

∞∑
k=0

akx
k =

∞∑
k=0

bkx
k

έχουµε
f (k)(0) = k!ak = k!bk

για κάθε k > 0. Συνεπώς, ak = bk για κάθε k > 0. 2

6.4 Ασκήσεις

Α΄ Οµάδα

1. ΄Εστω p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n πολυώνυµο ϐαθµού n και έστω a ∈ R. ∆είξτε ότι υπάρχουν

b0, b1, · · · , bn ∈ R ώστε

p(x) = b0 + b1(x− a) + · · ·+ bn(x− a)n για κάθεx ∈ R.

∆είξτε ότι

bk =
p(k)(a)

k!
, k = 0, 1, . . . , n.

2. Γράψτε καθένα από τα παρακάτω πολυώνυµα στη µορφή b0 + b1(x− 3) + · · ·+ bn(x− 3)n:

p1(x) = x2 − 4x− 9, p2(x) = x4 − 12x3 + 44x2 + 2x+ 1, p3(x) = x5.

3. Για κάθε µία από τις παρακάτω συναρτήσεις, να ϐρεθεί το πολυώνυµο Taylor Tn,f,a που υπο-
δεικνύεται.

(T3,f,0) : f(x) = exp(sinx).

(T2n+1,f,0) : f(x) = (1 + x2)−1.

(Tn,f,0) : f(x) = (1 + x)−1.

(T4,f,0) : f(x) = x5 + x3 + x.

(T6,f,0) : f(x) = x5 + x3 + x.

(T5,f,1) : f(x) = x5 + x3 + x.
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4. ΄Εστω n > 1 και f, g : (a, b) → R συναρτήσεις n ϕορές παραγωγίσιµες στο x0 ∈ (a, b) ώστε
f(x0) = f ′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0, g(x0) = g′(x0) = · · · = g(n−1)(x0) = 0 και g(n)(x0) 6= 0.
∆είξτε ότι

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=
f (n)(x0)

g(n)(x0)
.

5. ΄Εστω n > 2 και f : (a, b) → R συνάρτηση n ϕορές παραγωγίσιµη στο x0 ∈ (a, b) ώστε
f(x0) = f ′(x0) = · · · = f (n−1)(x0) = 0 και f (n)(x0) 6= 0. ∆είξτε ότι :

(α) Αν ο n είναι άρτιος και f (n)(x0) > 0, τότε η f έχει τοπικό ελάχιστο στο x0.

(ϐ) Αν ο n είναι άρτιος και f (n)(x0) < 0, τότε η f έχει τοπικό µέγιστο στο x0.

(γ) Αν ο n είναι περιττός, τότε η f δεν έχει τοπικό µέγιστο ούτε τοπικό ελάχιστο στο x0, αλλά το x0
είναι σηµείο καµπής για την f .

6. Αν f(x) = lnx, x > 0, ϐρείτε την πλησιέστερη ευθεία και την πλησιέστερη παραβολή στο
γράφηµα της f στο σηµείο (e, 1).

7. Βρείτε το πολυώνυµο Taylor Tn,f,0 για τη συνάρτηση f : R→ R που ορίζεται ως εξής: f(0) = 0

και
f(x) = e−1/x

2

, x 6= 0.

8. ΄Εστω f : R → R άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι f ′′′ = f και
f(0) = 1, f ′(0) = f ′′(0) = 0.

(α) ΄Εστω R > 0. ∆είξτε ότι υπάρχει M = M(R) > 0 ώστε : για κάθε x ∈ [−R,R] και για κάθε
k = 0, 1, 2, . . .,

|f (k)(x)| 6M.

(ϐ) Βρείτε το πολυώνυµο Taylor T3n,f,0 και, χρησιµοποιώντας το (α) και οποιονδήποτε τύπο υπο-
λοίπου, δείξτε ότι

f(x) =

∞∑
k=0

x3k

(3k)!

για κάθε x ∈ R.

9. Βρείτε προσεγγιστική τιµή, µε σφάλµα µικρότερο του 10−6, για καθέναν από τους αριθµούς

sin 1, sin 2, sin
1

2
, e, e2.

10. (α) ∆είξτε ότι
π

4
= arctan

1

2
+ arctan

1

3

και
π

4
= 4 arctan

1

5
− arctan

1

239
.

(ϐ) ∆είξτε ότι π = 3.14159 · · · (µε άλλα λόγια, ϐρείτε προσεγγιστική τιµή για τον αριθµό π µε σφάλµα
µικρότερο του 10−6).



Κεφάλαιο 7

Ολοκλήρωµα Riemann

7.1 Ο ορισµός του Darboux

Σε αυτήν την παράγραφο δίνουµε τον ορισµό του ολοκληρώµατος Riemann για ϕραγµένες
συναρτήσεις που ορίζονται σε ένα κλειστό διάστηµα. Για µια ϕραγµένη συνάρτηση f :

[a, b] → R µε µη αρνητικές τιµές, ϑα ϑέλαµε το ολοκλήρωµα να δίνει το εµβαδόν του
χωρίου που περικλείεται ανάµεσα στο γράφηµα της συνάρτησης, τον οριζόντιο άξονα y = 0

και τις κατακόρυφες ευθείες x = a και x = b.

Ορισµός 7.1.1. (α) ΄Εστω [a, b] ένα κλειστό διάστηµα. ∆ιαµέριση του [a, b] ϑα λέµε κάθε
πεπερασµένο υποσύνολο

P = {x0, x1, . . . , xn}

του [a, b] µε x0 = a και xn = b. Θα υποθέτουµε πάντα ότι τα xk ∈ P είναι διατεταγµένα
ως εξής:

a = x0 < x1 < · · · < xk < xk+1 < · · · < xn = b.

Θα γράφουµε

P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}

για να τονίσουµε αυτήν ακριβώς τη διάταξη. Παρατηρήστε ότι από τον ορισµό, κάθε δια-
µέριση P του [a, b] περιέχει τουλάχιστον δύο σηµεία : το a και το b (τα άκρα του [a, b]).

(ϐ) Κάθε διαµέριση P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} χωρίζει το [a, b] σε n υποδιαστήµατα
[xk, xk+1], k = 0, 1, . . . , n − 1. Ονοµάζουµε πλάτος της διαµέρισης P το µεγαλύτερο από
τα µήκη αυτών των υποδιαστηµάτων. ∆ηλαδή, το πλάτος της διαµέρισης ισούται µε

‖P‖ := max{x1 − x0, x2 − x1, . . . , xn − xn−1}.

191
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Παρατηρήστε ότι δεν απαιτούµε να ισαπέχουν τα xk (τα n υποδιαστήµατα δεν έχουν απα-
ϱαίτητα το ίδιο µήκος).

(γ) Η διαµέριση P1 λέγεται εκλέπτυνση της P αν P ⊆ P1, δηλαδή αν η P1 προκύπτει
από την P µε την προσθήκη κάποιων (πεπερασµένων το πλήθος) σηµείων. Σε αυτήν την
περίπτωση λέµε επίσης ότι η P1 είναι λεπτότερη από την P .

(δ) ΄Εστω P1, P2 δύο διαµερίσεις του [a, b]. Η κοινή εκλέπτυνση των P1, P2 είναι η διαµέριση
P = P1 ∪ P2. Εύκολα ϐλέπουµε ότι η P είναι διαµέριση του [a, b] και ότι αν P ′ είναι
µια διαµέριση λεπτότερη τόσο από την P1 όσο και από την P2 τότε P ′ ⊇ P (δηλαδή, η
P = P1 ∪P2 είναι η µικρότερη δυνατή διαµέριση του [a, b] που εκλεπτύνει ταυτόχρονα την
P1 και την P2).

Θεωρούµε τώρα µια ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b] → R και µια διαµέριση P =

{a = x0 < x1 < · · · < xn = b} του [a, b]. Η P διαµερίζει το [a, b] στα υποδιαστήµατα
[x0, x1], [x1, x2], . . . , [xk, xk+1], . . . , [xn−1, xn]. Για κάθε k = 0, 1, . . . , n− 1 ορίζουµε τους
πραγµατικούς αριθµούς

mk(f, P ) = mk = inf{f(x) : xk 6 x 6 xk+1}

και

Mk(f, P ) = Mk = sup{f(x) : xk 6 x 6 xk+1}.

΄Ολοι αυτοί οι αριθµοί ορίζονται καλά: η f είναι ϕραγµένη στο [a, b], άρα είναι ϕραγµένη
σε κάθε υποδιάστηµα [xk, xk+1]. Για κάθε k, το σύνολο {f(x) : xk 6 x 6 xk+1} είναι µη
κενό και ϕραγµένο υποσύνολο του R, άρα έχει supremum και infimum.

Για κάθε διαµέριση P του [a, b] ορίζουµε τώρα το άνω και το κάτω άθροισµα της f ως
προς την P µε τον εξής τρόπο:

U(f, P ) =
n−1∑
k=0

Mk(xk+1 − xk)

είναι το άνω άθροισµα της f ως προς P , και

L(f, P ) =
n−1∑
k=0

mk(xk+1 − xk)

είναι το κάτω άθροισµα της f ως προς P .

Από τις δύο προηγούµενες σχέσεις ϐλέπουµε ότι για κάθε διαµέριση P ισχύει

L(f, P ) 6 U(f, P )
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αφού mk 6 Mk και xk+1 − xk > 0, k = 0, 1, . . . , n − 1. Σε σχέση µε το «εµβαδόν» που
προσπαθούµε να ορίσουµε, πρέπει να σκεφτόµαστε το κάτω άθροισµα L(f, P ) σαν µια
προσέγγιση από κάτω και το άνω άθροισµα U(f, P ) σαν µια προσέγγιση από πάνω.

Θα δείξουµε ότι ισχύει µια πολύ πιο ισχυρή ανισότητα:

Πρόταση 7.1.2. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω P1, P2 δύο διαµερίσεις

του [a, b]. Τότε,

L(f, P1) 6 U(f, P2).

Η απόδειξη της Πρότασης 7.1.2 ϑα ϐασιστεί στο εξής Λήµµα.

Λήµµα 7.1.3. ΄Εστω P = {a = x0 < x1 < · · · < xk < xk+1 < · · · < xn = b} και

xk < y < xk+1 για κάποιο k = 0, 1, . . . , n− 1. Αν P1 = P ∪ {y} = {a = x0 < x1 < · · · <
xk < y < xk+1 < · · · < xn = b}, τότε

L(f, P ) 6 L(f, P1) 6 U(f, P1) 6 U(f, P ).

∆ηλαδή, µε την προσθήκη ενός σηµείου y στην διαµέριση P , το άνω άθροισµα της f
«µικραίνει» ενώ το κάτω άθροισµα της f «µεγαλώνει».

Απόδειξη του Λήµµατος 7.1.3. Θέτουµε

m
(1)
k = inf{f(x) : xk 6 x 6 y}

και
m

(2)
k = inf{f(x) : y 6 x 6 xk+1}.

Τότε, mk 6 m
(1)
k και mk 6 m

(2)
k (άσκηση: αν A ⊆ B τότε inf B 6 inf A). Γράφουµε

L(f, P1) = [m0(x1 − x0) + · · ·+m
(1)
k (y − xk) +m

(2)
k (xk+1 − y) + · · ·

+mn−1(xn − xn−1)]

> [m0(x1 − x0) + · · ·+mk(y − xk) +mk(xk+1 − y) + · · ·

+mn−1(xn − xn−1)]

= [m0(x1 − x0) + · · ·+mk(xk+1 − xk) + · · ·+mn−1(xn − xn−1)]

= L(f, P ).

΄Οµοια δείχνουµε ότι U(f, P1) 6 U(f, P ). 2

Απόδειξη της Πρότασης 7.1.2. Θεωρούµε την κοινή εκλέπτυνση P = P1 ∪ P2 των P1

και P2. Η P προκύπτει από την P1 µε διαδοχική προσθήκη πεπερασµένων το πλήθος
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σηµείων. Αν εφαρµόσουµε το Λήµµα 7.1.3 πεπερασµένες το πλήθος ϕορές, παίρνουµε
L(f, P1) 6 L(f, P ).

΄Οµοια ϐλέπουµε ότι U(f, P ) 6 U(f, P2). Από την άλλη πλευρά, L(f, P ) 6 U(f, P ).
Συνδυάζοντας τα παραπάνω, έχουµε

L(f, P1) 6 L(f, P ) 6 U(f, P ) 6 U(f, P2). 2

Θεωρούµε τώρα τα υποσύνολα του R

A(f) =

{
L(f, P ) : P διαµέριση του [a, b]

}
και

B(f) =

{
U(f,Q) : Q διαµέριση του [a, b]

}
.

Από την Πρόταση 7.1.2 έχουµε: για κάθε a ∈ A(f) και κάθε b ∈ B(f) ισχύει a 6 b

(εξηγήστε γιατί). ΄Αρα, supA(f) 6 inf B(f) (άσκηση). Αν λοιπόν ορίσουµε σαν κάτω
ολοκλήρωµα της f στο [a, b] το∫ b

a
f(x)dx = sup

{
L(f, P ) : P διαµέριση του [a, b]

}
και σαν άνω ολοκλήρωµα της f στο [a, b] το

∫ b

a
f(x)dx = inf

{
U(f,Q) : Q διαµέριση του [a, b]

}
,

έχουµε ∫ b

a
f(x)dx 6

∫ b

a
f(x)dx.

Ορισµός 7.1.4. Μια ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b]→ R λέγεται Riemann ολοκληρώσιµη
αν ∫ b

a
f(x)dx = I =

∫ b

a
f(x)dx.

Ο αριθµός I (η κοινή τιµή του κάτω και του άνω ολοκληρώµατος της f στο [a, b]) λέγεται
ολοκλήρωµα Riemann της f στο [a, b] και συµβολίζεται µε∫ b

a
f(x)dx ή

∫ b

a
f.
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7.2 Το κριτήριο ολοκληρωσιµότητας του Riemann

Ο ορισµός του ολοκληρώµατος που δώσαµε στην προηγούµενη παράγραφο είναι δύσχρη-
στοσ: δεν είναι εύκολο να τον χρησιµοποιήσει κανείς για να δει αν µια ϕραγµένη συνάρτηση
είναι ολοκληρώσιµη ή όχι. Συνήθως, χρησιµοποιούµε το ακόλουθο κριτήριο ολοκληρωσι-
µότητας.

Θεώρηµα 7.2.1 (κριτήριο του Riemann). ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση. Η f

είναι Riemann ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν για κάθε ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε διαµέριση

Pε του [a, b] ώστε

U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη. ∆ηλαδή,∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx.

΄Εστω ε > 0. Από τον ορισµό του κάτω ολοκληρώµατος ως supremum του A(f) και από
τον ε-χαρακτηρισµό του supremum, υπάρχει διαµέριση P1 = P1(ε) του [a, b] ώστε∫ b

a
f(x)dx < L(f, P1) +

ε

2
.

Οµοίως, από τον ορισµό του άνω ολοκληρώµατος, υπάρχει διαµέριση P2 = P2(ε) του [a, b]

ώστε ∫ b

a
f(x)dx > U(f, P2)− ε

2
.

Θεωρούµε την κοινή εκλέπτυνση Pε = P1 ∪ P2. Τότε, από την Πρόταση 7.1.2 έχουµε

U(f, Pε)−
ε

2
6 U(f, P2)− ε

2

<

∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx

< L(f, P1) +
ε

2
6 L(f, Pε) +

ε

2
,

απ¨ όπου έπεται ότι

0 6 U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε.

Αντίστροφα: υποθέτουµε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει διαµέριση Pε του [a, b] ώστε

U(f, Pε) < L(f, Pε) + ε.



196 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ RIEMANN

Τότε, για κάθε ε > 0 έχουµε∫ b

a
f(x)dx 6 U(f, Pε) < L(f, Pε) + ε 6

∫ b

a
f(x)dx+ ε.

Επειδή το ε > 0 ήταν τυχόν, έπεται ότι∫ b

a
f(x)dx 6

∫ b

a
f(x)dx,

και αφού η αντίστροφη ανισότητα ισχύει πάντα, η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη. 2

Το κριτήριο του Riemann διατυπώνεται ισοδύναµα ως εξής (εξηγήστε γιατί).

Θεώρηµα 7.2.2 (κριτήριο του Riemann). ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση. Η f

είναι Riemann ολοκληρώσιµη αν και µόνο αν υπάρχει ακολουθία {Pn : n ∈ N} διαµερίσεων

του [a, b] ώστε

lim
n→∞

(
U(f, Pn)− L(f, Pn)

)
= 0.

Παραδείγµατα. Θα χρησιµοποιήσουµε το κριτήριο του Riemann για να εξετάσουµε αν οι
παρακάτω συναρτήσεις είναι Riemann ολοκληρώσιµες:
(α) Η συνάρτηση f : [0, 1]→ R µε f(x) = x2. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε τη διαµέριση Pn
του [0, 1] σε n ίσα υποδιαστήµατα µήκους 1/n:

Pn =

{
0 <

1

n
<

2

n
< · · · < n− 1

n
<
n

n
= 1

}
.

Η συνάρτηση f(x) = x2 είναι αύξουσα στο [0, 1], εποµένως

L(f, Pn) = f(0)
1

n
+ f

(
1

n

)
1

n
+ · · ·+ f

(
n− 1

n

)
1

n

=
1

n

(
0 +

12

n2
+

22

n2
+ · · ·+ (n− 1)2

n2

)
=

12 + 22 + · · ·+ (n− 1)2

n3
=

(n− 1)n(2n− 1)

6n3

=
2n2 − 3n+ 1

6n2
=

1

3
− 1

2n
+

1

6n2

και

U(f, Pn) = f

(
1

n

)
1

n
+ f

(
2

n

)
1

n
+ · · ·+ f

(n
n

) 1

n

=
1

n

(
12

n2
+

22

n2
+ · · ·+ n2

n2

)
=

12 + 22 + · · ·+ n2

n3
=
n(n+ 1)(2n+ 1)

6n3

=
2n2 + 3n+ 1

6n2
=

1

3
+

1

2n
+

1

6n2
.
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΄Επεται ότι

U(f, Pn)− L(f, Pn) =
1

n
→ 0.

Από το Θεώρηµα 7.2.2 συµπεραίνουµε ότι η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη. Μπορούµε
µάλιστα να ϐρούµε την τιµή του ολοκληρώµατος. Για κάθε n ∈ N,

1

3
− 1

2n
+

1

6n2
= L(f, Pn)

6
∫ 1

0
x2dx =

∫ 1

0
x2dx =

∫ 1

0
x2dx

6 U(f, Pn)

=
1

3
+

1

2n
+

1

6n2
.

Αφού
1

3
− 1

2n
+

1

6n2
→ 1

3
και

1

3
+

1

2n
+

1

6n2
→ 1

3
,

έπεται ότι
1

3
6
∫ 1

0
x2dx 6

1

3
.

∆ηλαδή, ∫ 1

0
x2dx =

1

3
.

(ϐ) Η συνάρτηση u : [0, 1] → R µε u(x) =
√
x. Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε την ακο-

λουθία διαµερίσεων του προηγούµενου παραδείγµατος για να δείξετε ότι ικανοποιείται το
κριτήριο του Riemann.

Στο ίδιο συµπέρασµα καταλήγουµε αν χρησιµοποιήσουµε µια διαφορετική ακολουθία
διαµερίσεων. Για κάθε n ∈ N ϑεωρούµε τη διαµέριση

Pn =

{
0 <

1

n2
<

22

n2
< · · · < (n− 1)2

n2
<
n2

n2
= 1

}
.

Η u είναι αύξουσα στο [0, 1], εποµένως

L(u, Pn) =
n−1∑
k=0

k

n

(
(k + 1)2

n2
− k2

n2

)
και

U(u, Pn) =

n−1∑
k=0

k + 1

n

(
(k + 1)2

n2
− k2

n2

)
.
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΄Επεται ότι

U(u, Pn)− L(u, Pn) =

n−1∑
k=0

(
k + 1

n
− k

n

)(
(k + 1)2

n2
− k2

n2

)

=
1

n

n−1∑
k=0

(
(k + 1)2

n2
− k2

n2

)
=

1

n
→ 0.

Από το Θεώρηµα 7.2.2 συµπεραίνουµε ότι η u είναι Riemann ολοκληρώσιµη. Αφήνουµε
σαν άσκηση να δείξετε ότι

lim
n→∞

L(u, Pn) = lim
n→∞

U(u, Pn) =
2

3
.

Η συγκεκριµένη επιλογή διαµερίσεων που κάναµε έχει το πλεονέκτηµα ότι µπορείτε εύ-
κολα να γράψετε τα L(u, Pn) και U(u, Pn) σε κλειστή µορφή. Από την τελευταία ισότητα
έπεται ότι ∫ 1

0

√
x dx =

2

3
.(4.2.18)

(γ) Η συνάρτηση του Dirichlet g : [0, 1]→ R µε

g(x) =

{
1 αν x ϱητός
0 αν x άρρητος

δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη. ΄Εστω P = {0 = x0 < x1 < · · · < xk < xk+1 < · · · <
xn = 1} τυχούσα διαµέριση του [0, 1]. Υπολογίζουµε το κάτω και το άνω άθροισµα της
g ως προς την P . Για κάθε k = 0, 1, . . . , n − 1 υπάρχουν ϱητός qk και άρρητος αk στο
(xk, xk+1). Αφού g(qk) = 1, g(αk) = 0 και 0 6 g(x) 6 1 στο [xk, xk+1], συµπεραίνουµε
ότι mk = 0 και Mk = 1. Συνεπώς,

L(g, P ) =

n−1∑
k=0

mk(xk+1 − xk) =

n−1∑
k=0

0 · (xk+1 − xk) = 0

και

U(g, P ) =
n−1∑
k=0

Mk(xk+1 − xk) =
n−1∑
k=0

1 · (xk+1 − xk) = 1.

Αφού η P ήταν τυχούσα διαµέριση του [0, 1], παίρνουµε∫ 1

0
g(x)dx = 0 και

∫ 1

0
g(x)dx = 1.
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΄Αρα, η g δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

(δ) Η συνάρτηση h : [0, 1]→ R µε

h(x) =

{
x αν x ϱητός
0 αν x άρρητος

δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη. ΄Εστω P = {0 = x0 < x1 < · · · < xk < xk+1 < · · · <
xn = 1} τυχούσα διαµέριση του [0, 1]. Για κάθε k = 0, 1, . . . , n−1 υπάρχει άρρητος αk στο
(xk, xk+1). Αφού h(αk) = 0 και 0 6 h(x) 6 1 στο [xk, xk+1], συµπεραίνουµε ότι mk = 0.
Συνεπώς,

L(h, P ) = 0.

Επίσης, υπάρχει ϱητός qk > (xk + xk+1)/2 στο (xk, xk+1), άρα Mk > h(qk) > (xk +

xk+1)/2. ΄Επεται ότι

U(h, P ) >
n−1∑
k=0

xk + xk+1

2
(xk+1 − xk) =

1

2

n−1∑
k=0

(x2
k+1 − x2

k)

=
x2
n − x2

0

2
=

1

2
.

Αφού

U(h, P )− L(h, P ) >
1

2

για κάθε διαµέριση P του [0, 1], το κριτήριο του Riemann δεν ικανοποιείται (πάρτε ε =

1/3). ΄Αρα, η h δεν είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

(ε) Η συνάρτηση w : [0, 1]→ R µε

w(x) =

{
0 αν x /∈ Q ή x = 0
1
q αν x = p

q , p, q ∈ N, ΜΚ∆(p, q) = 1

είναι Riemann ολοκληρώσιµη. Εύκολα ελέγχουµε ότι L(w,P ) = 0 για κάθε διαµέριση P
του [0, 1].

΄Εστω ε > 0. Παρατηρούµε ότι το σύνολο A = {x ∈ [0, 1] : w(x) > ε} είναι πεπερα-
σµένο. [Πράγµατι, αν w(x) > ε τότε x = p/q και w(x) = 1/q > ε δηλαδή q 6 1/ε. Οι
ϱητοί του [0, 1] που γράφονται σαν ανάγωγα κλάσµατα µε παρονοµαστή το πολύ ίσο µε
[1/ε] είναι πεπερασµένοι το πλήθος (ένα άνω ϕράγµα για το πλήθος τους είναι ο αριθµός
1 + 2 + · · ·+ [1/ε] – εξηγήστε γιατί)].

΄Εστω z1 < z2 < · · · < zN µία αρίθµηση των στοιχείων του A. Μπορούµε να ϐρούµε
ξένα υποδιαστήµατα [ai, bi] του [0, 1] που έχουν µήκη bi − ai < ε/N και ικανοποιούν τα
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εξής: a1 > 0, ai < zi < bi αν i < N και aN < zN 6 bN (παρατηρήστε ότι αν ε 6 1 τότε
zN = 1 οπότε πρέπει να επιλέξουµε bN = 1). Αν ϑεωρήσουµε τη διαµέριση

Pε = {0 < a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < aN < bN 6 1},

έχουµε

U(w,Pε) 6 ε · (a1 − 0) + 1 · (b1 − a1) + ε · (a2 − b1) + · · ·+ 1 · (bN−1 − aN−1)

+ ε · (aN − bN−1) + 1 · (bN − aN ) + ε · (1− bN )

6 ε ·
(
a1 + (a2 − b1) + · · ·+ (aN − bN−1) + (1− bN )

)
+

N∑
i=1

(bi − ai)

< 2ε.

Για το τυχόν ε > 0 ϐρήκαµε διαµέριση Pε του [0, 1] µε την ιδιότητα

U(w,Pε)− L(w,Pε) < 2ε.

Από το Θεώρηµα 7.2.1, η w είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

7.3 ∆ύο κλάσεις Riemann ολοκληρώσιµων συναρτήσεων

Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του Riemann ϑα δείξουµε ότι οι µονότονες και οι συνεχείς
συναρτήσεις f : [a, b]→ R είναι Riemann ολοκληρώσιµες.

Θεώρηµα 7.3.1. Κάθε µονότονη συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

Απόδειξη. Χωρίς περιορισµό της γενικότητας υποθέτουµε ότι η f είναι αύξουσα. Η f είναι
προφανώς ϕραγµένη: για κάθε x ∈ [a, b] έχουµε

f(a) 6 f(x) 6 f(b).

΄Αρα, έχει νόηµα να εξετάσουµε την ύπαρξη ολοκληρώµατος για την f .
΄Εστω ε > 0. Θα ϐρούµε n ∈ N αρκετά µεγάλο ώστε για τη διαµέριση

Pn =

{
a, a+

b− a
n

, a+
2(b− a)

n
, . . . , a+

n(b− a)

n
= b

}
του [a, b] σε n ίσα υποδιαστήµατα να ισχύει

U(f, Pn)− L(f, Pn) < ε.
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Θέτουµε

xk = a+
k(b− a)

n
, k = 0, 1, . . . , n.

Τότε, αφού η f είναι αύξουσα έχουµε

U(f, Pn) =

n−1∑
k=0

Mk(xk+1 − xk) =

n−1∑
k=0

f(xk+1)
b− a
n

=
b− a
n
· (f(x1) + · · ·+ f(xn)) ,

ενώ

L(f, Pn) =
n−1∑
k=0

mk(xk+1 − xk) =
n−1∑
k=0

f(xk)
b− a
n

=
b− a
n
· (f(x0) + · · ·+ f(xn−1)) .

΄Αρα,

U(f, Pn)− L(f, Pn) =
[f(xn)− f(x0)](b− a)

n
=

[f(b)− f(a)](b− a)

n
,

το οποίο γίνεται µικρότερο από το ε > 0 που µας δόθηκε, αρκεί το n να είναι αρκετά
µεγάλο. Από το Θεώρηµα 7.2.1, η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη. 2

Θεώρηµα 7.3.2. Κάθε συνεχής συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [a, b], άρα είναι οµοιόµορ-
ϕα συνεχής. Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε δ > 0 µε την εξής ιδιότητα :

Αν x, y ∈ [a, b] και |x− y| < δ, τότε |f(x)− f(y)| < ε
b−a .

Μπορούµε επίσης να ϐρούµε n ∈ N ώστε

b− a
n

< δ.

Χωρίζουµε το [a, b] σε n υποδιαστήµατα του ιδίου µήκους b−a
n . Θεωρούµε δηλαδή τη

διαµέριση

Pn =

{
a, a+

b− a
n

, a+
2(b− a)

n
, . . . , a+

n(b− a)

n
= b

}
.

Ορίζουµε

xk = a+
k(b− a)

n
, k = 0, 1, . . . , n.

΄Εστω k = 0, 1, . . . , n− 1. Η f είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα [xk, xk+1], άρα παίρνει
µέγιστη και ελάχιστη τιµή σε αυτό. Υπάρχουν δηλαδή y′k, y

′′
k ∈ [xk, xk+1] ώστε

Mk = f(y′k) και mk = f(y′′k).
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Επιπλέον, το µήκος του [xk, xk+1] είναι ίσο µε b−a
n < δ, άρα

|y′k − y′′k | < δ.

Από την επιλογή του δ παίρνουµε

Mk −mk = f(y′k)− f(y′′k) = |f(y′k)− f(y′′k)| < ε

b− a
.

΄Επεται ότι

U(f, Pn)− L(f, Pn) =

n−1∑
k=0

(Mk −mk)(xk+1 − xk)

<
n−1∑
k=0

ε

b− a
(xk+1 − xk)

=
ε

b− a
(b− a) = ε.

Από το Θεώρηµα 7.2.1, η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη. 2

7.4 Ιδιότητες του ολοκληρώµατος Riemann

Σε αυτήν την παράγραφο αποδεικνύουµε αυστηρά µερικές από τις πιο ϐασικές ιδιότητες
του ολοκληρώµατος Riemann. Οι αποδείξεις των υπολοίπων είναι µια καλή άσκηση που
ϑα σας ϐοηθήσει να εξοικειωθείτε µε τις διαµερίσεις, τα άνω και κάτω αθροίσµατα κλπ.

Θεώρηµα 7.4.1. Αν f(x) = c για κάθε x ∈ [a, b], τότε∫ b

a
f(x)dx = c(b− a).

Απόδειξη. ΄Εστω P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} µια διαµέριση του [a, b]. Για κάθε
k = 0, 1, . . . , n− 1 έχουµε mk = Mk = c. ΄Αρα,

L(f, P ) = U(f, P ) =

n−1∑
k=0

c(xk+1 − xk) = c(b− a).

΄Επεται ότι ∫ b

a
f(x)dx = c(b− a) =

∫ b

a
f(x)dx.

΄Αρα, ∫ b

a
f(x)dx = c(b− a). 2
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Θεώρηµα 7.4.2. ΄Εστω f, g : [a, b] → R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. Τότε, η f + g είναι

ολοκληρώσιµη και ∫ b

a
[f(x) + g(x)]dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx.

Απόδειξη. ΄Εστω P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} διαµέριση του [a, b]. Για κάθε
k = 0, 1, . . . , n− 1 ορίζουµε

mk = inf{(f + g)(x) : xk 6 x 6 xk+1}

Mk = sup{(f + g)(x) : xk 6 x 6 xk+1}

m′k = inf{f(x) : xk 6 x 6 xk+1}

M ′k = sup{f(x) : xk 6 x 6 xk+1}

m′′k = inf{g(x) : xk 6 x 6 xk+1}

M ′′k = sup{g(x) : xk 6 x 6 xk+1}.

Για κάθε x ∈ [xk, xk+1] έχουµε m′k +m′′k 6 f(x) + g(x). ΄Αρα,

m′k +m′′k 6 mk.

Οµοίως, για κάθε x ∈ [xk, xk+1] έχουµε M ′k +M ′′k > f(x) + g(x). ΄Αρα,

M ′k +M ′′k >Mk.

΄Επεται ότι

L(f, P ) + L(g, P ) 6 L(f + g, P ) 6 U(f + g, P ) 6 U(f, P ) + U(g, P ).

΄Εστω ε > 0. Υπάρχουν διαµερίσεις P1, P2 του [a, b] ώστε

U(f, P1)− ε

2
<

∫ b

a
f(x)dx < L(f, P1) +

ε

2

και

U(g, P2)− ε

2
<

∫ b

a
g(x)dx < L(g, P2) +

ε

2
.

Αν ϑεωρήσουµε την κοινή τους εκλέπτυνση P = P1 ∪ P2 έχουµε

U(f, P ) + U(g, P )− ε 6 U(f, P1) + U(g, P2)− ε

<

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx

< L(f, P1) + L(g, P2) + ε

6 L(f, P ) + L(g, P ) + ε.
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Συνδυάζοντας µε τις προηγούµενες ανισότητες ϐλέπουµε ότι∫ b

a
(f + g)(x)dx− ε 6 U(f + g, P )− ε 6

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx

6 L(f + g, P ) + ε 6
∫ b

a
(f + g)(x)dx+ ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν,∫ b

a
(f + g)(x)dx 6

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx 6

∫ b

a
(f + g)(x)dx.

΄Οµως, ∫ b

a
(f + g)(x)dx 6

∫ b

a
(f + g)(x)dx.

΄Αρα, ∫ b

a
(f + g)(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx+

∫ b

a
g(x)dx =

∫ b

a
(f + g)(x)dx.

΄Επεται το Θεώρηµα. 2

Θεώρηµα 7.4.3. ΄Εστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιµη και έστω t ∈ R. Τότε, η tf είναι

ολοκληρώσιµη στο [a, b] και ∫ b

a
(tf)(x)dx = t

∫ b

a
f(x)dx.

Απόδειξη. Ας υποθέσουµε πρώτα ότι t > 0. ΄Εστω P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}
διαµέριση του [a, b]. Αν για k = 0, 1, . . . , n− 1 ορίσουµε

mk = inf{(tf)(x) : xk 6 x 6 xk+1}, Mk = sup{(tf)(x) : xk 6 x 6 xk+1}

και
m′k = inf{f(x) : xk 6 x 6 xk+1}, M ′k = sup{f(x) : xk 6 x 6 xk+1},

είναι ϕανερό ότι
mk = tm′k και Mk = tM ′k.

΄Αρα,
L(tf, P ) = tL(f, P ) και U(tf, P ) = tU(f, P ).

΄Επεται ότι ∫ b

a
(tf)(x)dx = t

∫ b

a
f(x)dx και

∫ b

a
(tf)(x)dx = t

∫ b

a
f(x)dx.
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Αφού η f είναι ολοκληρώσιµη, έχουµε∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx.

΄Επεται ότι η tf είναι Riemann ολοκληρώσιµη, και∫ b

a
(tf)(x)dx = t

∫ b

a
f(x)dx.

Αν t < 0, η µόνη αλλαγή στο προηγούµενο επιχείρηµα είναι ότι τώρα mk = tM ′k και
Mk = tm′k. Συµπληρώστε την απόδειξη µόνοι σας.

Τέλος, αν t = 0 έχουµε tf ≡ 0. ΄Αρα,∫ b

a
tf = 0 = 0 ·

∫ b

a
f. 2

Από τα Θεωρήµατα 7.4.2 και 7.4.3 προκύπτει άµεσα η «γραµµικότητα του ολοκληρώ-
µατος».

Θεώρηµα 7.4.4 (γραµµικότητα του ολοκληρώµατος). Αν f, g : [a, b] → R είναι δύο ολο-

κληρώσιµες συναρτήσεις και t, s ∈ R, τότε η tf + sg είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] και∫ b

a
(tf + sg)(x)dx = t

∫ b

a
f(x)dx+ s

∫ b

a
g(x)dx. 2

Θεώρηµα 7.4.5. ΄Εστω f : [a, b] → R ϕραγµένη συνάρτηση και έστω c ∈ (a, b). Η f είναι

ολοκληρώσιµη στο [a, b] αν και µόνο αν είναι ολοκληρώσιµη στα [a, c] και [c, b]. Τότε, ισχύει∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στα [a, c] και [c, b]. ΄Εστω ε > 0.
Υπάρχουν διαµερίσεις P1 του [a, c] και P2 του [c, b] ώστε

L(f, P1) 6
∫ c

a
f(x)dx 6 U(f, P1) και U(f, P1)− L(f, P1) <

ε

2

και

L(f, P2) 6
∫ b

c
f(x)dx 6 U(f, P2) και U(f, P2)− L(f, P2) <

ε

2
.

Το σύνολο Pε = P1 ∪ P2 είναι διαµέριση του [a, b] και ισχύουν οι

L(f, Pε) = L(f, P1) + L(f, P2) και U(f, Pε) = U(f, P1) + U(f, P2).
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Από τις παραπάνω σχέσεις παίρνουµε

U(f, Pε)− L(f, Pε) = (U(f, P1)− L(f, P1)) + (U(f, P2)− L(f, P2))

<
ε

2
+
ε

2
= ε.

Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] (κριτήριο του Riemann).
Επιπλέον, για την Pε έχουµε

L(f, Pε) 6
∫ b

a
f(x)dx 6 U(f, Pε)

και, από τις προηγούµενες σχέσεις,

L(f, Pε) 6
∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx 6 U(f, Pε).

Εποµένως,∣∣∣∣ ∫ b

a
f(x)dx−

(∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx

) ∣∣∣∣ 6 U(f, Pε)− L(f, Pε) < ε,

και αφού το ε > 0 ήταν τυχόν,∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx.

Αντίστροφα: υποθέτουµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] και ϑεωρούµε ε > 0.
Υπάρχει διαµέριση P του [a, b] ώστε

U(f, P )− L(f, P ) < ε.

Αν c /∈ P ϑέτουµε P ′ = P ∪ {c}, οπότε πάλι έχουµε

U(f, P ′)− L(f, P ′) 6 U(f, P )− L(f, P ) < ε.

Μπορούµε λοιπόν να υποθέσουµε ότι c ∈ P . Ορίζουµε P1 = P ∩ [a, c] και P2 = P ∩ [c, b].
Οι P1, P2 είναι διαµερίσεις των [a, c] και [c, b] αντίστοιχα, και

L(f, P ) = L(f, P1) + L(f, P2) , U(f, P ) = U(f, P1) + U(f, P2).

Αφού

(U(f, P1)− L(f, P1)) + (U(f, P2)− L(f, P2)) = U(f, P )− L(f, P ) < ε,

έπεται ότι
U(f, P1)− L(f, P1) < ε και U(f, P2)− L(f, P2) < ε.
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Αφού το ε > 0 ήταν τυχόν, το κριτήριο του Riemann δείχνει ότι η f είναι ολοκληρώσιµη
στα [a, c] και [c, b]. Τώρα, από το πρώτο µέρος της απόδειξης παίρνουµε την ισότητα∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx. 2

Θεώρηµα 7.4.6. ΄Εστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι m 6

f(x) 6M για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε,

m(b− a) 6
∫ b

a
f(x)dx 6M(b− a).

Σηµείωση. Ο αριθµός
1

b− a

∫ b

a
f(x)dx

είναι η µέση τιµή της f στο [a, b].

Απόδειξη. Αρκεί να διαπιστώσετε ότι για κάθε διαµέριση P του [a, b] ισχύει

m(b− a) 6 L(f, P ) 6 U(f, P ) 6M(b− a)

(το οποίο είναι πολύ εύκολο). 2

Πόρισµα 7.4.7. (α) ΄Εστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι

f(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Τότε, ∫ b

a
f(x)dx > 0.

(ϐ) ΄Εστω f, g : [a, b] → R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. Υποθέτουµε ότι f(x) > g(x) για

κάθε x ∈ [a, b]. Τότε, ∫ b

a
f(x)dx >

∫ b

a
g(x)dx.

Απόδειξη. (α) Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα 7.4.6: µπορούµε να πάρουµε m = 0.

(ϐ) Η f − g είναι ολοκληρώσιµη συνάρτηση και (f − g)(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Εφαρ-
µόζουµε το (α) για την f − g και χρησιµοποιούµε τη γραµµικότητα του ολοκληρώµατος.
2

Θεώρηµα 7.4.8. ΄Εστω f : [a, b] → [m,M ] ολοκληρώσιµη συνάρτηση και έστω φ :

[m,M ]→ R συνεχής συνάρτηση. Τότε, η φ ◦ f : [a, b]→ R είναι ολοκληρώσιµη.
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Απόδειξη. ΄Εστω ε > 0. Θα ϐρούµε διαµέριση P του [a, b] µε την ιδιότητα U(φ ◦ f, P ) −
L(φ ◦ f, P ) < ε. Το Ϲητούµενο έπεται από το κριτήριο του Riemann.

Η φ είναι συνεχής στο [m,M ], άρα είναι ϕραγµένη: υπάρχει A > 0 ώστε |φ(ξ)| 6 A για
κάθε ξ ∈ [m,M ]. Επίσης, η φ είναι οµοιόµορφα συνεχής: αν ϑέσουµε ε1 = ε/(2A+b−a) >

0, υπάρχει 0 < δ < ε1 ώστε, για κάθε ξ, η ∈ [m,M ] µε |ξ−η| < δ ισχύει |φ(ξ)−φ(η)| < ε1.
Εφαρµόζοντας το κριτήριο του Riemann για την ολοκληρώσιµη συνάρτηση f , ϐρίσκου-

µε διαµεριση P = {a = x0 < x1 < · · · < xk < xk+1 < · · · < xn = b} ώστε

U(f, P )− L(f, P ) =
n−1∑
k=0

(Mk(f)−mk(f))(xk+1 − xk) < δ2.

Ορίζουµε

I = {0 6 k 6 n− 1 : Mk(f)−mk(f) < δ}

J = {0 6 k 6 n− 1 : Mk(f)−mk(f) > δ}.

Παρατηρούµε τα εξής:

(i) Αν k ∈ I, τότε για κάθε x, x′ ∈ [xk, xk+1] έχουµε |f(x)− f(x′)| 6Mk(f)−mk(f) < δ.
Παίρνοντας ξ = f(x) και η = f(x′), έχουµε ξ, η ∈ [m,M ] και |ξ − η| < δ. ΄Αρα,

|(φ ◦ f)(x)− (φ ◦ f)(x′)| = |φ(ξ)− φ(η)| < ε1.

Αφού τα x, x′ ήταν τυχόντα στο [xk, xk+1], συµπεραίνουµε ότι Mk(φ ◦ f)−mk(φ ◦ f) 6 ε1

(εξηγήστε γιατί). ΄Επεται ότι∑
k∈I

(Mk(φ ◦ f)−mk(φ ◦ f))(xk+1 − xk) 6 ε
∑
k∈I

(xk+1 − xk) 6 (b− a)ε1.

(ii) Για το J έχουµε

δ
∑
k∈J

(xk+1 − xk) 6
∑
k∈J

(Mk(f)−mk(f))(xk+1 − xk) < δ2,

άρα ∑
k∈J

(xk+1 − xk) < δ < ε1.

Επίσης,
|(φ ◦ f)(x)− (φ ◦ f)(x′)| 6 |(φ ◦ f)(x)|+ |(φ ◦ f)(x′)| 6 2A

για κάθε x, x′ ∈ [xk, xk+1], άρα Mk(φ ◦ f)−mk(φ ◦ f) 6 2A για κάθε k ∈ J . ΄Επεται ότι∑
k∈J

(Mk(φ ◦ f)−mk(φ ◦ f))(xk+1 − xk) 6 2A
∑
k∈J

(xk+1 − xk) < 2Aε1.
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Συνδυάζοντας τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι

U(φ ◦ f, P )− L(φ ◦ f, P ) =
n−1∑
k=0

(Mk(φ ◦ f)−mk(φ ◦ f))(xk+1 − xk)

=
∑
k∈I

(Mk(φ ◦ f)−mk(φ ◦ f))(xk+1 − xk)

+
∑
k∈J

(Mk(φ ◦ f)−mk(φ ◦ f))(xk+1 − xk)

< (b− a)ε1 + 2Aε1 = ε.

Αυτό ολοκληρώνει την απόδειξη. 2

Χρησιµοποιώντας το Θεώρηµα 7.4.8 µπορούµε να ελέγξουµε εύκολα την ολοκληρω-
σιµότητα διαφόρων συναρτήσεων που προκύπτουν από την σύνθεση µιας ολοκληρώσιµης
συνάρτησης f µε κατάλληλες συνεχείς συναρτήσεις.

Θεώρηµα 7.4.9. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. Τότε,

(α) η |f | είναι ολοκληρώσιµη και∣∣∣∣ ∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ 6 ∫ b

a
|f(x)|dx.(4.4.49)

(ϐ) η f2 είναι ολοκληρώσιµη.

(γ) η fg είναι ολοκληρώσιµη.

Απόδειξη. Τα (α) και (ϐ) είναι άµεσες συνέπειες του Θεωρήµατος 7.4.8. Για το (γ) γράψτε

fg =
(f + g)2 − (f − g)2

4

και χρησιµοποιήστε το (ϐ) σε συνδυασµό µε το γεγονός ότι οι f + g, f − g είναι ολοκληρώ-
σιµες. 2

Μια σύµβαση. Ως τώρα ορίσαµε το
∫ b
a f(x)dx µόνο στην περίπτωση a < b (δουλεύαµε

στο κλειστό διάστηµα [a, b]). Για πρακτικούς λόγους επεκτείνουµε τον ορισµό και στην
περίπτωση a > b ως εξής:

(α) αν a = b, ϑέτουµε
∫ a
a f = 0 (για κάθε f ).

(ϐ) αν a > b και η f : [b, a]→ R είναι ολοκληρώσιµη, ορίζουµε∫ b

a
f(x)dx = −

∫ a

b
f(x)dx.
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7.5 Ο ορισµός του Riemann

Ο ορισµός που δώσαµε για την ολοκληρωσιµότητα µιας ϕραγµένης συνάρτησης f : [a, b]→
R οφείλεται στον Darboux. Ο πρώτος αυστηρός ορισµός της ολοκληρωσιµότητας δόθηκε
από τον Riemann και είναι ο εξής:

Ορισµός 7.5.1. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση. Λέµε ότι η f είναι ολοκληρώ-
σιµη στο [a, b] αν υπάρχει ένας πραγµατικός αριθµός I(f) µε την εξής ιδιότητα :

Για κάθε ε > 0 µπορούµε να ϐρούµε δ > 0 ώστε : αν P = {a = x0 < x1 < · · · <
xn = b} είναι διαµέριση του [a, b] µε πλάτος ‖P‖ < δ και αν ξk ∈ [xk, xk+1],
k = 0, 1, . . . , n− 1 είναι τυχούσα επιλογή σηµείων από τα υποδιαστήµατα που
ορίζει η P , τότε ∣∣∣∣ n−1∑

k=0

f(ξk)(xk+1 − xk)− I(f)

∣∣∣∣ < ε.

Σε αυτή την περίπτωση λέµε ότι ο I(f) είναι το (R)-ολοκλήρωµα της f στο [a, b].

Συµβολισµός. Συνήθως γράφουµε Ξ για την επιλογή σηµείων {ξ0, ξ1, . . . , ξn−1} και
∑

(f, P,Ξ)

για το άθροισµα
n−1∑
k=0

f(ξk)(xk+1 − xk).

Παρατηρήστε ότι τώρα το Ξ «υπεισέρχεται» στο συµβολισµό
∑

(f, P,Ξ) αφού για την ίδια
διαµέριση P µπορούµε να έχουµε πολλές διαφορετικές επιλογές Ξ = {ξ0, ξ1, . . . , ξn−1} µε
ξk ∈ [xk, xk+1].

Η ϐασική ιδέα πίσω από τον ορισµό είναι ότι∫ b

a
f(x)dx = lim

∑
(f, P,Ξ)

όταν το πλάτος της P τείνει στο µηδέν και τα ξk επιλέγονται αυθαίρετα στα υποδιαστήµατα
που ορίζει η P . Επειδή δεν έχουµε συναντήσει τέτοιου είδους «όρια» ως τώρα, καταφεύ-
γουµε στον «εψιλοντικό ορισµό».

Σκοπός αυτής της παραγράφου είναι η απόδειξη της ισοδυναµίας των δύο ορισµών
ολοκληρωσιµότητας:

Θεώρηµα 7.5.2. ΄Εστω f : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση. Η f είναι ολοκληρώσιµη κατά

Darboux αν και µόνο αν είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann.
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Απόδειξη. Υποθέτουµε πρώτα ότι η f είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann. Γράφουµε I(f)

για το ολοκλήρωµα της f µε τον ορισµό του Riemann.
΄Εστω ε > 0. Μπορούµε να ϐρούµε µια διαµέριση P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b}

(µε αρκετά µικρό πλάτος) ώστε για κάθε επιλογή σηµείων Ξ = {ξ0, ξ1, . . . , ξn−1} µε ξk ∈
[xk, xk+1] να ισχύει ∣∣∣∣ n−1∑

k=0

f(ξk)(xk+1 − xk)− I(f)

∣∣∣∣ < ε

4
.

Για κάθε k = 0, 1, . . . , n− 1 µπορούµε να ϐρούµε ξ′k, ξ
′′
k ∈ [xk, xk+1] ώστε

mk > f(ξ′k)−
ε

4(b− a)
και Mk < f(ξ′′k) +

ε

4(b− a)
.

΄Αρα,

L(f, P ) >

n−1∑
k=0

f(ξ′k)(xk+1 − xk)−
ε

4
> I(f)− ε

2

και

U(f, P ) <

n−1∑
k=0

f(ξ′′k)(xk+1 − xk) +
ε

4
< I(f) +

ε

2
.

΄Επεται ότι
U(f, P )− L(f, P ) < ε,

δηλαδή η f είναι ολοκληρώσιµη κατά Darboux. Επίσης,

I(f)− ε

2
<

∫ b

a
f(x)dx 6

∫ b

a
f(x)dx < I(f) +

ε

2
,

και αφού το ε > 0 ήταν τυχόν,∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
f(x)dx = I(f).

∆ηλαδή, ∫ b

a
f(x)dx = I(f).

Αντίστροφα: υποθέτουµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη µε τον ορισµό του Darboux. ΄Εστω
ε > 0. Υπάρχει διαµέριση P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} του [a, b] ώστε

U(f, P )− L(f, P ) <
ε

4
.

Η f είναι ϕραγµένη, δηλαδή υπάρχει M > 0 ώστε |f(x)| 6 M για κάθε x ∈ [a, b].
Επιλέγουµε

δ =
ε

6nM
> 0.
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΄Εστω P ′ διαµέριση του [a, b] µε πλάτος ‖P‖ < δ, η οποία είναι και εκλέπτυνση της P .
Τότε, για κάθε επιλογή Ξ σηµείων από τα υποδιαστήµατα που ορίζει η P ′ έχουµε∫ b

a
f(x)dx− ε

4
< L(f, P ) 6 L(f, P ′) 6

∑
(f, P ′,Ξ)

6 U(f, P ′) 6 U(f, P ) <

∫ b

a
f(x)dx+

ε

4
.

∆ηλαδή, ∣∣∣∣∑(f, P ′,Ξ)−
∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ < ε

2
.

Ζητάµε να δείξουµε το ίδιο πράγµα για τυχούσα διαµέριση P1 µε πλάτος µικρότερο από δ
(η δυσκολία είναι ότι µια τέτοια διαµέριση δεν έχει κανένα λόγο να είναι εκλέπτυνση της
P ).

΄Εστω P1 = {a = y0 < y1 < · · · < ym = b} µια τέτοια διαµέριση του [a, b]. Θα
«προσθέσουµε» στην P1 ένα-ένα όλα τα σηµεία xk της P τα οποία δεν ανήκουν στην P1

(αυτά είναι το πολύ n− 1).

Ας πούµε ότι ένα τέτοιο xk ϐρίσκεται ανάµεσα στα διαδοχικά σηµεία yl < yl+1 της P1.
Θεωρούµε την P2 = P1 ∪ {xk} και τυχούσα επιλογή Ξ(1) = {ξ0, ξ1, . . . , ξm−1} µε ξl ∈
[yl, yl+1], l = 0, 1, . . . ,m − 1. Επιλέγουµε δύο σηµεία ξ′l ∈ [yl, xk] και ξ′′l ∈ [xk, yl+1] και
ϑεωρούµε την επιλογή σηµείων Ξ(2) = {ξ0, ξ1, . . . , ξl−1, ξ

′
l, ξ
′′
l , . . . , ξm−1} που αντιστοιχεί

στην P2. ΄Εχουµε∣∣∣∣∑(f, P1,Ξ
(1))−

∑
(f, P2,Ξ

(2))

∣∣∣∣ = |f(ξl)(yl+1 − yl)− f(ξ′l)(xk − yl)

− f(ξ′′l )(yl+1 − xk)|

6 3M max
l
|yl+1 − yl| < 3Mδ

=
ε

2n
.

Αντικαθιστώντας τη δοσµένη (P1,Ξ
(1)) µε όλο και λεπτότερες διαµερίσεις (Pk,Ξ

(k))

που προκύπτουν µε την προσθήκη σηµείων της P , µετά από n το πολύ ϐήµατα ϕτάνουµε
σε µια διαµέριση P0 και µια επιλογή σηµείων Ξ(0) µε τις εξής ιδιότητες:

(α) η P0 είναι κοινή εκλέπτυνση των P και P1, και έχει πλάτος µικρότερο από δ.

(ϐ) αφού η P0 είναι εκλέπτυνση της P , έχουµε∣∣∣∣∑(f, P0,Ξ
(0))−

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ < ε

2
.
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(γ) αφού κάναµε το πολύ n ϐήµατα για να ϕτάσουµε στην P0 και αφού σε κάθε ϐήµα τα
αθροίσµατα απείχαν το πολύ ε

2n , έχουµε∣∣∣∣∑(f, P1,Ξ
(1))−

∑
(f, P0,Ξ

(0))

∣∣∣∣ < n
ε

2n
=
ε

2
.

∆ηλαδή, για την τυχούσα διαµέριση P1 πλάτους < δ και για την τυχούσα επιλογή Ξ(1)

σηµείων από τα υποδιαστήµατα της P1, έχουµε∣∣∣∣∑(f, P1,Ξ
(1))−

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣∑(f, P1,Ξ
(1))−

∑
(f, P0,Ξ

(0))

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∑(f, P0,Ξ
(0))−

∫ b

a
f(x)dx

∣∣∣∣
<
ε

2
+
ε

2
= ε.

΄Επεται ότι η f είναι ολοκληρώσιµη µε τον ορισµό του Riemann, καθώς και ότι οι I(f) και∫ b
a f(x)dx είναι ίσοι. 2

7.6 Το ϑεώρηµα µέσης του Ολοκληρωτικού Λογισµού

΄Εστω f : [a, b]→ R µια Riemann ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Στο προηγούµενο Κεφάλαιο
ορίσαµε τη µέση τιµή

1

b− a

∫ b

a
f(x)dx

της f στο [a, b]. Αν η f υποτεθεί συνεχής, τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] µε την ιδιότητα

f(ξ) =
1

b− a

∫ b

a
f(x)dx.

Ο ισχυρισµός αυτός είναι άµεση συνέπεια του εξής γενικότερου ϑεωρήµατος.

Θεώρηµα 7.6.1 (ϑεώρηµα µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισµού). ΄Εστω f : [a, b]→
R συνεχής συνάρτηση και έστω g : [a, b] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση µε µη αρνητικές

τιµές. Υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a
f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x)dx.

Απόδειξη. Οι f και g είναι ολοκληρώσιµες, άρα η f · g είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b]. Η f

είναι συνεχής στο [a, b], άρα παίρνει ελάχιστη και µέγιστη τιµή. ΄Εστω

m = min{f(x) : a 6 x 6 b} και M = max{f(x) : a 6 x 6 b}.
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Αφού η g παίρνει µη αρνητικές τιµές, έχουµε

mg(x) 6 f(x)g(x) 6Mg(x)

για κάθε x ∈ [a, b]. Συνεπώς,

m

∫ b

a
g(x)dx 6

∫ b

a
f(x)g(x)dx 6M

∫ b

a
g(x)dx.

Αφού g > 0 στο [a, b], έχουµε
∫ b
a g(x)dx > 0. ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεισ: αν

∫ b
a g(x)dx =

0, τότε από την
∫ b
a f(x)g(x)dx = 0. ΄Αρα, η Ϲητούµενη σχέση ισχύει για κάθε ξ ∈ [a, b].

Υποθέτουµε λοιπόν ότι
∫ b
a g(x)dx > 0. Τότε,

m 6

∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b
a g(x)dx

6M.

Αφού η f είναι συνεχής, το Θεώρηµα Ενδιάµεσης Τιµής δείχνει ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε

f(ξ) =

∫ b
a f(x)g(x)dx∫ b
a g(x)dx

.

΄Επεται το συµπέρασµα. 2

Πόρισµα 7.6.2. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση. Υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a).

Απόδειξη. ΄Αµεση συνέπεια του Θεωρήµατος 7.6.1, αν ϑεωρήσουµε την g : [a, b] → R µε
g(x) = 1 για κάθε x ∈ [a, b]. 2

Στην επόµενη παράγραφο ϑα δείξουµε (ξανά) το Πόρισµα 7.6.2, αυτή τη ϕορά σαν
άµεση συνέπεια του πρώτου ϑεµελιώδους ϑεωρήµατος του Απειροστικού Λογισµού.

7.7 Τα ϑεµελιώδη ϑεωρήµατα του Απειροστικού Λογισµού

Ορισµός 7.7.1 (αόριστο ολοκλήρωµα). ΄Εστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση.
Είδαµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, x] για κάθε x ∈ [a, b]. Το αόριστο ολοκλήρωµα

της f είναι η συνάρτηση F : [a, b]→ R που ορίζεται από την

F (x) =

∫ x

a
f(t)dt.
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Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι κάθε Riemann ολοκληρώσιµη συνάρτηση είναι ϕραγ-
µένη, ϑα δείξουµε ότι το αόριστο ολοκλήρωµα µιας ολοκληρώσιµης συνάρτησης είναι πά-
ντοτε συνεχής συνάρτηση.

Θεώρηµα 7.7.2. ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Το αόριστο ολοκλήρωµα

F της f είναι συνεχής συνάρτηση στο [a, b].

Απόδειξη. Αφού η f είναι ολοκληρώσιµη, είναι εξ ορισµού ϕραγµένη. ∆ηλαδή, υπάρχει
M > 0 ώστε |f(x)| 6M για κάθε x ∈ [a, b].

΄Εστω x < y στο [a, b]. Τότε,

|F (x)− F (y)| =
∣∣∣∣ ∫ y

a
f(t)dt−

∫ x

a
f(t)dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ ∫ y

x
f(t)dt

∣∣∣∣
6
∫ y

x
|f(t)|dt 6M |x− y|.

΄Αρα, η F είναι Lipschitz συνεχής (µε σταθερά M ). 2

Μπορούµε να δείξουµε κάτι ισχυρότερο : στα σηµεία συνέχειας της f , η F είναι παραγω-
γίσιµη.

Θεώρηµα 7.7.3. ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Αν η f είναι συνεχής στο

x0 ∈ [a, b], τότε η F είναι παραγωγίσιµη στο x0 και

F ′(x0) = f(x0).

Απόδειξη. Υποθέτουµε ότι a < x0 < b (οι δύο περιπτώσεις x0 = a ή x0 = b ελέγχονται
όµοια, µε τη σύµβαση που κάναµε στην αρχή του Κεφαλαίου). Θέτουµε δ1 = min{x0 −
a, b− x0}. Αν |h| < δ1, τότε

F (x0 + h)− F (x)

h
− f(x0) =

1

h

(∫ x0+h

a
f(t)dt−

∫ x0

a
f(t)dt

)
− f(x0)

=
1

h

(∫ x0+h

x0

f(t)dt−
∫ x0+h

x0

f(x0)dt

)
=

1

h

∫ x0+h

x0

[f(t)− f(x0)]dt.

΄Εστω ε > 0. Η f είναι συνεχής στο x0, άρα υπάρχει 0 < δ < δ1 ώστε αν |x− x0| < δ τότε
|f(x)− f(x0)| < ε.

΄Εστω 0 < |h| < δ.
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(α) Αν 0 < h < δ, τότε∣∣∣∣F (x0 + h)− F (x)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣1h
∫ x0+h

x0

[f(t)− f(x0)]dt

∣∣∣∣
6

1

h

∫ x0+h

x0

|f(t)− f(x0)|dt

6
1

h

∫ x0+h

x0

εdt =
1

h
· hε = ε.

(ϐ) Αν −δ < h < 0, τότε∣∣∣∣F (x0 + h)− F (x)

h
− f(x0)

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1

|h|

∫ x0

x0+h
[f(t)− f(x0)]dt

∣∣∣∣
6

1

|h|

∫ x0

x0+h
|f(t)− f(x0)|dt

6
1

|h|

∫ x0

x0+h
εdt =

1

|h|
· (−h)ε = ε.

΄Επεται ότι
lim
h→0

F (x0 + h)− F (x0)

h
= f(x0),

δηλαδή F ′(x0) = f(x0). 2

΄Αµεση συνέπεια είναι το πρώτο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού.

Θεώρηµα 7.7.4 (πρώτο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού). Αν η f :

[a, b] → R είναι συνεχής, τότε το αόριστο ολοκλήρωµα F της f είναι παραγωγίσιµη συ-

νάρτηση και

F ′(x) = f(x)

για κάθε x ∈ [a, b]. 2

Πόρισµα 7.7.5. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση. Υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a
f(x)dx = f(ξ)(b− a).

Απόδειξη. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα µέσης τιµής του διαφορικού λογισµού για τη συνάρ-
τηση F (x) =

∫ x
a f(t) dt στο [a, b]. 2

Ας υποθέσουµε τώρα ότι f : [a, b] → R είναι µια συνεχής συνάρτηση. Μια παραγω-
γίσιµη συνάρτηση G : [a, b] → R λέγεται παράγουσα της f (ή αντιπαράγωγος της f ) αν
G′(x) = f(x) για κάθε x ∈ [a, b]. Σύµφωνα µε το Θεώρηµα 7.7.4, η συνάρτηση

F (x) =

∫ x

a
f(t)dt



7.7. ΤΑ ΘΕΜΕΛΙΩ∆Η ΘΕΩΡΗΜΑΤΑ ΤΟΥ ΑΠΕΙΡΟΣΤΙΚΟΥ ΛΟΓΙΣΜΟΥ 217

είναι παράγουσα της f . Αν G είναι µια άλλη παράγουσα της f , τότε G′(x) − F ′(x) =

f(x)− f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b], άρα η G− F είναι σταθερή στο [a, b] (απλή συνέπεια
του ϑεωρήµατος µέσης τιµής). ∆ηλαδή, υπάρχει c ∈ R ώστε

G(x)− F (x) = c

για κάθε x ∈ [a, b]. Αφού F (a) = 0, παίρνουµε c = G(a). ∆ηλαδή,∫ x

a
f(t)dt = G(x)−G(a)

ή αλλιώς

G(x) = G(a) +

∫ x

a
f(t)dt

για κάθε x ∈ [a, b]. ΄Εχουµε λοιπόν δείξει το εξής:

Θεώρηµα 7.7.6. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και έστω F (x) =
∫ x
a f(t)dt το

αόριστο ολοκλήρωµα της f . Αν G : [a, b]→ R είναι µια παράγουσα της f , τότε

G(x) = F (x) +G(a) =

∫ x

a
f(t)dt+G(a)

για κάθε x ∈ [a, b]. Ειδικότερα,∫ b

a
f(x)dx = G(b)−G(a). 2

Σηµείωση: ∆εν είναι σωστό ότι για κάθε παραγωγίσιµη συνάρτηση G : [a, b] → R ισχύει η
ισότητα

G(b)−G(a) =

∫ b

a
G′(x)dx.

Για παράδειγµα, αν ϑεωρήσουµε τη συνάρτηση G : [0, 1] → R µε G(0) = 0 και G(x) =

x2 sin 1
x2

αν 0 < x 6 1, τότε ηG είναι παραγωγίσιµη στο [0, 1] αλλά ηG′ δεν είναι ϕραγµένη
συνάρτηση (ελέγξτε το) οπότε δεν µπορούµε να µιλάµε για το ολοκλήρωµα

∫ b
a G
′.

Αν όµως η G : [a, b] → R είναι παραγωγίσιµη και η G′ είναι ολοκληρώσιµη στο
[a, b], τότε η ισότητα ισχύει. Αυτό είναι το δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού

Λογισµού.

Θεώρηµα 7.7.7 (δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού). ΄Εστω G :

[a, b]→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση. Αν η G′ είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b] τότε∫ b

a
G′(x)dx = G(b)−G(a).
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Απόδειξη. ΄Εστω P = {a = x0 < x1 < · · · < xn = b} µια διαµέριση του [a, b]. Ε-
ϕαρµόζοντας το Θεώρηµα Μέσης Τιµής στο [xk, xk+1], k = 0, 1, . . . , n − 1, ϐρίσκουµε
ξk ∈ (xk, xk+1) µε την ιδιότητα

G(xk+1)−G(xk) = G′(ξk)(xk+1 − xk).

Αν, για κάθε 0 6 k 6 n− 1, ορίσουµε

mk = inf{G′(x) : xk 6 x 6 xk+1} και Mk = sup{G′(x) : xk 6 x 6 xk+1},

τότε
mk 6 G′(ξk) 6Mk,

άρα

L(G′, P ) 6
n−1∑
k=0

G′(ξk)(xk+1 − xk) 6 U(G′, P ).

∆ηλαδή,

L(G′, P ) 6
n−1∑
k=0

(G(xk+1)−G(xk)) = G(b)−G(a) 6 U(G′, P ).

Αφού η P ήταν τυχούσα και η G′ είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b], παίρνοντας supremum ως
προς P στην αριστερή ανισότητα και infimum ως προς P στο δεξιό µέλος της προηγούµενης
ανισότητας, συµπεραίνουµε ότι∫ b

a
G′(x)dx 6 G(b)−G(a) 6

∫ b

a
G′(x)dx,

που είναι το Ϲητούµενο. 2

7.8 Μέθοδοι ολοκλήρωσης

Τα ϑεωρήµατα αυτής της παραγράφου «περιγράφουν» δύο χρήσιµες µεθόδους ολοκλήρω-
σησ: την ολοκλήρωση κατά µέρη και την ολοκλήρωση µε αντικατάσταση.

Συµβολισµός. Αν F : [a, b]→ R, τότε συµφωνούµε να γράφουµε

[F (x)]ba = F (x)
∣∣b
a

:= F (b)− F (a).

Θεώρηµα 7.8.1 (ολοκλήρωση κατά µέρη). ΄Εστω f, g : [a, b] → R παραγωγίσιµες συναρ-

τήσεις. Αν οι f ′ και g′ είναι ολοκληρώσιµες, τότε∫ x

a
fg′ = (fg)(x)− (fg)(a)−

∫ x

a
f ′g.
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Ειδικότερα, ∫ b

a
f(x)g′(x)dx = [f(x)g(x)]ba −

∫ b

a
f ′(x)g(x)dx.

Απόδειξη. Η f · g είναι παραγωγίσιµη και

(f · g)′(x) = f(x)g′(x) + f ′(x)g(x)

στο [a, b]. Από την υπόθεση, οι συναρτήσεις fg′, f ′g είναι ολοκληρώσιµες, άρα και η (f ·g)′

είναι ολοκληρώσιµη. Από το δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού, για
κάθε x ∈ [a, b] έχουµε∫ x

a
fg′ +

∫ x

a
f ′g =

∫ x

a
(fg)′ = (fg)(x)− (fg)(a).

Ο δεύτερος ισχυρισµός προκύπτει αν ϑέσουµε x = b. 2

Μια εφαρµογή είναι το «δεύτερο ϑεώρηµα µέσης τιµής του ολοκληρωτικού λογισµού».

Πόρισµα 7.8.2. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R. Υποθέτουµε ότι η f είναι συνεχής στο [a, b] και η g

είναι µονότονη και συνεχώς παραγωγίσιµη στο [a, b]. Τότε, υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a
f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a
f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ
f(x)dx.

Απόδειξη. Θεωρούµε το αόριστο ολοκλήρωµα F (x) =
∫ x
a f(t)dt της f στο [a, b]. Τότε, το

Ϲητούµενο παίρνει την εξής µορφή: υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a
F ′(x)g(x)dx = g(a)F (ξ) + g(b)(F (b)− F (ξ)).

Η g είναι συνεχώς παραγωγίσιµη, άρα µπορούµε να εφαρµόσουµε ολοκλήρωση κατά µέρη
στο αριστερό µέλος. ΄Εχουµε∫ b

a
F ′(x)g(x)dx = F (b)g(b)− F (a)g(a)−

∫ b

a
F (x)g′(x)dx

= F (b)g(b)−
∫ b

a
F (x)g′(x)dx,

αφού F (a) = 0. Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα µέσης τιµής του Ολοκληρωτικού Λογισµού:
η g είναι µονότονη, άρα η g′ διατηρεί πρόσηµο στο [a, b]. Η F είναι συνεχής και η g′

ολοκληρώσιµη, άρα υπάρχει ξ ∈ [a, b] ώστε∫ b

a
F (x)g′(x)dx = F (ξ)

∫ b

a
g′(x)dx = F (ξ)(g(b)− g(a)).
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Αντικαθιστώντας στην (5.3.8) παίρνουµε∫ b

a
F ′(x)g(x) = F (b)g(b)− F (ξ)(g(b)− g(a)) = g(a)F (ξ) + g(b)(F (b)− F (ξ)),

δηλαδή το Ϲητούµενο. 2

Θεώρηµα 7.8.3 (πρώτο ϑεώρηµα αντικατάστασης). ΄Εστω φ : [a, b] → R παραγωγίσιµη

συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι η φ′ είναι ολοκληρώσιµη. Αν I = φ([a, b]) και f : I → R είναι

µια συνεχής συνάρτηση, τότε∫ b

a
f(φ(t))φ′(t) dt =

∫ φ(b)

φ(a)
f(s) ds.

Απόδειξη. Η φ είναι συνεχής, άρα το I = φ([a, b]) είναι κλειστό διάστηµα. Η f είναι
συνεχής στο I, άρα είναι ολοκληρώσιµη στο I. Ορίζουµε F : I → R µε

F (x) =

∫ x

φ(a)
f(s) ds

(παρατηρήστε ότι το φ(a) δεν είναι απαραίτητα άκρο του I, δηλαδή η F δεν είναι απα-
ϱαίτητα το αόριστο ολοκλήρωµα της f στο I). Αφού η f είναι συνεχής στο I, το πρώτο
ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού δείχνει ότι η F είναι παραγωγίσιµη στο
I και F ′ = f . ΄Επεται ότι∫ b

a
f(φ(t))φ′(t) dt =

∫ b

a
F ′(φ(t))φ′(t) dt.

Παρατηρούµε ότι
(F ′ ◦ φ) · φ′ = (F ◦ φ)′.

Η (F ′ ◦ φ) · φ′ είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b], άρα η (F ◦ φ)′ είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b].
Από το δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του Απειροστικού Λογισµού παίρνουµε∫ b

a
(f ◦ φ) · φ′ =

∫ b

a
(F ′ ◦ φ) · φ′ =

∫ b

a
(F ◦ φ)′ = (F ◦ φ)(b)− (F ◦ φ)(a).

Αφού

(F ◦ φ)(b)− (F ◦ φ)(a) =

∫ φ(b)

φ(a)
f −

∫ φ(a)

φ(a)
f =

∫ φ(b)

φ(a)
f,

παίρνουµε το Ϲητούµενο. 2

Θεώρηµα 7.8.4 (δεύτερο ϑεώρηµα αντικατάστασης). ΄Εστω ψ : [a, b]→ R συνεχώς παρα-

γωγίσιµη συνάρτηση, µε ψ′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Αν I = ψ([a, b]) και f : I → R είναι

µια συνεχής συνάρτηση, τότε∫ b

a
f(ψ(t)) dt =

∫ ψ(b)

ψ(a)
f(s)(ψ−1)′(s) ds.
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Απόδειξη. Η ψ′ είναι συνεχής και δεν µηδενίζεται στο [a, b], άρα είναι παντού ϑετική ή
παντού αρνητική στο [a, b]. Συνεπώς, η ψ είναι γνησίως µονότονη στο [a, b]. Αν, χωρίς
περιορισµό της γενικότητας, υποθέσουµε ότι η ψ είναι γνησίως αύξουσα τότε ορίζεται η
αντίστροφη συνάρτηση ψ−1 : I → R της ψ στο I = ψ([a, b]) = [ψ(a), ψ(b)]. Εφαρµόζουµε
το πρώτο ϑεώρηµα αντικατάστασης για την f · (ψ−1)′ (παρατηρήστε ότι η (ψ−1)′ είναι
συνεχής στο I). ΄Εχουµε∫ ψ(b)

ψ(a)
f · (ψ−1)′ =

∫ b

a
[(f · (ψ−1)′) ◦ ψ]ψ′

=

∫ b

a
(f ◦ ψ) · [(ψ−1)′ ◦ ψ]ψ′

=

∫ b

a
(f ◦ ψ) · (ψ−1 ◦ ψ)′

=

∫ b

a
f ◦ ψ.

Αυτό αποδεικνύει το Ϲητούµενο. 2

7.9 Γενικευµένα ολοκληρώµατα

Σε αυτήν την παράγραφο επεκτείνουµε τον ορισµό του ολοκληρώµατος για συναρτήσεις που
δεν είναι ϕραγµένες ή είναι ορισµένες σε διαστήµατα που δεν είναι κλειστά και ϕραγµένα.
Θα αρκεστούµε σε κάποιες ϐασικές και χρήσιµες περιπτώσεις.

1. Υποθέτουµε ότι b ∈ R ή b = +∞ και f : [a, b) → R είναι µια συνάρτηση που είναι
ολοκληρώσιµη κατά Riemann σε κάθε διάστηµα της µορφής [a, x], όπου a < x < b. Αν
υπάρχει το

lim
x→b−

∫ x

a
f(t) dt

και είναι πραγµατικός αριθµός, τότε λέµε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο [a, b) και ορίζουµε∫ b

a
f(t) dt = lim

x→b−

∫ x

a
f(t) dt.

Αν το «όριο» είναι ±∞ τότε λέµε ότι το
∫ b
a f(t) dt αποκλίνει στο ±∞. Εντελώς ανάλογα

ορίζεται το γενικευµένο ολοκλήρωµα µιας συνάρτησης f : (a, b] → R (όπου a ∈ R ή
a = −∞) που είναι ολοκληρώσιµη στο [x, b] για κάθε a < x < b, να είναι το∫ b

a
f(t) dt = lim

x→a+

∫ b

x
f(t) dt,

αν το τελευταίο όριο υπάρχει.
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Παραδείγµατα

(α) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [1,∞)→ R µε f(x) = 1
x2

. Για κάθε x > 1 έχουµε∫ x

1

1

t2
dt = −1

t
|x1= 1− 1

x
.

Συνεπώς, ∫ ∞
1

f(t) dt = lim
x→∞

∫ x

1
f(t) dt = lim

x→∞

(
1− 1

x

)
= 1.

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [1,∞)→ R µε f(x) = 1
x . Για κάθε x > 1 έχουµε∫ x

1

1

t
dt = ln t |x1= lnx− ln 1 = lnx.

Συνεπώς, ∫ ∞
1

f(t) dt = lim
x→∞

∫ x

1
f(t) dt = lim

x→∞
lnx = +∞.

(γ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : (0, 1]→ R µε f(x) = lnx. Παρατηρήστε ότι η f δεν είναι
ϕραγµένη: lim

x→0+
lnx = −∞. Για κάθε x ∈ (0, 1) έχουµε

∫ 1

x
ln t dt = t ln t− t |1x= −1− x lnx+ x.

Συνεπώς, ∫ 1

0
f(t) dt = lim

x→0+

∫ 1

x
f(t) dt = lim

x→0+
(−1− x lnx+ x) = −1.

(δ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [0, 1)→ R µε f(x) = 1√
1−x . Παρατηρήστε ότι η f δεν είναι

ϕραγµένη: lim
x→1−

1√
1−x = +∞. Για κάθε x ∈ (0, 1) έχουµε

∫ x

0

1√
1− t

dt = −2
√

1− t |x0= 2− 2
√

1− x.

Συνεπώς, ∫ 1

0
f(t) dt = lim

x→1−

∫ x

0
f(t) dt = lim

x→1−
(2− 2

√
1− x) = 2.

(ε) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : [0,∞)→ R µε f(x) = sinx. Για κάθε x > 0 έχουµε∫ x

0
sin t dt = − cos t |x0= cosx− 1.

Αφού το όριο lim
x→∞

(cosx − 1) δεν υπάρχει, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞

0 sin t dt δεν
παίρνει κάποια τιµή.
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2. Υποθέτουµε ότι b ∈ R ή b = +∞ και a ∈ R ή a = −∞. ΄Εστω f : (a, b) → R µια
συνάρτηση που είναι ολοκληρώσιµη κατά Riemann σε κάθε κλειστό διάστηµα [x, y], όπου
a < x < y < b. Θεωρούµε τυχόν c ∈ (a, b) και εξετάζουµε αν υπάρχουν τα γενικευµένα
ολοκληρώµατα ∫ c

a
f(t) dt και

∫ b

c
f(t) dt.

Αν υπάρχουν και τα δύο, τότε λέµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ b
a f(t) dt υπάρχει και

είναι ίσο µε ∫ b

a
f(t) dt =

∫ c

a
f(t) dt+

∫ b

c
f(t) dt.

Παρατηρήστε ότι, σε αυτήν την περίπτωση, η τιµή του αθροίσµατος στο δεξιό µέλος δεν
εξαρτάται από την επιλογή του c στο (a, b) (εξηγήστε γιατί). Συνεπώς, το γενικευµένο ολο-
κλήρωµα ορίζεται καλά µε αυτόν τον τρόπο. Αν κάποιο από τα δύο γενικευµένα ολοκληρώ-
µατα

∫ c
a f(t) dt και

∫ b
c f(t) dt δεν έχει τιµή, τότε λέµε ότι το

∫ b
a f(t) dt δεν ορίζεται (δεν έχει

τιµή). Στις περιπτώσεις που κάποιο από τα δύο ή και τα δύο γενικευµένα ολοκληρώµατα
αποκλίνουν στο ±∞ ισχύουν τα συνήθη για τις µορφές a±∞.

Παραδείγµατα

(α) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = x
x2+1

. ΄Εχουµε

∫ ∞
0

f(t) dt = lim
x→∞

∫ x

0

t

t2 + 1
dt = lim

x→∞

ln(x2 + 1)

2
= +∞.

΄Οµοια, ∫ 0

−∞
f(t) dt = −∞.

Συνεπώς, το
∫∞
−∞ f(t) dt δεν ορίζεται : έχουµε απροσδιόριστη µορφή (+∞) + (−∞).

(ϐ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R µε f(x) = 1
x2+1

. ΄Εχουµε∫ ∞
0

f(t) dt = lim
x→∞

∫ x

0

1

t2 + 1
dt = lim

x→∞
arctanx = π/2.

΄Οµοια, ∫ 0

−∞
f(t) dt = π/2.

Συνεπώς, ∫ ∞
−∞

1

t2 + 1
dt =

∫ 0

−∞

1

t2 + 1
dt+

∫ ∞
0

1

t2 + 1
dt =

π

2
+
π

2
= π.
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7.9.1 Το κριτήριο του ολοκληρώµατος

΄Εστω f : [a,∞) → R+ µη αρνητική συνάρτηση, η οποία είναι ολοκληρώσιµη σε κάθε
διάστηµα [a, x], όπου x > a. Σε αυτήν την περίπτωση, η συνάρτηση

F (x) :=

∫ x

a
f(t) dt

είναι αύξουσα στο (a,+∞). Συνεπώς, το∫ ∞
a

f(t) dt = lim
x→∞

∫ x

a
f(t) dt

υπάρχει αν και µόνο αν η F είναι άνω ϕραγµένη. ∆ιαφορετικά,
∫∞
a f(t) dt = +∞.

Αντίστοιχο αποτέλεσµα είχαµε δεί για την σύγκλιση σειρών
∑∞

k=1 ak µε µη-αρνητικούς
όρους. Μια τέτοια σειρά συγκλίνει αν και µόνο αν η ακολουθία (sn) των µερικών αθροι-
σµάτων της είναι άνω ϕραγµένη. ∆ιαφορετικά, αποκλίνει στο +∞.

Το επόµενο ϑεώρηµα δίνει ένα κριτήριο σύγκλισης για σειρές που γράφονται στη µορφή∑∞
k=1 f(k), όπου f : [1,+∞)→ R είναι µια ϕθίνουσα µη-αρνητική συνάρτηση.

Θεώρηµα 7.9.1. ΄Εστω f : [1,+∞) → R ϕθίνουσα συνάρτηση µε µη αρνητικές τιµές.

Θεωρούµε την ακολουθία (ak) µε ak = f(k), k = 1, 2, . . .. Τότε, η σειρά µη αρνητικών όρων∑∞
k=1 ak συγκλίνει αν και µόνο αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫∞
1 f(t) dt υπάρχει.

Απόδειξη. Από το γεγονός ότι η f είναι ϕθίνουσα προκύπτει άµεσα ότι η f είναι ολοκλη-
ϱώσιµη σε κάθε διάστηµα [k, k + 1] και

ak+1 = f(k + 1) 6
∫ k+1

k
f(t) dt 6 f(k) = ak

για κάθε k ∈ N. Αν υποθέσουµε ότι η σειρά
∑∞

k=1 ak συγκλίνει, τότε για κάθε x > 1

έχουµε ∫ x

1
f(t) dt 6

∫ [x]+1

1
f(t) dt =

[x]∑
k=1

∫ k+1

k
f(t) dt 6

[x]∑
k=1

ak 6
∞∑
k=1

ak.

΄Επεται ότι το ∫ ∞
1

f(t) dt = lim
x→∞

∫ x

1
f(t) dt

υπάρχει. Αντίστροφα, αν το
∫∞

1 f(t) dt υπάρχει, για κάθε n ∈ N έχουµε

sn = f(1) + f(2) + · · ·+ f(n) 6 f(1) +

n−1∑
k=1

∫ k+1

k
f(t) dt

= f(1) +

∫ n

1
f(t) dt 6 f(1) +

∫ ∞
1

f(t) dt.



7.10. ΑΣΚΗΣΕΙΣ 225

Αφού η ακολουθία (sn) των µερικών αθροισµάτων της
∑∞

k=1 ak είναι άνω ϕραγµένη, η
σειρά συγκλίνει. 2.

Παραδείγµατα

(α) Η σειρά
∑∞

k=2
1

k ln k αποκλίνει διότι∫ ∞
2

1

t ln t
dt = lim

x→∞

∫ x

2

1

t ln t
dt = lim

x→∞

∫ lnx

ln 2

dy

y
= lim

x→∞
(ln(lnx)− ln(ln 2)) = +∞.

(ϐ) Η σειρά
∑∞

k=2
1

k(ln k)2
συγκλίνει διότι∫ ∞

2

1

t(ln t)2
dt = lim

x→∞

∫ x

2

1

t(ln t)2
dt = lim

x→∞

∫ lnx

ln 2

dy

y2
= lim

x→∞

(
1

ln 2
− 1

lnx

)
=

1

ln 2
.

7.10 Ασκήσεις

Α΄ Οµάδα

1. ΄Εστω f : [a, b]→ R. Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς (αιτιολογήστε
πλήρως την απάντησή σας).

(α) Αν η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη, τότε η f είναι ϕραγµένη.

(ϐ) Αν η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη, τότε παίρνει µέγιστη τιµή.

(γ) Αν η f είναι ϕραγµένη, τότε είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

(δ) Αν η |f | είναι Riemann ολοκληρώσιµη, τότε η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη.

(ε) Αν η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη, τότε υπάρχει c ∈ [a, b] ώστε f(c)(b− a) =
∫ b
a
f(x) dx.

(στ) Αν η f είναι ϕραγµένη και αν L(f, P ) = U(f, P ) για κάθε διαµέριση P του [a, b], τότε η f
είναι σταθερή.

(Ϲ) Αν η f είναι ϕραγµένη και αν υπάρχει διαµέριση P ώστε L(f, P ) = U(f, P ), τότε η f είναι
Riemann ολοκληρώσιµη.

(η) Αν η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη και αν f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b] ∩Q, τότε∫ b

a

f(x)dx = 0.

2. ΄Εστω f : [0, 1] → R ϕραγµένη συνάρτηση µε την ιδιότητα : για κάθε 0 < b 6 1 η f είναι
ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [b, 1]. ∆είξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1].

3. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : [−1, 1] → R µε f(x) = sin 1
x αν x 6= 0 και f(0) = 2 είναι

ολοκληρώσιµη.
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4. ΄Εστω g : [a, b]→ R ϕραγµένη συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι η g είναι συνεχής παντού, εκτός από
ένα σηµείο x0 ∈ (a, b). ∆είξτε ότι η g είναι ολοκληρώσιµη.

5. Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του Riemann αποδείξτε ότι οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ολο-
κληρώσιµεσ:

(α) f : [0, 1]→ R µε f(x) = x.

(ϐ) f : [0, π/2]→ R µε f(x) = sinx.

6. Εξετάστε αν οι παρακάτω συναρτήσεις είναι ολοκληρώσιµες στο [0, 2] και υπολογίστε το ολοκλή-
ϱωµα τους (αν υπάρχει):

(α) f(x) = x+ [x].

(ϐ) f(x) = 1 αν x = 1
k για κάποιον k ∈ N, και f(x) = 0 αλλιώς.

7. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση µε f(x) > 0 για κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι∫ b

a

f(x)dx = 0

αν και µόνο αν f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

8. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R συνεχείς συναρτήσεις ώστε∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

g(x)dx.

∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] ώστε f(x0) = g(x0).

9. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα : για κάθε συνεχή συνάρτηση g : [a, b]→
R ισχύει ∫ b

a

f(x)g(x)dx = 0.

∆είξτε ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

10. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση µε την ιδιότητα : για κάθε συνεχή συνάρτηση g :

[a, b]→ R που ικανοποιεί την g(a) = g(b) = 0, ισχύει∫ b

a

f(x)g(x)dx = 0.

∆είξτε ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

11. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. ∆είξτε την ανισότητα Cauchy-Schwarz:(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

6

(∫ b

a

f2(x)dx

)
·

(∫ b

a

g2(x)dx

)
.
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12. ΄Εστω f : [0, 1]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι(∫ 1

0

f(x)dx

)2

6
∫ 1

0

f2(x)dx.

Ισχύει το ίδιο αν αντικαταστήσουµε το [0, 1] µε τυχόν διάστηµα [a, b];

13. ΄Εστω f : [0, 1]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι η ακολουθία

an =
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)

συγκλίνει στο
∫ 1

0
f(x)dx. [Υπόδειξη : Χρησιµοποιήστε τον ορισµό του Riemann.]

14. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

√
1 +
√

2 + · · ·+
√
n

n
√
n

=
2

3
.

15. ΄Εστω f : [a, b]→ R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει s ∈ [a, b] ώστε∫ s

a

f(t)dt =

∫ b

s

f(t)dt.

Μπορούµε πάντα να επιλέγουµε ένα τέτοιο s στο ανοικτό διάστηµα (a, b);

16. ΄Εστω f : [0, 1] → R ολοκληρώσιµη και ϑετική συνάρτηση ώστε
∫ 1

0
f(x)dx = 1. ∆είξτε ότι για

κάθε n ∈ N υπάρχει διαµέριση {0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1} ώστε
∫ tk+1

tk
f(x)dx = 1

n για κάθε
k = 0, 1, . . . , n− 1.

17. ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχει s ∈ [0, 1] ώστε∫ 1

0

f(x)x2dx =
f(s)

3
.

18. Υποθέτουµε ότι η f : [0, 1]→ R είναι συνεχής και ότι∫ x

0

f(t)dt =

∫ 1

x

f(t)dt

για κάθε x ∈ [0, 1]. ∆είξτε ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1].

19. ΄Εστω f, h : [0,+∞)→ [0,+∞). Υποθέτουµε ότι η h είναι συνεχής και η f είναι παραγωγίσιµη.
Ορίζουµε

F (x) =

∫ f(x)

0

h(t)dt.

∆είξτε ότι F ′(x) = h(f(x)) · f ′(x).
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20. ΄Εστω f : R→ R συνεχής και έστω δ > 0. Ορίζουµε

g(x) =

∫ x+δ

x−δ
f(t)dt.

∆είξτε ότι η g είναι παραγωγίσιµη και ϐρείτε την g′.

21. ΄Εστω g, h : R→ R παραγωγίσιµες συναρτήσεις. Ορίζουµε

G(x) =

∫ g(x)

h(x)

t2dt.

∆είξτε ότι η G είναι παραγωγίσιµη στο R και ϐρείτε την G′.

22. ΄Εστω f : [1,+∞)→ R συνεχής συνάρτηση. Ορίζουµε

F (x) =

∫ x

1

f
(x
t

)
dt.

Βρείτε την F ′.

Β΄ Οµάδα

23. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχής συνάρτηση. Ορίζουµε µια ακολουθία (an) ϑέτοντας an =∫ 1

0
f(xn)dx. ∆είξτε ότι an → f(0).

24. ∆είξτε ότι η ακολουθία γn = 1 + 1
2 + 1

3 + · · ·+ 1
n −

∫ n
1

1
xdx συγκλίνει.

25. ΄Εστω f : [0, 1]→ R Lipschitz συνεχής συνάρτηση ώστε

|f(x)− f(y)| 6M |x− y|

για κάθε x, y ∈ [0, 1]. ∆είξτε ότι∣∣∣∣ ∫ 1

0

f(x)dx− 1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

) ∣∣∣∣ 6 M

2n

για κάθε n ∈ N.

26. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχής συνάρτηση µε την εξής ιδιότητα : υπάρχει M > 0 ώστε

|f(x)| 6M

∫ x

a

|f(t)|dt

για κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

27. ΄Εστω a ∈ R. ∆είξτε ότι δεν υπάρχει ϑετική συνεχής συνάρτηση f : [0, 1]→ R ώστε∫ 1

0

f(x)dx = 1,

∫ 1

0

xf(x)dx = a και
∫ 1

0

x2f(x)dx = a2.
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28. ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής, µη αρνητική συνάρτηση. Θέτουµε M = max{f(x) : x ∈ [a, b]}.
∆είξτε οτι η ακολουθία

γn =

(∫ b

a

[f(x)]ndx

)1/n

συγκλίνει, και limn→∞ γn = M .

29. ΄Εστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιµη συνάρτηση. Σκοπός αυτής της άσκησης είναι να δείξουµε
ότι η f έχει πολλά σηµεία συνέχειας.

(α) Υπάρχει διαµέριση P του [a, b] ώστε U(f, P ) − L(f, P ) < b − a (εξηγήστε γιατί). ∆είξτε ότι
υπάρχουν a1 < b1 στο [a, b] ώστε b1 − a1 < 1 και

sup{f(x) : a1 6 x 6 b1} − inf{f(x) : a1 6 x 6 b1} < 1.

(ϐ) Επαγωγικά ορίστε κιβωτισµένα διαστήµατα [an, bn] ⊆ (an−1, bn−1) µε µήκος µικρότερο από 1/n

ώστε
sup{f(x) : an 6 x 6 bn} − inf{f(x) : an 6 x 6 bn} <

1

n
.

(γ) Η τοµή αυτών των κιβωτισµένων διαστηµάτων περιέχει ακριβώς ένα σηµείο. ∆είξτε ότι η f είναι
συνεχής σε αυτό.

(δ) Τώρα δείξτε ότι η f έχει άπειρα σηµεία συνέχειας στο [a, b] (δεν χρειάζεται περισσότερη δουλειά !).

30. ΄Εστω f : [a, b] → R ολοκληρώσιµη (όχι αναγκαστικά συνεχής) συνάρτηση µε f(x) > 0 για
κάθε x ∈ [a, b]. ∆είξτε ότι ∫ b

a

f(x)dx > 0.

31. ΄Εστω f : [0, a]→ R συνεχής. ∆είξτε ότι, για κάθε x ∈ [0, a],∫ x

0

f(u)(x− u)du =

∫ x

0

(∫ u

0

f(t)dt

)
du.

32. ΄Εστω a, b ∈ R µε a < b και f : [a, b] → R συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση. Αν P = {a =

x0 < x1 < · · · < xn = b} είναι διαµέριση του [a, b], δείξτε ότι

n−1∑
k=0

|f(xk+1)− f(xk)| 6
∫ b

a

|f ′(x)| dx.

33. ΄Εστω f : [0,+∞)→ [0,+∞) γνησίως αύξουσα, συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(0) =

0. ∆είξτε ότι, για κάθε x > 0, ∫ x

0

f(t) dt+

∫ f(x)

0

f−1(t) dt = xf(x).
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34. ΄Εστω f : [0, 1] → R συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(0) = 0. ∆είξτε ότι για κάθε
x ∈ [0, 1] ισχύει

|f(x)| 6
(∫ 1

0

|f ′(t)|2dt
)1/2

.

35. ΄Εστω f : [0,+∞) → R συνεχής συνάρτηση µε f(x) 6= 0 για κάθε x > 0, η οποία ικανοποιεί
την

f(x)2 = 2

∫ x

0

f(t)dt

για κάθε x > 0. ∆είξτε ότι f(x) = x για κάθε x > 0.

36. ΄Εστω f : [a, b]→ R συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫ b

a

f(x) cos(nx)dx = 0 και lim
n→∞

∫ b

a

f(x) sin(nx)dx = 0.

37. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τις ακολουθίες

an =

∫ π

0

sin(nx)dx και bn =

∫ π

0

| sin(nx)|dx.

38. ΄Εστω f : [0,+∞) → R συνεχώς παραγωγίσιµη συνάρτηση. ∆είξτε ότι υπάρχουν συνεχείς,
αύξουσες και ϑετικές συναρτήσεις g, h : [0,+∞)→ R ώστε f = g − h.

Γ΄ Οµάδα

39. ΄Εστω f : [0, 1] → R µε f(0) = 0. Υποθέτουµε ότι η f έχει συνεχή παράγωγο και ότι
0 < f ′(x) 6 1 για κάθε x ∈ [0, 1]. ∆είξτε ότι∫ 1

0

[f(x)]3dx 6

(∫ 1

0

f(x) dx

)2

.

40. ΄Εστω f : [0, a]→ R συνάρτηση µε συνεχή παράγωγο και f(0) = 0. ∆είξτε ότι∫ a

0

|f(t)f ′(t)| dt 6 a

2

∫ a

0

|f ′(t)|2dt.

41. ΄Εστω f0 : [0,∞)→ R συνεχής συνάρτηση. Για κάθε k = 1, 2, . . . ορίζουµε fk : [0,∞)→ R µε

fk(x) =

∫ x

0

fk−1(t) dt.

∆είξτε ότι

fk(x) =
1

(k − 1)!

∫ x

0

f(t)(x− t)k−1dt.
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42. ΄Εστω f : [0,∞) → (0,∞) οµοιόµορφα συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι το γενικευµένο
ολοκλήρωµα

∫∞
0
f(x) dx είναι πεπερασµένο. ∆είξτε ότι lim

x→∞
f(x) = 0.

43. ΄Εστω f : [a, b] → R µε f(a) = f(b) = 0. Υποθέτουµε ότι η f ′ είναι συνεχής και ότι∫ b
a

[f(x)]2dx = 1. Με ολοκλήρωση κατά παράγοντες δείξτε ότι∫ b

a

xf(x)f ′(x) dx = −1

2
,

και, χρησιµοποιώντας το παραπάνω, δείξτε ότι(∫ b

a

x2[f(x)]2 dx

)(∫ b

a

[f ′(x)]2dx

)
>

1

4
.

44. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R ολοκληρώσιµες συναρτήσεις. ∆είξτε ότι

1

2

∫ b

a

[∫ b

a

(f(y)− f(x))(g(y)− g(x)) dy

]
dx

= (b− a)

∫ b

a

f(x)g(x) dx−

(∫ b

a

f(x) dx

)(∫ b

a

g(x) dx

)
.

Αν οι f και g είναι αύξουσες, χρησιµοποιώντας το παραπάνω δείξτε ότι(∫ b

a

f(x) dx

)(∫ b

a

g(x) dx

)
6 (b− a)

∫ b

a

f(x)g(x) dx.

45. ΄Εστω f : [1,∞)→ R συνάρτηση µε συνεχή παράγωγο. ∆είξτε ότι, για κάθε k ∈ N,

f(k) =

∫ k+1

k

f(x) dx−
∫ k+1

k

(k + 1− x)f ′(x) dx.

46. (α) ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

xn−1f(x) dx = 0.

(ϐ) ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνάρτηση µε συνεχή παράγωγο. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

n

∫ 1

0

xn−1f(x) dx = f(1).

47. (α) ΄Εστω f : [a, b]→ R συνάρτηση µε συνεχή παράγωγο. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1/
√
n

0

nf(x)e−nx dx = f(0).

(ϐ) ΄Εστω f : [a, b]→ R συνάρτηση µε συνεχή παράγωγο. ∆είξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0

nf(x)e−nx dx = f(0).





Κεφάλαιο 8

Τεχνικές ολοκλήρωσης

Σε αυτό το Κεφάλαιο περιγράφουµε, χωρίς ιδιαίτερη αυστηρότητα, τις ϐασικές µεθόδους
υπολογισµού ολοκληρωµάτων. ∆ίνεται µια συνάρτηση f και ϑέλουµε να ϐρούµε µια αντι-
παράγωγο της f , δηλαδή µια συνάρτηση F µε την ιδιότητα F ′ = f . Τότε,

∫
f(x)dx = F (x) + c.

8.1 Ολοκλήρωση µε αντικατάσταση

8.1.1 Πίνακας στοιχειωδών ολοκληρωµάτων

Κάθε τύπος παραγώγισης F ′(x) = f(x) µας δίνει έναν τύπο ολοκλήρωσησ: η F είναι
αντιπαράγωγος της f . Μπορούµε έτσι να δηµιουργήσουµε έναν πίνακα ϐασικών ολοκλη-
ϱωµάτων, αντιστρέφοντας τους τύπους παραγώγισης των πιο ϐασικών συναρτήσεων:

∫
xadx =

xa+1

a+ 1
, a 6= −1,

∫
1

x
dx = ln |x|+ c∫

exdx = ex + c,

∫
sinx dx = − cosx+ c∫

cosx dx = sinx+ c,

∫
1

cos2 x
dx = tanx+ c∫

1

sin2 x
dx = − cotx+ c,

∫
1√

1− x2
dx = arcsinx+ c∫

1

1 + x2
dx = arctanx+ c.

233
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8.1.2 Υπολογισµός του
∫
f(φ(x))φ′(x) dx

Η αντικατάσταση u = φ(x), du = φ′(x) dx µας δίνει∫
f(φ(x))φ′(x) dx =

∫
f(u) du, u = φ(x).

Αν το ολοκλήρωµα δεξιά υπολογίζεται ευκολότερα, ϑέτοντας όπου u την φ(x) υπολογίζουµε
το ολοκλήρωµα αριστερά.

Παραδείγµατα

(α) Για τον υπολογισµό του ∫
arctanx

1 + x2
dx

ϑέτουµε u = arctanx. Τότε, du = dx
1+x2

και αναγόµαστε στο∫
u du =

u2

2
+ c.

΄Επεται ότι ∫
arctanx

1 + x2
dx =

(arctanx)2

2
+ c.

(ϐ) Για τον υπολογισµό του ∫
tanx dx =

∫
sinx

cosx
dx

ϑέτουµε u = cosx. Τότε, du = − sinx dx και αναγόµαστε στο

−
∫

1

u
du = − ln |u|+ c.

΄Επεται ότι ∫
tanx dx = − ln | cosx|+ c.

(γ) Για τον υπολογισµό του ∫
cos(
√
x)√

x
dx

ϑέτουµε u =
√
x. Τότε, du = dx

2
√
x

και αναγόµαστε στο∫
2 cosu du = 2 sinu+ c.

΄Επεται ότι ∫
cos(
√
x)√

x
dx = 2 sin(

√
x) + c.
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8.1.3 Τριγωνοµετρικά ολοκληρώµατα

Ολοκληρώµατα που περιέχουν δυνάµεις ή γινόµενα τριγωνοµετρικών συναρτήσεων µπο-
ϱούν να αναχθούν σε απλούστερα αν χρησιµοποιήσουµε τις ϐασικές τριγωνοµετρικές ταυ-
τότητεσ:

sin2 x+ cos2 x = 1, 1 + tan2 x =
1

cos2 x

1 + cot2 x =
1

sin2 x
, cos2 x =

1 + cos 2x

2

sin2 x =
1− cos 2x

2
, sin 2x = 2 sinx cosx

sin ax sin bx =
cos(a− b)x− cos(a+ b)x

2
, sin ax cos bx =

sin(a+ b)x+ sin(a− b)x
2

cos ax cos bx =
cos(a+ b)x+ cos(a− b)x

2
.

Παραδείγµατα

(α) Για τον υπολογισµό του ∫
cos2 x dx

χρησιµοποιούµε την cos2 x = 1+cos 2x
2 : έχουµε∫

cos2 x dx =

∫
1 + cos 2x

2
dx =

1

2

∫
dx+

1

2

∫
cos 2x dx =

x

2
+

sin 2x

4
+ c.

Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να υπλογίσουµε το
∫

cos4 x dx, χρησιµοποιώντας την

cos4 x =

(
1 + cos 2x

2

)2

=
1

4
+

cos 2x

2
+

cos2 2x

4
=

1

4
+

cos 2x

2
+

1 + cos 4x

8
.

(ϐ) Για τον υπολογισµό του∫
sin5 x dx =

∫
sin4 x sinx dx =

∫
(1− cos2 x)2 sinx dx

είναι προτιµότερη η αντικατάσταση u = cosx. Τότε, du = − sinx dx και αναγόµαστε στο

−
∫

(1− u2)2 du = −u+
2u3

3
− u5

5
+ c.

΄Επεται ότι ∫
sin5 x dx = − cosx+

2 cos3 x

3
− cos5 x

5
+ c.

Την ίδια µέθοδο µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε για οποιοδήποτε ολοκλήρωµα της µορ-
ϕής ∫

cosm x sinn x dx
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αν ένας από τους εκθέτες m,n είναι περιττός και ο άλλος άρτιος. Για παράδειγµα, αν
m = 3 και n = 4, γράφουµε∫

cos3 x sin4 x dx =

∫
(1− sin2 x) sin4 x cosx dx

και, µε την αντικατάσταση u = sinx, αναγόµαστε στο απλό ολοκλήρωµα∫
(1− u2)u4du.

(γ) ∆ύο χρήσιµα ολοκληρώµατα είναι τα∫
tan2 x dx και

∫
cot2 x dx.

Για το πρώτο γράφουµε∫
tan2 x dx =

∫ (
1

cos2 x
− 1

)
dx =

∫
[(tanx)′ − 1] dx = tanx− x+ c,

και, όµοια, για το δεύτερο γράφουµε∫
cot2 x dx =

∫ (
1

sin2 x
− 1

)
dx =

∫
[(− cotx)′ − 1] dx = − cotx− x+ c.

8.1.4 Υπολογισµός του
∫
f(x) dx µε την αντικατάσταση x = φ(t)

Η αντικατάσταση x = φ(t), dx = φ′(t) dt – όπου φ αντιστρέψιµη συνάρτηση – µας δίνει∫
f(x) dx =

∫
f(φ(t))φ′(t) dt.

Αν το ολοκλήρωµα δεξιά υπολογίζεται ευκολότερα, ϑέτοντας όπου t την φ−1(x) υπολογί-
Ϲουµε το ολοκλήρωµα αριστερά.

Παραδείγµατα: τριγωνοµετρικές αντικαταστάσεις

(α) Σε ολοκληρώµατα που περιέχουν την
√
a2 − x2 ϑέτουµε x = a sin t. Τότε,√

a2 − x2 = a cos t και dx = a cos t dt.

Για παράδειγµα, για τον υπολογισµό του∫
dx

x2
√

9− x2
,

αν ϑέσουµε x = 3 sin t, τότε dx = 3 cos t dt και
√

9− x2 = 3 cos t, και αναγόµαστε στο∫
3 cos t dt

9 sin2 t(3 cos t)
=

1

9

∫
dt

sin2 t
= −1

9
cot t+ c.
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Τότε, από την

cot t =
cos t

sin t
=

√
1− sin2 t

sin t
=

√
9− x2

x
,

παίρνουµε ∫
dx

x2
√

9− x2
= −
√

9− x2

9x
+ c.

(ϐ) Σε ολοκληρώµατα που περιέχουν την
√
x2 − a2 ϑέτουµε x = a/ cos t. Τότε,√

x2 − a2 = a tan t και dx =
a sin t

cos2 t
dt.

Για παράδειγµα, για τον υπολογισµό του∫ √
x2 − 4

x
dx,

αν ϑέσουµε x = 2
cos t , τότε dx = 2 sin t

cos2 t
dt = 2 tan t

cos t dt και
√
x2 − 4 = 2 tan t, και αναγόµαστε

στο ∫
2 tan t

2/ cos t

2 tan t

cos t
dt = 2

∫
tan2 t dt = 2 tan t− 2t+ c.

Αφού t = arctan
√
x2−4
2 , παίρνουµε∫ √

x2 − 4

x
dx =

√
x2 − 4− 2 arctan

√
x2 − 4

2
+ c.

(γ) Σε ολοκληρώµατα που περιέχουν την
√
x2 + a2 ϑέτουµε x = a tan t. Τότε,√

x2 + a2 =
a

cos t
και dx =

a

cos2 t
dt.

Για παράδειγµα, για τον υπολογισµό του∫ √
x2 + 1

x4
dx,

αν ϑέσουµε x = tan t, τότε dx = 1
cos2 t

dt και
√
x2 + 1 = 1

cos t , και αναγόµαστε στο∫
1

cos t

1

tan4 t

1

cos2 t
dt =

∫
cos t

sin4 t
dt = − 2

3 sin3 t
+ c.

Αφού t = arctanx, ϐλέπουµε ότι sin t = tan t cos t = x√
x2+1

και τελικά παίρνουµε

∫ √
x2 + 1

x4
dx = −(x2 + 1)3/2

3x3
+ c.
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8.2 Ολοκλήρωση κατά µέρη

Ο τύπος της ολοκλήρωσης κατά µέρη είναι :∫
f(x)g′(x) dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x) dx,

και προκύπτει άµεσα από την (fg)′ = fg′ + f ′g, αν ολοκληρώσουµε τα δύο µέλη της.
Συχνά, είναι ευκολότερο να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα στο δεξιό µέλος.

Παραδείγµατα

(α) Για τον υπολογισµό του
∫
x log x dx γράφουµε∫

x log x dx =
1

2

∫
(x2)′ log x dx =

x2 log x

2
− 1

2

∫
x dx =

x2 log x

2
− x2

4
+ c.

(ϐ) Για τον υπολογισµό του
∫
x cosx dx γράφουµε∫

x cosx dx =

∫
x(sinx)′ dx = x sinx−

∫
sinx dx = x sinx+ cosx+ c.

(γ) Για τον υπολογισµό του
∫
ex sinx dx γράφουµε

I =

∫
ex sinx dx =

∫
(ex)′ sinx dx = ex sinx−

∫
ex cosx dx

= ex sinx−
∫

(ex)′ cosx dx = ex sinx− ex cosx+

∫
ex(cosx)′dx

= ex(sinx− cosx)−
∫
ex sinx dx = ex(sinx− cosx)− I.

΄Επεται ότι ∫
ex sinx dx =

ex(sinx− cosx)

2
+ c.

(δ) Για τον υπολογισµό του
∫
x sin2 x dx χρησιµοποιώντας την ταυτότητα sin2 x = 1−cos(2x)

2

γράφουµε ∫
x sin2 x dx =

∫
x

2
dx−

∫
x

cos(2x)

2
dx.

Για το δεύτερο ολοκλήρωµα, χρησιµοποιούµε την αντικατάσταση u = 2x και ολοκλήρωση
κατά µέρη όπως στο (ϐ).

(ε) Για τον υπολογισµό του
∫

log(x+
√
x) dx γράφουµε∫

log(x+
√
x) dx =

∫
(x)′ log(x+

√
x) dx = x log(x+

√
x)−

∫
x

x+
√
x

(
1 +

1

2
√
x

)
dx.

Κατόπιν, εφαρµόζουµε την αντικατάσταση u =
√
x.
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8.3 Ολοκλήρωση ϱητών συναρτήσεων

Σε αυτή την παράγραφο περιγράφουµε µια µέθοδο µε την οποία µπορεί κανείς να υπολο-
γίσει το αόριστο ολοκλήρωµα οποιασδήποτε ϱητής συνάρτησης

f(x) =
p(x)

q(x)
=

anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

bmxm + bm−1xm−1 + · · ·+ b1x+ b0
.

Η πρώτη παρατήρηση είναι ότι µπορούµε πάντα να υποθέτουµε ότι n < m. Αν ο ϐαθµός
n του αριθµητή p(x) είναι µεγαλύτερος ή ίσος από τον ϐαθµό m του παρονοµαστή q(x),
τότε διαιρούµε το p(x) µε το q(x): υπάρχουν πολυώνυµα π(x) και υ(x) ώστε ο ϐαθµός του
υ(x) να είναι µικρότερος από m και

p(x) = π(x)q(x) + υ(x).

Τότε,

f(x) =
π(x)q(x) + υ(x)

q(x)
= π(x) +

υ(x)

q(x)
.

Συνεπώς, για τον υπολογισµό του
∫
f(x) dx µπορούµε τώρα να υπολογίσουµε χωριστά το∫

π(x) dx (απλό ολοκλήρωµα πολυωνυµικής συνάρτησης) και το
∫ υ(x)
q(x) dx (ϱητή συνάρτηση

µε την πρόσθετη ιδιότητα ότι deg(υ) < deg(q)).

Υποθέτουµε λοιπόν στη συνέχεια ότι f = p/q και deg(p) < deg(q). Μπορούµε επίσης
να υποθέσουµε ότι an = bm = 1. Χρησιµοποιούµε τώρα το γεγονός ότι κάθε πολυώνυµο
αναλύεται σε γινόµενο πρωτοβάθµιων και δευτεροβάθµιων όρων. Το q(x) = xm + · · · +
b1x+ b0 γράφεται στη µορφή

q(x) = (x− α1)r1 · · · (x− αk)rk(x2 + β1x+ γ1)s1 · · · (x2 + βlx+ γl)
sl .

Οι α1, . . . , αk είναι οι πραγµατικές ϱίζες του q(x) (και rj είναι η πολλαπλότητα της ϱίζας
αj ) ενώ οι όροι x2 +βix+γi είναι τα γινόµενα (x−zi)(x−zi) όπου zi οι µιγαδικές ϱίζες του
q(x) (και si είναι η πολλαπλότητα της ϱίζας zi). Παρατηρήστε ότι κάθε όρος της µορφής
x2 + βix + γi έχει αρνητική διακρίνουσα. Επίσης, οι k, s > 0 και r1 + · · · + rk + 2s1 +

· · ·+ 2sl = m (ο ϐαθµός του q(x)).

Γράφουµε την f(x) στη µορφή

f(x) =
xn + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

(x− α1)r1 · · · (x− αk)rk(x2 + β1x+ γ1)s1 · · · (x2 + βlx+ γl)sl
,
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και την «αναλύουµε σε απλά κλάσµατα»: υπάρχουν συντελεστές Ajt, Bit,Γit ώστε

f(x) =
A11

x− α1
+

A12

(x− α1)2
+ · · ·+ A1r1

(x− α1)r1

+ · · ·

+
Ak1

x− αk
+

Ak2

(x− αk)2
+ · · ·+ Akr1

(x− αk)rk

+
B11x+ Γ11

x2 + β1x+ γ1
+

B12x+ Γ12

(x2 + β1x+ γ1)2
+ · · ·+ B1s1x+ Γ1s1

(x2 + β1x+ γ1)s1

+ · · ·

+
Bl1x+ Γl1
x2 + βlx+ γl

+
Bl2x+ Γl2

(x2 + βlx+ γl)2
+ · · ·+ Bls1x+ Γlsl

(x2 + βlx+ γl)sl
.

Η εύρεση των συντελεστών γίνεται ως εξήσ: πολλαπλασιάζουµε τα δύο µέλη της ισότητας
µε το q(x) (παρατηρήστε ότι ισούται µε το ελάχιστο κοινό πολλαπλάσιο των παρονοµαστών
του δεξιού µέλους). Προκύπτει τότε µια ισότητα πολυωνύµων. Εξισώνοντας τους συντε-
λεστές τους, παίρνουµε ένα σύστηµα m εξισώσεων µε m αγνώστουσ: τους Aj1, . . . , Ajrj ,
Bi1, . . . , Bisi , Γi1, . . . ,Γisi , j = 1, . . . , k, i = 1, . . . , l.

Μετά από αυτό το ϐήµα, χρησιµοποιώντας την γραµµικότητα του ολοκληρώµατος,
αναγόµαστε στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων των εξής δύο µορφών:

(α) Ολοκληρώµατα της µορφής
∫

1
(x−α)k

dx. Αυτά υπολογίζονται άµεσα: αν k > 2 τότε∫
1

(x− α)k
dx = − 1

(k − 1)(x− α)k−1
+ c,

και αν k = 1 τότε ∫
1

x− α
dx = ln |x− α|+ c.

(ϐ) Ολοκληρώµατα της µορφής
∫

Bx+Γ
(x2+bx+γ)k

dx, όπου το x2 + bx + γ έχει αρνητική
διακρίνουσα. Γράφοντας Bx+ Γ = B

2 (2x+ b) +
(
Γ− Bb

2

)
, αναγόµαστε στα ολοκληρώµατα∫

2x+ b

(x2 + bx+ γ)k
dx και

∫
1

(x2 + bx+ γ)k
dx.(6.3.8)

Το πρώτο υπολογίζεται µε την αντικατάσταση y = x2 + bx + γ (εξηγήστε γιατί). Για το
δεύτερο, γράφουµε πρώτα x2+bx+γ =

(
x+ b

2

)2
+ 4γ−b2

4 και µε την αντικατάσταση x+ b
2 =√

4γ−b2
2 y αναγόµαστε (εξηγήστε γιατί) στον υπολογισµό ολοκληρωµάτων της µορφής

Ik =

∫
1

(y2 + 1)k
dy.

Ο υπολογισµός του Ik ϐασίζεται στην αναδροµική σχέση

Ik+1 =
1

2k

y

(y2 + 1)k
+

2k − 1

2k
Ik.
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Για την απόδειξη χρησιµοποιούµε ολοκλήρωση κατά µέρη. Γράφουµε

Ik =

∫
dx

(y2 + 1)k
=

∫
(y)′

1

(y2 + 1)k
dy =

y

(y2 + 1)k
+ 2k

∫
y2

(y2 + 1)k+1
dy

=
y

(y2 + 1)k
+ 2k

∫
y2 + 1− 1

(y2 + 1)k+1
dy

=
y

(y2 + 1)k
+ 2k

∫
1

(y2 + 1)k
dy − 2k

∫
1

(y2 + 1)k+1
dy

=
y

(y2 + 1)k
+ 2kIk − 2kIk+1.

΄Επεται το Ϲητούµενο. Γνωρίζουµε ότι

I1 =

∫
1

y2 + 1
dy = arctan y + c,

άρα, χρησιµοποιώντας την αναδροµική σχέση, µπορούµε διαδοχικά να ϐρούµε τα I2, I3, . . ..

Παραδείγµατα

(α) Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος∫
3x2 + 6

x3 + x2 − 2x
dx =

∫
3x2 + 6

x(x− 1)(x+ 2)
dx,

Ϲητάµε a, b, c ∈ R ώστε

3x2 + 6

x(x− 1)(x+ 2)
=
a

x
+

b

x− 1
+

c

x+ 2
.

Γράφουµε

3x2 + 6

x(x− 1)(x+ 2)
=

a(x− 1)(x+ 2) + bx(x+ 2) + cx(x− 1)

x(x− 1)(x+ 2)

=
(a+ b+ c)x2 + (a+ 2b− c)x− 2a

x(x− 1)(x+ 2)
,

και λύνουµε το σύστηµα

a+ b+ c = 3, a+ 2b− c = 0, −2a = 6.

Η λύση είναι : a = −3, b = 3 και c = 3. Συνεπώς,∫
3x2 + 6

x(x− 1)(x+ 2)
dx = −3

∫
dx

x
+ 3

∫
dx

x− 1
+ 3

∫
dx

x+ 2

= −3 ln |x|+ 3 ln |x− 1|+ 3 ln |x+ 2|+ c.
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(ϐ) Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος∫
5x2 + 12x+ 1

x3 + 3x2 − 4
dx =

∫
5x2 + 12x+ 1

(x− 1)(x+ 2)2
dx,

Ϲητάµε a, b, c ∈ R ώστε

5x2 + 12x+ 1

(x− 1)(x+ 2)2
=

a

x− 1
+

b

x+ 2
+

c

(x+ 2)2
.

Γράφουµε

5x2 + 12x+ 1

(x− 1)(x+ 2)2
=

a(x+ 2)2 + b(x− 1)(x+ 2) + c(x− 1)

(x− 1)(x+ 2)2

=
(a+ b)x2 + (4a+ b+ c)x+ (4a− 2b− c)

(x− 1)(x+ 2)2
,

και λύνουµε το σύστηµα

a+ b = 5, 4a+ b+ c = 12, 4a− 2b− c = 1.

Η λύση είναι : a = 2, b = 3 και c = 1. Συνεπώς,∫
5x2 + 12x+ 1

(x− 1)(x+ 2)2
dx = 2

∫
dx

x− 1
+ 3

∫
dx

x+ 2
+

∫
dx

(x+ 2)2

= 2 ln |x− 1|+ 3 ln |x+ 2| − 1

x+ 2
+ c.

(γ) Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος∫
x+ 1

x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x− 1
dx =

∫
x+ 1

(x− 1)(x2 + 1)2
dx,

Ϲητάµε a, b, c, d, e ∈ R ώστε

x+ 1

(x− 1)(x2 + 1)2
=

a

x− 1
+
bx+ c

x2 + 1
+

dx+ e

(x2 + 1)2
.

Καταλήγουµε στην

x+ 1 = a(x2 + 1)2 + (bx+ c)(x− 1)(x2 + 1) + (dx+ e)(x− 1)

και λύνουµε το σύστηµα

a+ b = 0, −b+ c = 0, 2a+ b− c+ d = 0, −b+ c− d+ e = 1, a− c− e = 1.

Η λύση είναι : a = 1/2, b = −1/2, c = −1/2, d = −1 και e = 0. Συνεπώς,∫
x+ 1

x5 − x4 + 2x3 − 2x2 + x− 1
dx
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=
1

2

∫
dx

x− 1
− 1

2

∫
x+ 1

x2 + 1
dx−

∫
x

(x2 + 1)2
dx

=
1

2

∫
dx

x− 1
− 1

4

∫
2x

x2 + 1
dx− 1

2

∫
dx

x2 + 1
− 1

2

∫
(x2 + 1)′

(x2 + 1)2
dx

=
1

2
ln |x− 1| − 1

4
ln |x2 + 1| − 1

2
arctanx+

1

2

1

x2 + 1
+ c.

8.4 Κάποιες χρήσιµες αντικαταστάσεις

8.4.1 Ρητές συναρτήσεις των cosx και sinx

Για τον υπολογισµό ολοκληρωµάτων της µορφής∫
R(cosx, sinx) dx

όπου R(u, v) είναι πηλίκο πολυωνύµων µε µεταβλητές u και v, συχνά χρησιµοποιούµε την
αντικατάσταση

u = tan
x

2
.

Παρατηρήστε ότι

cosx =
cos2 x

2 − sin2 x
2

cos2 x
2 + sin2 x

2

=
1− tan2 x

2

1 + tan2 x
2

=
1− u2

1 + u2

και
sinx = 2 sin

x

2
cos

x

2
= 2 tan

x

2
cos2 x

2
=

2 tan x
2

1 + tan2 x
2

=
2u

1 + u2
.

Επίσης, dudx = 1
2 cos2 x

2
=

1+tan2 x
2

2 , δηλαδή

dx =
2du

1 + u2
.

΄Ετσι, αναγόµαστε στο ολοκλήρωµα∫
R

(
1− u2

1 + u2
,

2u

1 + u2

)
2

1 + u2
du.

∆εδοµένου ότι η συνάρτηση F (u) = R
(

1−u2
1+u2

, 2u
1+u2

)
2

1+u2
είναι ϱητή συνάρτηση του u, το

τελευταίο ολοκλήρωµα υπολογίζεται µε τη µέθοδο που περιγράψαµε στην προηγούµενη
παράγραφο.

Παραδείγµατα.

(α) Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος∫
1 + sinx

1− cosx
dx
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ϑέτουµε u = tan x
2 . Αφού dx = 2

1+u2
du, cosx = 1−u2

1+u2
και sinx = 2u

1+u2
, αναγόµαστε στο

ολοκλήρωµα ∫
(1 + u)2

u2(1 + u2)
du,

το οποίο υπολογίζεται µε ανάλυση σε απλά κλάσµατα.

(α) Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος∫
x

1 + sinx
dx

ϑέτουµε u = tan x
2 . Αφού dx = 2

1+u2
du και sinx = 2u

1+u2
, αναγόµαστε στο ολοκλήρωµα∫

2 arctanu
1

1 + 2u
1+u2

2

1 + u2
du = 4

∫
arctanu

1

(1 + u)2
du

= 4

∫
arctanu

(
− 1

1 + u

)′
du

= −4
arctanu

1 + u
+ 4

∫
1

(1 + u2)(1 + u)
du.

Το τελευταίο ολοκλήρωµα υπολογίζεται µε ανάλυση σε απλά κλάσµατα.

8.4.2 Ολοκληρώµατα αλγεβρικών συναρτήσεων ειδικής µορφής

Περιγράφουµε εδώ κάποιες αντικαταστάσεις που χρησιµοποιούνται για τον υπολογισµό
ολοκληρωµάτων της µορφής∫

R(x,
√

1− x2) dx,

∫
R(x,

√
x2 − 1) dx,

∫
R(x,

√
x2 + 1) dx,

όπου R(u, v) είναι πηλίκο πολυωνύµων µε µεταβλητές u και v.

(α) Για το ολοκλήρωµα
∫
R(x,

√
1− x2) dx, κάνουµε πρώτα την αλλαγή µεταβλητής x =

sin t. Αφού
√

1− x2 = cos t και dx = cos t dt, αναγόµαστε στο ολοκλήρωµα∫
R(sin t, cos t) cos t dt,

το οποίο υπολογίζεται µε την αντικατάσταση της προηγούµενης υποπαραγράφου (ϱητή
συνάρτηση των cos t και sin t).

(ϐ) Για το ολοκλήρωµα
∫
R(x,

√
x2 − 1) dx, µια ιδέα είναι να χρησιµοποιήσουµε την αλ-

λαγή µεταβλητής x = 1
cos t . Τότε,

√
x2 − 1 = sin t

cos t και dx = sin t
cos2 t

dt. Αναγόµαστε έτσι στο
ολοκλήρωµα ∫

R

(
1

sin t
,

sin t

cos t

)
sin t

cos2 t
dt =

∫
R1(cos t, sin t) dt



8.4. ΚΑΠΟΙΕΣ ΧΡΗΣΙΜΕΣ ΑΝΤΙΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ 245

για κάποια ϱητή συνάρτηση R1(u, v), το οποίο υπολογίζεται µε την αντικατάσταση της
προηγούµενης υποπαραγράφου (ϱητή συνάρτηση των cos t και sin t).

Είναι όµως προτιµότερο να χρησιµοποιήσουµε την εξής αλλαγή µεταβλητής:

u = x+
√
x2 − 1.

Τότε,

x =
u2 + 1

2u
,

√
x2 − 1 =

u2 − 1

2u
, dx =

u2 − 1

2u2
du.

Αναγόµαστε έτσι στο ϱητό ολοκλήρωµα∫
R

(
u2 + 1

2u
,
u2 − 1

2u

)
u2 − 1

2u2
du

το οποίο υπολογίζεται µε ανάλυση σε απλά κλάσµατα.

(ϐ) Για το ολοκλήρωµα
∫
R(x,

√
x2 + 1) dx, µια ιδέα είναι να χρησιµοποιήσουµε την αλ-

λαγή µεταβλητής x = − cot t. Τότε,
√
x2 − 1 = 1

sin t και dx = 1
sin2 t

dt. Αναγόµαστε έτσι
στο ολοκλήρωµα ∫

R

(
−cos t

sin t
,

1

sin t

)
1

sin2 t
dt =

∫
R1(cos t, sin t) dt

για κάποια ϱητή συνάρτηση R1(u, v), το οποίο υπολογίζεται µε την αντικατάσταση της
προηγούµενης υποπαραγράφου (ϱητή συνάρτηση των cos t και sin t).

Είναι όµως προτιµότερο να χρησιµοποιήσουµε την εξής αλλαγή µεταβλητής:

u = x+
√
x2 + 1.

Τότε,

x =
u2 − 1

2u
,

√
x2 − 1 =

u2 + 1

2u
, dx =

u2 + 1

2u2
du.

Αναγόµαστε έτσι στο ϱητό ολοκλήρωµα∫
R

(
u2 − 1

2u
,
u2 + 1

2u

)
u2 + 1

2u2
du

το οποίο υπολογίζεται µε ανάλυση σε απλά κλάσµατα.

Παραδείγµατα

(α) Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος∫ √
x2 − 1 dx
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ϑέτουµε x2 − 1 = (x− u)2. Ισοδύναµα, x = u2+1
2u . Τότε, dx = u2−1

2u2
du και x− u = 1−u2

2u ,
οπότε αναγόµαστε στον υπολογισµό του∫

−(u2 − 1)2

4u3
du.

(ϐ) Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος∫
1

x
√
x2 + 1

dx

ϑέτουµε u = x+
√
x2 + 1. Τότε,

x =
u2 − 1

2u
,

√
x2 − 1 =

u2 + 1

2u
, dx =

u2 + 1

2u2
du.

Αναγόµαστε έτσι στο ολοκλήρωµα ∫
2

u2 − 1
du

το οποίο υπολογίζεται µε ανάλυση σε απλά κλάσµατα.

8.5 Ασκήσεις

Α΄ Οµάδα

1. Υπολογίστε τα ακόλουθα ολοκληρώµατα:∫
2x

x2 + 2x+ 2
dx ,

∫
2x2 + x+ 1

(x+ 3)(x− 1)2
dx ,

∫
3x2 + 3x+ 1

x3 + 2x2 + 2x+ 1
dx.

2. Υπολογίστε τα ακόλουθα ολοκληρώµατα:∫
dx

x4 + 1
,

∫
dx√

x+ 3
√
x
,

∫
dx

x
√
x2 − 1

,

∫
dx√

1 + ex
.

3. Υπολογίστε τα ακόλουθα ολοκληρώµατα:∫
cos3 x dx ,

∫
cos2 x sin3 x dx ,

∫
tan2 x dx ,

∫
dx

cos4 x
,

∫ √
tanx dx .

4. Χρησιµοποιώντας ολοκλήρωση κατά µέρη, δείξτε ότι : για κάθε n ∈ N,∫
dx

(x2 + 1)n+1
=

1

2n

x

(x2 + 1)n
+

2n− 1

2n

∫
dx

(x2 + 1)n
.
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5. Υπολογίστε τα ακόλουθα ολοκληρώµατα:∫
x2

(x2 − 4)(x2 − 1)
dx ,

∫
1

(1 + x)(1 + x2)
dx ,

∫
x log x dx

∫
x cosx dx ,

∫
ex sinx dx ,

∫
x sin2 x dx∫

log(x+
√
x) dx ,

∫
1

x
√

1− x2
dx ,

∫
x+ 4

(x2 + 1)(x− 1)
dx∫

x

1 + sinx
dx ,

∫
cos3 x

sin2 x
dx ,

∫
dx

(x2 + 2x+ 2)2
.

6. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα∫
sin(log x) dx ,

∫
1

x
√
x

log(1− x) dx.

7. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα∫
x arctanx

(1 + x2)2
dx ,

∫
xex

(1 + x)2
dx.

8. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα∫
ex

1 + e2x
dx ,

∫
log(tanx)

cos2 x
dx.

9. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα ∫ π
4

0

x

cos2 x
dx ,

∫ π
4

−π4

tan3 x

cos3 x
dx∫ 5

0

x log
(√

1 + x2
)
dx ,

∫ π
4

0

x tan2 x dx.

10. Υπολογίστε τα ακόλουθα εµβαδά:

(α) Του χωρίου που ϐρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο και ϕράσσεται από τις γραφικές παραστάσεις
των συναρτήσεων f(x) =

√
x, g(x) = x− 2 και από τον x-άξονα.

(ϐ) Του χωρίου που ϕράσσεται από τις γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων f(x) = cosx και
g(x) = sinx στο διάστηµα [π4 ,

5π
4 ].

Β΄ Οµάδα

11. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα∫
1 + sinx

1− cosx
dx ,

∫
1

sinx
dx ,

∫
x

(1 + x2)2
dx ,

∫
1

x
√

1− x2
dx
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∫
1

(1 + x2)2
dx ,

∫
x arctanx dx ,

∫
x√

x2 + 1
dx ,

∫ √
x2 − 1 dx.

12. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫ π

0

x sinx

1 + cos2 x
dx.

13. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫ π
2

0

sinx

sinx+ cosx
dx.

14. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫ π
4

0

log(1 + tanx) dx.

15. ∆είξτε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα ∫ ∞
0

xpdx

δεν είναι πεπερασµένο για κανένα p ∈ R.

16. Υπολογίστε τα ακόλουθα γενικευµένα ολοκληρώµατα:∫ ∞
0

xe−x
2

dx ,

∫ 1

−1

dx√
1− x2

,

∫ 1

0

log x dx .

17. ∆είξτε ότι, για κάθε n ∈ N, ∫ ∞
0

e−xxndx = n!

18. Βρείτε τα όρια

lim
x→+∞

x3e−x
6

∫ x3

0

et
2

dt , lim
x→0+

1

x4

∫ x2

0

et sin t dt.
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