Aoknosig yla 1o pabnpa «Avdaivon I kat Epappoyég»

Kegpdlato 1: To 6UvoA0 TGV MPAYHATIRAOV aplOpov

A’ Opada
1. E&etdote av o1 mapakde mpotdaocelg ivat aAnbeig 1) weudeig (attiodoyriote MANPOG TV Aravinor| oag).

(a) 'Eotw A un kevo, ave @paypévo urtoouvodo tou R. Ta kabe x € A éxoune = < sup A.

(B) Eotw A un xevo, ave @paypévo urtoouvodo tou R. O x € R eival aveo gpaypa tou A av kat povo av
sup A < x.

(y) Avto A eivat pn kevo xkat Gve @paypévo urtoouvodo tou R tote sup A € A.

(8) Av A eivat éva un Kevo Kat ave @paypévo urtoouvodo tou Z téte sup A € A.

(e) Ava=supAxaie >0, tote undpyerx € Apea—e <z < a.
(o) Ava =sup A kate > 0, téte undpyerx € Apea—e <z < a.

(@ Avto A sivatl un kevo kat sup A — inf A = 1 t6te unapxouv z,y € A vote x —y = 1.

(M) Tw xdabe x,y € R pe x < y unapyxouv arepot 1o mAn0og r € Q mou wkavorowouv v = < 1 < ¥.

2. Aci€te 011 1a mapakdte woxvouv oto R:

(@) Avx < y+ € yia kabe € > 0, tote < y.
B)Avz < y+ € yuardbe € > 0, tote < y.

(V) Av |z —y| < e yia k@Be € > 0, Wote = = y.
B)Ava <z <bxrata<y<b toe|r—y| <b—a.

3. (@) Av |a — b| < €, tdte UnApYEL T Wote

€ €
—z| < = b—x| < <.
la — x| 5 kat |b — z| 5

(B) Ioxvet o avtiotpodo;
(y) Eoww 6tt a < b < a + €. Bpeite 6Aoug toug = € R mou kavoroovy ug |a — x| < § kat [b — x| < 5.

4. Na 8e1x0sl pe enayoyn 6t o apdodg n® — n eivar moAdariddoto ou 5 yia kabe n € N.

5. Efetdote yia moieg Tipég 10U QUOIKOU aplOpou 12 10XU0UV 01 TIAPAKAT AVICOTITEG:
@ 2" >n3, (i) 2" >n? ((i)2" >n, @) n! >2" @27 <n2
6. Eow a,b € R katn € N. Aeifte ou

n—1

a" —b" = (a—b)(a" " +a" bt ab" P ) = (a—b) Yo" RYE,
k=0

Av 0 < a < b, eitte o



7. Eow a € R. Acigte ou:

(@) Av a > 1, tote @™ > a yla kabe @uokod apOpo n > 2.

(B) Ava > 1 xkatm,n € N, 16te ™ < a” av kat poévo av m < n.
(V) Av 0 < a <1, t6te a" < a yua kAOe QuoKS apOpo n = 2.

B)AV0 <a <1ratm,n €N, tote ™ < a” av kat pévo av m > n.

8. (@) Av ay,...,a, > 0, &ei&te 6u
I+a) - Q4an)=214a1 4+ +ay.
PB)AVO < ay,...,a, <1, t6te

I—(a1 4+ 4an) <A —ay) - (1—ay)
<l—(a1+- - +an)+ (a1a2 + aras + - + an—_1an).

9. Asi€te 611 kdOe 1N Kevo KATw @paypévo urtoouvoro A tou R éxet péyioto katw @payua.

10. Eow A, B 6Uo pn kevd kat gpaypéva urocuvoda tou R. Av sup A = inf B, 6ei§te 6t yia xabe ¢ > 0
undpyouva € Axkarb € Booteb—a < €.

11. Eoww A pun xevo gpaypévo urtoouvodo tou R pe inf A = sup A. Tt oupnepaivete yia to A;

12. (a) Eow a,b € R pe a < b. Bpeite 10 supremum xat to infimum tou ouvddou (a,b) NQ ={z € Q:a <
x < b}. AmmoAoyrote TANPKS TV A@vInon oag.

(B) Ta xabe = € R opidoupe A, = {qg € Q: g < z}. Acilte 61

r=y<= A, =A4,.

13. Na Bpebouv, av unapxouv, ta max, min, sup Kat inf t@v mapakdatw cuvodav:
@A={z>0:0<2>-1<2},B={z€Q:2>0,0<2?-1<2},C={0,3,%,%.---}.
BD={zeR:x<0,224+2—-1<0}, E={l+(-1)":neN}L, F={z€Q:(z—1)(z+2) <0}
WG={+2:neNU{7—8n:neN}L

B’ Opada

14. (Avicotna Bernoulli) 'Eoww a € R xat éotw n € N. Aeigte ot:
(@Ava > —1, 0, (14+a)* 2 1+ na.

BAvO<a<1/n, e (1+a)" <1/(1—na).

AvO0 <a<l1,ote
1

1-— 1-— < .
na < ( a)” <1+ na

15. 'Eow a € R. Aeite 6u:

(@ Av —1 < a <0, ote (1 + a)” 1—|—na+"(” 1))

a® yua kaBe n € N.
(B)Ava >0, tote (1 +a)” 1+na+"(" ) a® yia kabe n € N.

16. AciSte ou yia kaBe n € N 10xU0uUv 01 aviootteg

1 n 1 n+1 1 n+1 1 n+2
1+ — 1+ — Kat 1+ — > 1+ .
n n+1 n n+1




17. (Avicounua Cauchy-Schwarz) Asi§te ow: av ay, ..., a, xai by, ..., b, eivat npaypauxoi apBpoi, tote

(Eom) <(E) (B2)

Aeigte emtiong v avicot)ta tou Minkowski: av a1, ..., a, xat by, ..., b, eivat npaypaukoi apibpoi, tote

n 1/2 n 1/2 " 1/2
(e ewr) = (5) ()
k=1 k=1

k=1

18. (Tautdinta tou Lagrange) Av ay,...,a, € Rxat by,...,b, € R, tote
- 2 - 2 - : IS 2
(35) () (0 =2 3ot
Xprnowornowvtag v tavtdtnta ou Lagrange Sei§te tnv avicotna Cauchy-Schwarz.
19. (Aviootnta apOpnTIKOU-YEOUETPIKOU pEoou) Av 21, ..., 2T, > 0, 1ot

mlxz--~mn<( -

Iootnta woxvet av kat poévo av 1 = Tog =« -+ = Tp.

Emiong, av 1,22, ...,Z, > 0, 101

20. Eow ayq,...,a, > 0. Asigte ou

11 1 9
(ar+az+-+ap) | —+—+-+— ] =n"
ap  a an

21. 'Eoww A, B un reva gpaypéva urtioouvora tou R pe A C B. Acite 6n

inf B<inf A <supA < supB.

22. 'Ecww A, B pn keva, gpaypéva unoouvoda tou R. Aei€te ot 1o A U B eival gpaypévo kat
sup(AU B) = max{sup A,sup B},  inf(AU B) = min{inf A, inf B}.

MropoUpe va roupe Kat avadoyo yia to sup(A N B) 1) w inf(A N B);

23. Eow A, B un keva vrioouvora tou R. Acsifte ou sup A < inf B av xat povo av yia kabe a € A xat yua
KGOe b € B woxvet a < b.

24. 'Eoww A, B pn kevd, ave @paypéva urtoouvoda tou R pe v e€ng 16idmnta: yua kabe a € A undpyer b € B
Wote
a <b.

Aseitte 6t sup A < sup B.



25. Bpeite 1o supremum kat to infimum t®v cuvoAwv

—1)ntt 1 1
A:{l—l—(—l)"—F(T)L:nEN} , B:{W—Fgm:n,mEN}.

26. Acite 61 10 oUvoAo

A:{(_l)nm:m,nzl,Z,...}

n-—+m
eivatl @paypévo kat Bpeite ta sup A xat inf A. Egetdote av to A £xe1 péyioto 1) eAdx10to otoixeio.

27. Eow A C (0,400). YrnoBétoupe ot inf A = 0 xat éu 10 A 8ev eivar Gve gpaypévo. Na Bpebouv, av
UIapxouv, ta max, min, sup kat inf tou cuvolou

B:{ I :xeA}.
z+1

I’ Opada

28. Asifte 61t o1 apOpoi V2 + V3 kat V2 + /3 + /5 eivat appnrot.
29. Asifte 611 av 0 QUOIKOG apBpdg N Bev eival TETPAYOVO KATIO0U QUOTKOU aplBpoy, T6Te 0 /1 eivatl appntog.

30. Eow A, B pn xeva, gpaypéva vrioouvoda tou R. Opioupe A+ B ={a+b:a € A,b € B}. Acitte 6u

sup(A + B) = sup A + sup B, inf(A+ B) = inf A 4 inf B.

31. 'Eote A un kevd, gpaypévo urioouvoro tou R. Av ¢ € R, opidoupe tA = {ta : a € A}. Aei&te ou
(@) av t > 0 tote sup(tA) = tsup A kat inf (tA) = tinf A.
(B) avt < 0 wote sup(tA) = tinf A xar inf(tA) = tsup A.

32. 'Eotw A, B un kevd uroouvoda tou R. Yriobétoupe ot:

(a) yia kdfe a € A xat yia ka0e b € B 1oxvet a < b, kat
(B) yia xafe € > 0 untapxouv a € A ka1t b € B dote b —a < €.

Asgigte ou sup A = inf B.

33. Eocww A, B pn kevd, aveo gpaypéva urtoouvoda tou R. Acsifte 6t sup A < sup B av kat pévo av yla kabe
a € A xaiyia kafe € > 0 untapxel b € B dote a — e < b.

34. Eow A, B pun kevd unioouvola tou R mou kavoroovv ta eg§ig:
(a) yia xabe a € A xat yia ka0e b € B 1oxvet a < b.
@) AUB =R.

Aeitte 6t unapxet v € R tétoog dote eite A = (—00,y) kat B = [y, 4+00) A = (—00,7] ka1 B = (7, +0).
kn 1

36. Eow x € R. Asigte 6u: yia kabe N > 2 unidpyxouv aképatot m xain, pe 0 < n < N, dote |nz — m| < %

35. 'Eoww = € R. Acigte ou: yia kabe n € N unidpyet aképaog k, € Z wote

37. (Avicotnua Chebyshev) Ava; > ag > --- 2 a, > 0xwatby 2 b = --- > b, >0, 10t

arb, + agbp—1+ -+ apb <a1+"'+an.b1+"’+bn

~
n n n
a1b1 —+ . —|—anbn
< - :



