Aoknosig yla 1o pabnpa «Avdaivon I kat Epappoyég»

Kegpalaio 4: Suvéyela Kat 6pla CUVAPTHOEDV

A Opada
1. Eetdote av ot mapakdte mpotdoelg eivat aAnbeig 1) weudeig (attiodoyrote MAHP®OG TV ATIAvVINor] odg).

(@) Avrn f: R — R eivai ouvexrg oto zg kat f () = 1, téte undpxet § > 0 dote: yia kdbe x € (xg—3J, zo+0)
toxvet f(z) > 1.

B) Hf:N—Rue f(z) = % elvat cuvexrg.

(y) Houvépmon f : R — R nou opitetat and ug: f(z) =0 avz € Nxat f(z) =1 ava ¢ N, eivar ouvextig
010 To av Kat povo av xg ¢ N.

1

EIEEE %, ... KA1 ouvexHg o€ 0Aa ta dAAa onpeia.

(6) Yrapxet f : R — R mou eivat acuvexng ota onpeia 0,1 ,
(e) Yrapxetl f : R — R mnou eivat aocuveyrg ota onueia 1, %, ce %, ... Kal ouvexng oe 6Aa ta dAAa onpeia.
(09 Ymapyxer ouvaptmon f : R — R mou eivat ouveyng oto 0 kat acuvexng oe 6Aa ta dAAa onueia.

(@ Avn f: R — R eivat ouvexng oe kaBe Gppnro z, tote €ival ouvexng o KABe x.

(m) Av 1 f etvar ouvexnig oto (a,b) xat f(g) = 0 yia xabe pnio g € (a,b), ote f(x) = 0 yia xkdbe x € (a,b).
®) Av f (%) = (—1)" yua xabe n € N, téte 1 f eivar acuvexrig oto onpueio 0.

(U Avn f: R — R eivat ouvexng xat f(0) = — f(1) téte undpxet o € [0,1] wote f(xg) = 0.
() Avn f: (a,b) — R eivat ouvexng, tote 1 f maipvel péylom xat eddyiow upr oo (a, b).

(1B) Av 1 f eival ouvexng oto [a, b] t61e 1 f eival ppaypévn oto [a, b].

. o , . s 1 _
(ty) Av ilg}) g(x) =0 tote ;11)% g(z)sin > = 0.

2. Ecwo n € N.
(a) Aeigte 011 n ouvaptnon
n—1

| - b

eivat nepodikn) pe nepiodo 1/n. Anhady, f(x + %) = f(z) yua x40 z € R.

f(@) =[] + [:chTll] +ot [:c+ -

(B) Yrodoyiote tyv tpn) f(z) dtav 0 < = < 1/n.

(y) Aei&te v tautotta

ya kdPe z € R kat kabe n € N.

3. Eow f : X — R ouvapmon. YrnoB¢toupe éu unapxert M > 0 oote |f(x) — f(y)| < M |z —y
z € X rary € X. Acifte oun f eivar ouvexng.

, Yia kabe

4. Eow [ : R — R ouvédpmon pe | f(x)| < |z| yia kdbe © € R.

(@) Asi&te 61 1 f eivar ouvexng oto 0.



(B) Aoote mapadetypa piag tétolag f mou va eivat acuvexng oe kabe = # 0.

5. Eow [ : R — R ouvexng ouvdptnon kat éotw a; € R. Opidoupe apy1 = f(ay) yian = 1,2,.... Av
ap, — a € Rtote f(a) = a.
6. Eow f,g: R — R ouvexeig ouvaptriosig. Asifte ou:

(@) Av f(z) =0y xdbe z € Q, e f(y) = 0 yia xabe y € R.

(B) Av f(z) = g(z) yia xdbe x € Q, tdte f(y) = g(y) yia xabe y € R.

(V) Av f(z) < g(z) yia kabe = € Q, ote f(y) < g(y) yia xabe y € R.

7. Eow a, 5,7 > 0 kat A < p < v. Aeigte on n e§lowon

R
T—N T—u T—U

£xe1 touddayiotov pia pida oe kabéva anod ta dwaotpata (A, p) kat (p, v).

8. Xpnoporowviag Tov 0plopo tou opiou, Seilte o1t

VIF7— VI
Jim Y21 Lol ka lim VE(VaFa-va) =3, acR,

z—0 T T— 400

9. Eetdote av undpxouv ta mapakdte opla Kat, av vat, UToAoyiote td.

@ lm = ® Mm@ lim (2 [2]).

T av T pntog

10. Eow f: R — R pe f(z) = —x av x appntog

. Aeigte ou lir% f(z) = 0 xat 6u av zg # 0 t61€ Sev
z—

uriapxet o lim f(x).
T—To

11. E&etdote av eivat ouvexeig ot akoAoubeg ouvaptroelg:

@ f:R%Rqu(x)={ o g:j;ig

zFsind avae #0
x

B) fkl[—l,O}%R}lek(:E):{ 0 av =0 (k=0,1,2,..)

lsind avz#£0
(Y)fR%R}le(l’):{ 1 OI ClVIiO

12. 'Eow f,g: R — R 8vo ouvaptijoeig. Yrobétoupe 6t unidpyouv ta lim f(z), lim g(z).
Tr—rTo Tr—rTo

(@) Asitie ot av f(x) < g(x) yia kabe x € R, tote lim f(z) < lim g(z).
Tr—rTo

T—rT0o

(B) Awote éva apadetypa o6mou f(z) < g(z) yia kdbe z € R evey lim f(z) = lim g(x).

Tr—x0 Tr—x0



13. Eow X C R, f,g : X — R 6uUo ouvaptiioeig xkat ¢oto o € R éva onpeio cuoowpeuong tou X.
YroBtoupe du Urapxet § > 0 oote 1 f va etvat gpaypévn oto (29 — 0, 29 +6) N X kar6u lim g(x) = 0. Aeigre
r—rTo

on mhﬁnq}o f(z)g(x) = 0.
14. Eow f : [a,b] — [a,b] ouvexig ouvaptnon. Na deixel 611 unapxet « € [a,b] pe f(x) = x.

15. 'Eotw f : (0,1) — R ouvexng ouvdptnon pe v e&ng 166mta: f(z) = 2?2 yia xde pnto = € (0,1). Na
Bpebei 10 f (g) Atti0Aoy1ote TANP®G TV ATIAVIN O] 0ag.

16. Eow [ : [0,2] — R ouvexng ouvépton pe f(0) = f(2). Aei&te on undpyet « € [0, 1] pe f(x + 1) = f(x).

17. Yrobétoupe 6t 1 f etvat ouvexng oto [0, 1] xat f(0) = f(1). 'Eoww n € N. Aeifte 6n unapyet x € [O, 1-— %]
wote f(z) = f(z+1).

18. Eow [ : [a,b] = R ouvexrjg ouvdptnon xat 21, 2 € [a, b]. Asite éu yia xabe ¢ € [0, 1] unapxet v € [a, b]
Wote

fy) =tf(z1) + (1= 1) f(z2).
19. Eow f : [a,b] — R ouvexrg ouvapwmon, xat x1, Ta, ..., Ty, € [a,b]. Asitte 6 undpxer y € [a, b] dote

) = fa1) + fl@a) + -+ flza)

n

B’ Opada
T avz € Q

20. Asifte 6u n ouvdpnon f : R — Rpe  f(x) = { 3

. avz ¢ Q eivat ouvexnig povo ota onpeia
—1,0,1.

21. Eow f : [a,b] — R ouvexng ouvapmon pe my e€ng 61dtta: yia xabe x € [a, b] woxvet |f(z)| = 1. Aeigte
ot 1 f eivat otaBepn.

22. Eow f,g : [a,b] — R ouvexeig ouvaptroeig mou wkavoroovv my f2(z) = ¢2(r) yua kabe x € [a,b)].
YroB<toupe emiong ou f(x) # 0 yia xdbe = € [a,b]. Aeite dSu g = f 1y g = —f oo [a,b)].

23. 'Eow f : [0,1] — R ouvexrig ouvdpton pe my dwomta f(z) € Q yia xabe x € [0,1]. Aei€te 6t n f etvarn
otaBepr] ouvaptnor).

24. Eow f : [a,b] — R ouvexyg ouvapmon pe f(z) > 0 yia xdbe x € [a,b]. Asi€re 6u unapyet £ > 0 wote
f(z) > € yia xdbe x € [a,b].

oy Vel To oUPMEPAcHA av avikataotjooupe to diaotnpa [a, b] pe 1o ddotmpa (a, bl;

25. 'Eow f,g : [a,b] — R ouvexeig ouvaptijoeig rou wavorowouy my f(z) > g(z) yia k4be = € [a,b]. Asigte
ot unapxet p > 0 wote f(z) > g(z) + p yia kabe z € [a, b].

26. Eotwo [ : [a,b] — R ouvexng oe kdBs onpeio tou [a, b]. Yrobitoune 6T yia kdbe x € [a, b] undpxet y € [a, b
oote | f(y)| < | f(z)]. AetEre ot unapxet zg € [a, b] Gote f(xzg) = 0.

27. Eow f,g : [a,b] — R ouvexeig ouvapmjoeig pe f(z) < g(x) yia xabe x € [a,b]. Aei€e 6u max(f) <
max(g).



28. 'Eow f,g : [a,b] — [c, d] ouvexeig ka1 emi ouvaptroeig. Asi€te 611 unapyet € € [a, b] oote f(€) = g(&).

29. Aeigte 6utav a,b > 0 tote

Tt yivetat 6tav z — 07

30. Eoww f:R—>Rpe f(z)=1lavz € {% 'n € N} xrat 0 aAMiog. Egetaote av undpyet 1o lirr%) ().
T—

31. Eow f : R — R meprodikn ouvdptnon pe riepiodo 7' > 0. YroBetoupe dtt urapxet 1o hr—s{l flz)y=0beR.
xr—r+00

Aei€te ou ) f eivar otaBepr).

32. 'Eow P(z) = apnz™ + -+ -+ a1@ + ap MOAUGVUPO pe Ty 1810tTa apay, < 0. Asi€te 6u 1 e§iowon P(z) =0
€xel deukn mpaypatky pida.

33. Eow [ : R — R cuvexng kat pBivouoa cuvdaptnorn. AcsiSte 6t n f €xel povadiko otabepo onpeio: unapyet
akp1Bmg €vag mpaypatikog aplopog o yia tov ornoio

f(xo) = zo.

34. Eow [ : R — R ouvexrig ouvdpwon pe f(z) > 0 yia xabe z € R xat

lim f(z)= lm f(z)=0.

xr—r—00 r—r+00

Aei€te ou 1 f maipvet péylom upn: undpxet y € R oote f(y) > f(x) yia xabe z € R.

35. (@) Eow g : [0,+00) — R ouvexng ouvapmorn. Av g(z) # 0 yia kabe = > 0 8eigte ou n g danpet

npdonpo: 1 g(x) > 0 yia kdbe x > 0 4 g(x) < 0 yia kdbe = > 0.

(B) Eow f : [0,4+00) — [0, +00) ouvexrg ouvaptnon. Av f(z) # x yia kdbe x > 0, dei€te 6ut lilil f(x) = +o0.
r—r+00

36. YnoB¢toupe o1t n f : [a, +00) — R eivat ouvexrig kat 6t

lim f(z) = +o0.

Tr—r+00

Aei€te ou ) f maipver eddyiow) tpr, 6niady on unapyet zo € [a, +00) pe f(x) = f(xo) yia xabe x € [a, +00).

37. Eow f: R — R ouvexig ouvapton. Av lim f(z) = e kar lim f(z) = a, 19t n f maipvet péyo 1
T——00 xT—+00
eAayotn tpn).

38. Eow f: R — R ouvexrig ouvapmon pe  lim  f(z) = —oco xar lim f(z) = 4o00. Asifte 6u f(R) =R.
Tr—r— 00

r—r+o0
39. Eow [ : (o, 8) = R ouvdptnon yvnoiong avgouca kat ouvexng. Asigte éu

Fl(,8) = (lim, f(@), lim f(z),

40. Eow a € [0, 71]. OpiCoupe akodoubia pe a1 = a Kat a,41 = sin(ay,). Aei€e 61 a,, — 0.

41. Eow f : [0,1] — R ouvexng ouvdptnon. Ymobétoupe 61 undpxouv z, € [0,1] dote f(z,) — 0. Tote,
undpxet g € [0, 1] oote f(xo) = 0.



42. 'Eoww f,g: I — R opoidpopga cuvexeig ouvaptrosig. Asifte 6t
(@) n f + g eivar opoopoppa ouvexng oto I.

(B) n f - g Bev eival avaykaotkd opotdpoppa cuvexng oto I, av opwg ot f, g urioteBouv Kat @paypéveg tote 1
f - g elvat opodpopgpa ouvexrg oto 1.

43. Eow f : R — R ouvexng ouvapmon pe my e&hg 1douta: yua kabe € > 0 uniapyxer M = M(e) > 0 oote

av |z| = M e |f(x)| < e. Asie éu 1 f eival opoidpopga cuvexrg.

44. Eow a € Rxat f : [a,+00) — R ouvexig ouvaptnon pe v e€ng 18dtta: undpxet 1o liIJIrl f(x) xan
Tr—r+00

sival mpaypaukog apidpog. AsiSte o n f eival opoidpoppa ouvexng.

45. Eow f : R — R opodpoppa ouvexng ouvaptnon. Aeitte 6t uniapyouv A, B > 0 oote |f(z)| < Alz| + B
yia kabe x € R.

46. Eow n € N, n > 1. Xpnowionowoviag v rponyounevn Aoknor) deifte 6t n ouvdpon f(z) = 2™, 2 € R
6ev eivatl opolopoppa ouveXS.

47. (a) Eow f : [0,400) — R ouvexrig ouvaptnon. YroBétoupe ou unapxet a > 0 wote n f va eivat
opo1d0pPa oUVEXHG OT0 [a, +00). Aeifte 6t 1) f eivat opoldpoppa ouvexng oto [0, +00).

(B) Aeitte 6u n f(x) = /x eival opodpopea ouvexng oto [0, +00).

48. Egstdote av o1 MapakdAt® CUVAPTAOELS £ival Opoldpopda Cuvexeig.

(@ f:R—=>Rupe f(z) =3z +1.

B f:[2,400) = Rpe f(z) = L.

W f:(0,7] = Rpe f(z) = Lsin’z.

©) f:(0,00) = Rpe f(z) = %

() f:(0,00) = R pe f(x) =wsinl.

(@0 f:(0,00) = R pe f(z) = 52L.

© f:(1,00) = Rpe f(z) = <D

) f:R—=>Rupe f(z) = 5.

©) f:R—=Rpe f(z) = -

W f:[-2,0] = Rpe f(z) = 557

(@ f:R—=>Rpe f(z) =zsinz.

(8) f:[0,+00) = R pe f(z) = <=2,
I’ Opada

49. Asite outav f : R — R eivat ja ovveyrig ouvapmon pe f(1) = «, n oroia wavorotet v f(z + y) =
f(z)+ f(y) yia xabe z,y € R, tote:

(@ f(n)=nayaxdben € N.

B) f(%) = 2 yiaxdbe m = 1,2,.

() f(z) = az yia xdbe z € R.



50. Meletote ©g TIPOG ) ouvéxeta ) ouvaptnon f : [0,1] — R pe

avz¢é¢Qn x=0

avz = %, p,q € N, MKA (p,q) = 1.

o) = {

Q= O

51. Eow f : R — R. YnoBétoupe éu 1 f eivat ouvexnig oto 0 kat ou f(z/2) = f(z) yia xkabe & € R. Asigte 6u
n f eival otaBepr).

52. Eow f : R — R ouvexrig ouvapmon pe f(g) = 0 yia xdbe m € Z xar n € N. Aeite 6u f(z) = 0 yua
KaBe z € R.

53. Eow [ : R — R ouvexrig ouvaptnon pe v &omra f(x) = f(x + %) yvia kaPe z € R kat kdbe n € N.
Aei€te ou 1) f eivar otaBepr).

54. Eow f : [a,b] — R ouvexfig ouvdptmon. Opidoupe A = {x € [a,b] : f(x) = 0}. Av A # (), beigte 61
sup A € Axatrinf A € A.

55. 'Eow f : R — R ouvexrg nepiodikr) ouvdptnon pe niepiodo T > 0: &nAady, f(z + T) = f(x) yia xabe
r € R. Asifte 6t unapyet ¢ € R dote f(z) = f(z +V/2).

56. Eow f : [0,400) — R cuvexng ouvaptnon. Yrobétoupe ot untapxouv a < b kat akodoubBieg (), (Yn)
oto [0,+00) pe x, = +00, Y, — +0o xkat f(z,) = a, f(yn) — b. Aei€e 6u: ya xdbe ¢ € (a,b) unapxet
axkodoubia (z,) oto [0, +00) pe z, — +0o kat f(z,) — c.

57. Eow f : (a,b) — R xatzy € (a,b). Asifte 6u n f eivar cuvexig oto z¢ av kat povo av yia kabe povorovn
axoloubia (x,) onueiwv tou (a,b) pe x,, — xg w0xvel f(x,) = f(20).

58. (@) Eow f : (a,4+00) = R. Av lim f (a+t,) = L yia xd0e yvnoieg @divouoa akodoubia (t,) pe t, — 0,
n—oo
e lim f(z) = L.

z—a™t

(B) Zwotd 1 Adbog; Eow f : (a,+00) — R. Av lim f (a + %) = Lt lim f(z)=L.
n—oo

r—at

59. Eow f : [a,b] = R yvnolog avfouca cuvdptnorn. Ynobétoupe 6t f eival ouvexrg oe kanowo g € (a, b).
Aei€te out o f(xg) eival onpeio cuosowpeuong tou f([a, b]).

60. Eoww f : R — R ouvexng ouvapmon pe my &ota |f(z) — f(y)] = |z — y| yia xdbe z,y € R. Aci€re 6u
n f elvat ermi.

61. Eow f,g:[0,1] — [0, 1] ouvexeig ouvaptijoeig. Yrobétoupe ot n f eival avgouoa kat go f = fog. Aei€te
ot ot f xat g £xouv Koo otabepd onpueio: undpxer y € [0, 1] wote f(y) = y ka1 g(y) = y. [Ymobeiln: Eépoune
ot undpyet 21 € [0,1] pe g(z1) = x1. Av oxvet kat n f(21) = 1, £Xoupe tedeiwoet. Av Ox1, dewpriote v
akoAoubia x,11 = f(x,), 8eite on eival povétovn xkat 6t 6Aot o1 dpot g eivatl otabepd onpueia g g. To 6p1d
g Sa eivatl kowo otabepd onpeio v f kat g (yiatis).]

62. Eow f : [a,b] = R pe mv &g 1816tta: yua xabe xy € [a,b] vndpxet o lim f(z). Tote, n f stvar
Tr—T0o
ppaypevn.



