AoxAoeic 1: To cOVOAO TWV TEAYUATIXODV oplOUdV

Epwthoeic xatavénong

E&etdote av oL mapoxdte tpotdoeis eivon odndelc A deudelc (cwtiohoyfiote mAhipme Ty andvinocy cog).
(i) Eotw A un xevo, dvo gpayuévo utocivoro tou R. Tia xdlde € A éyovpe z < sup A.

(ii) Eotww A pn xevo, dve gpayuévo vnoctvoro tou R. O z € R eivon dvew @pdrypo tou A av xou pévo

avsup A < z.
Av 10 A elvon un xevd xou dve payuévo untochvoho tou R téte sup A € A.

Av A elvon éva un xevéd xon dve @payuévo utocvolo tou Z tote sup A € A.

Ava=supAxue >0, téte undpyet x € Ayea—e <z <a.

)
)
(v) Ava=supA xae >0, t6te undpyet z € Aye a —e < z < a.
)
) Av to A eivon pn xevé xou sup A — inf A = 1 t6te vndpyouy z,y € A dote z —y = 1.
)

IlNa x&de 2,y € R pe z < y undpyouv dreipol to Thdog r € Q mou wavomotoly Ty & < 7 < Y.

Enaywy?

1. Na deiydel e enayoyr 6t o apudude n® — n eivar Tolamhdoio tou 5 yia xéde n € N.

2. Eetdote yio TOLES TWES TOU QUOLXOU aptdpol N Loy UOUY Ol THpUXATe AVIoOTNTES:
(i) 2" >n® (i) 2" >n?, (i) 2" >n, (iv)n!>2", (v)2"7!<nl

3. 'Eotw a,b € R xou n € N. Anodeilte 611
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5. BEotw m > 1 guowde apdudc. Anodellte pe emaywyh 6tu yia xdde n > 1 woylel n tavwtédTNTa
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6. 'Eotw a € R xou éotw n € N. Anodei&te oTu:

(2) Ava>—1,16t€ (14+a)" 21+ na.



B)AvO<a<l/n,t6te (1+a)" <1/(1—na).

(Y) Av0 <a <1, téte
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7. 'Ectw a € R. Anodel&te oTu:
() Av -1 <a <0, t6te (1+a)" 1+na+n(" D42 vio xdde n € N.

"<" D a2 yia xdde n € N.

(B) Ava>0,t6tc (14+a)">1+na+
8. (a) Av ai,...,an > 0, anodeilte 6T

(I+a)--(14an) 2 1+a1+-+an
(B) AvO0<ai,...,an <1, téte

1—(a1+--+an) 1-a1)---(1—an)

<
< l1—(ar+ - +an)+ (@102 +aras + - + an—1an).

9. Anodel€te 6Tl v xde n € N woybouv ol avicdtnTeg
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10. (o) Anodel&te tnv avicdtnta Cauchy-Schwarz: av ai, ..., an xou by, ..., b, elvon nporypatixol aprduof,
To1E
n 2 n n
(Somn) < () (304).
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(B) Arnodeigte tnv avicétnTa Tou Minkowski: av a1, ..., an xou by, ..., b, elvon mparypatixol aprduol, tote
n 1/2 n 1/2 n 1/2
<z<ak N bk>2> < <z ) + (z bi) |

k=1 k=1 k=1

11. (Tavtétnta Tou Lagrange) Av ai,...,an € R xou by,...,b, € R, té1e
(3et) (32) - (o) =3 3 ot -
k=1 k=1 k=1 k,j=1

Xenotwonotwdvtag Ty tawtétnTa Tov Lagrange amodetgte v avicétnta Cauchy-Schwarz.

12. 'Ectw a1, ...,a, > 0. Anode{lte 6L
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13. (Avicétnta aprdunuxol-yewuetpxod yéoov) Av x1,..., o, > 0, 61
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Erlong, av 1,22, ...,z > 0, té1€
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14. Xpenowonoldvtog TNy avieotnta aetduntixol-yewuetewod uéoou anodellte ot yio xdde = > 0 xau
vy xde n € N,
w_ltz+a®+a2%+. 42
r < .
2n+1

15. Eoctww n € N xou ai,...,a, detuxol npoypotixol aprdpol tétololr OGTE a1 - G2+ Gn-1 - an = 1.
Anodeiére 6T
I+a)(l+a2) - (14an) >2"

16. Anodeilte 6t v xdde n € N,

Supremum xou Infimum

17. Anodeite 6T o mopaxdtew wyvovy oo R:

(o) Av z <y +e yiaxdde e > 0, 61 z < y.

B) Av x < y+e vy xdde e > 0, t61€ = < y.

(Y) Av |z —y| < & v xéde € > 0, t6t€ = = y.
B)Ava<z<bxuwa<y<b, w6t |z—yl<b-—a.

18. Anodellte 6T xde un xevéd xdtw gpayuévo unoctvolo A tou R €yel péyloto xdtw Ppdyuo.

19. Ectw A un xevé unoocbvoro touv R xou éotw ap € A ye v Widtnta: yia xdde a € A, a < ao.
Anodeilte 6T ap = sup A. Me o Aoyia, av to A €xel uéyloto otoyelo, toTe awtd elvon To supremum
Tou A.

20. Eotw A, B 800 un xevd xou @paypéve utooivoha tou R. Av sup A = inf B, anodei&te bt yio xdde
e > 0 undpyouvv a € Axou b€ B wote b—a <e.

21. (o) 'Eotw a,b € R pe a < b. Bpeite to supremum xou to infimum tou cuvérou (a,b)NQ ={z € Q:
a <z < b}. AlohoYHoTE TAAPWS TNV ATAVINCY COC.

(B) T x&de = € R opiloupe Az = {g € Q: g < x}. Anodeillte 6T
r=y <= A, = Ay.
22. 'Eotww A, B pn xevé gpaypéva unocOvoha tou R pe A C B. Anodellte 6Tt

inf B<inf A <supA <supB.

23. 'Eoww A, B un xevd, gppoaypéva unochvora tou R. Anodellte 6Tt 10 AU B elvan Qpayévo ol
sup(A U B) = max{sup A4, sup B}, inf(AU B) = min{inf A4, inf B}.

Mrnopolpe va toOue xdtt avdhoyo yia to sup(A N B) A 7o inf(A N B);



24. 'Eotww A, B un xevé unooivolra tou R. Anodellte 6t sup A < inf B av xou wévo av yio xdde a € A
xou yioe xdde b € B oyver a < b.

25. '‘Eotw A, B un xevd, dve geaypévo utocivora tou R ye v e€hc bidtnra: yia xdle a € A undpyet
b€ B vote

a<b
Arnodeilte 6t sup A < sup B.
26. No Bpedolv, av undpyouy, T max, min, sup xou inf twv TopaxdTw cUVOALV:
() A={z>0:0<2°-1<2},B={z€Q:2>0,0<2°-1<2},C={0,1,3,1 .}
B)D={zeR:2<0,2°+2-1<0}, E={+(-1)":neN}), F={z€Q: (z—1)(z+2) <0}
(v)G={5+2:neNU{7—8n:neN}L

27. Beelte to supremum xou to infimum twv cuvorwv

_1\n+1
A:{l—l—(—l)”—i—%:neN} , B:{zin—l-?)im:mmeN}.

A:{m: m,n:1,2,...}
n+m

elvon ppayuévo xau Beelte ta sup A xou inf A. E€etdote av 1o A €xel yéyioto 1 eNdyioto otoiyelo.

28. Anodeilte 6t t0 chvolo

'ANAec aoxAoElg

29. AnodeiZte 6Tt oL aprdyuol V2 4+ V3 xou V2 4+ V34 V5 ebvan dppnTot.

30. Anodeite dtt av 0 Quoxds aprdude n dev elvar TeTpdywvo xdmotou Puoxol aplduol, Téte 0 /1 elvon
dppnToc.

31. 'Ectw A, B un xevd urnocivora tou R. Trodétouye ot

(o) yio x&de a € A xou yio x&de b € B oyler a < b, xou
(B) vyt xé&de € > 0 undpyovv a € Axaw b€ B dote b—a < e.

Anodei&te 6Tt sup A = inf B.

32. Eoctw A, B un xevd, dve @payuéve utoobvola tou R. Anodelgte 6Tt sup A < sup B ov xou udvo ov
yia xdde a € A xou vy xde € > 0 undpyel b € B dote a —e < b.

33. Ectww A, B un xevd unocivola tou R nou ixavonootv ta e€hc:

(o) yiot x&de a € A xou yio x&de b € B woylel a < b.

(B) AuUB=R.
Anodellte 6t undpyer v € R tétolog dote elte A = (—00,7) xu B = [y,+00) # A = (—00,7] xou
B = (v, +00).

34. Eotww A C (0,400). TrnoYétovue 6T inf A = 0 xou b1t t0 A dev elvon dve gpaypévo. Na Beedoldy,
av untdpyouy, T max, min, sup xou inf Tou cuvélou

B:{L:xeA}.
x+1



