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ΜΜΦ Ι - Φύλλο 2

1. Να δειχθεί ότι η σειρά
∞∑
n=1

(n+ i)2e−(1+2i)nz

συγκλίνει ομοιόμορφα στο σύνολο Eβ = {x+ iy : x− 2y ≥ β} για κάθε β > 0.

2. Να δειχθεί ότι αν οι συναρτήσεις f(z) και f(z) είναι και οι δύο ολόμορφες στο C
τότε η f είναι σταθερή.

3. Να βρεθεί η ακτίνα σύγκλισης των δυναμοσειρών

∞∑
n=0

zn

n!
,

∞∑
n=0
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4. Να βρεθεί για ποιες τιμές του α ∈ R είναι συνεχής στο 0 η συνάρτηση

f(x+ iy) =

{ x|y|α
x+iy

, x+ iy 6= 0,

0, x+ iy = 0.

5. Να εξεταστεί ως προς τη διαφορισιμότητα η συνάρτήση f(z) = (z − 1)(Re(z))2.

6. Να δειχθεί ότι για τη συνάρτηση f(x + iy) =
√
|xy| ικανοποιούνται οι συνθήκες

Cauchy-Riemann στο z = 0. Είναι η f διαφορίσιμη στο σημείο αυτό;

7. Να δειχθεί ότι η u(x, y) = ey cosx+ xy είναι αρμονική συνάρτηση και να βρεθεί η
συζυγής αρμονική v(x, y).

8. (α) Να δειχθεί ότι οι συνθήκες Cauchy-Riemann σε πολικές συντεταγμένες γράφο-
νται {

ur = 1
r
vθ

vr = −1
r
uθ.

(β) ΄Εστω u : R2 \ {(0, 0)} → R ακτινικά συμμετρική συνάρτηση, δηλαδή

u(x, y) = f(r) , r =
√
x2 + y2.

Να δειχθεί ότι αν η f είναι δύο φορές παραγωγίσιμη τότε

(∆u)(x, y) = f ′′(r) +
1

r
f ′(r) .

(γ) Να δειχθεί ότι η συνάρτηση u(x, y) = log
√
x2 + y2 είναι αρμονική. Τι μπο-

ρείτε να πείτε σχετικά με τη συζυγή αρμονική;


