
Κεφ�αλαιο 5

Συµµετρ�ιε̋ - Θε£ωρηµα τη̋ Noether

“κ�ατι ε�ιναι συµµετρικ�ο αν
δρ£ωντα̋ π�ανω του µε κ�αποιο τρ�οπο
αυτ�ο παραµ�ενει �οπω̋ �ηταν αρχικ�α”

Hermann Weyl

“‘αρµον�ιη ’αφαν�η̋ φανερη̃̋ κρε�ιττων”
Ηρ�ακλειτο̋

5.1 Εισαγωγικ�ε̋ παρατηρ�ησει̋

�Ενα απ�ο τα βασικ�α πλεονεκτ�ηµατα τη̋ λαγκρανζιαν�η̋ θε£ωρηση̋ ε�ι- Kυκλικ�ε̋ µετα1λητ�ε̋

ναι �οτι αποκαλ�υπτει µε �αµεσο τρ�οπο ποσ�οτητε̋ που διατηρο�υνται κατ�α
την κ�ινηση εν�ο̋ φυσικο�υ συστ�ηµατο̋. Χαρακτηριστικ�ο παρ�αδειγµα απο-
τελε�ι η περ�ιπτωση µ�ια̋ γενικευµ�ενη̋ συντεταγµ�ενη̋, �εστω τη̋ qk, η οπο�ια
δεν εµφαν�ιζεται στη Λαγκρανζιαν�η. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση επειδ�η

∂L

∂qk
= 0

απ�ο τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler-Lagrange προκ�υπτει �οτι

d

dt

(
∂L

∂q̇k

)
= 0,

και η γενικευµ�ενη ορµ�η

pk =
∂L

∂q̇k
,

η συζυγ�η̋ τη̋ συντεταγµ�ενη̋ qk, διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση. Οι συντε-
ταγµ�ενε̋ που δεν εµφαν�ιζονται στη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση ονοµ�αζο-
νται κυκλικ�ε̋. Με β�αση την παραπ�ανω αν�αλυση συµπερα�ινουµε �οτι η γε-
νικευµ�ενη ορµ�η που ε�ιναι συζυγ�η̋ µια̋ κυκλικ�η̋ µετα1λητ�η̋ ε�ιναι διατη-
ρο�υµενη ποσ�οτητα.
Ω̋παρ�αδειγµα, α̋ θεωρ�ησουµε �ενα σωµατ�ιδιο που κινε�ιται σε�ενα επ�ι-

πεδο υπ�ο την επ�ιδραση εν�ο̋ κεντρικο�υ πεδ�ιου που περιγρ�αφεται απ�ο το
δυναµικ�ο V (r), �οπου r η απ�οσταση του σωµατιδ�ιου απ�ο το κ�εντρο των
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συντεταγµ�ενων. Η λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση του σωµατιδ�ιου σε πολικ�ε̋Λαγκρανζιαν�η

ανεξ�αρτητη τη̋ θ

σωµατιδ�ιου

κινο�υµενου σε

επ�ιπεδο

συντεταγµ�ενε̋ (r, θ) ε�ιναι

L =
m

2
(ṙ2 + r2θ̇2) − V (r). (5.1)

Ε�ιναι εµφαν�ε̋ �οτι η παραπ�ανω λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση δεν �εχει καµ�ια
εξ�αρτηση απ�ο τη γων�ια θ και συνεπ£ω̋ η συζυγ�η̋ ω̋ προ̋ τη γων�ια θ ορµ�η

pθ = mr2θ̇ ,

διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση. Η διατηρο�υµενη αυτ�η ορµ�η δεν ε�ιναι �αλλη
απ�ο τη στροφορµ�η του σωµατιδ�ιου ω̋ προ̋ το κ�εντρο τη̋ δ�υναµη̋ εκπε-
φρασµ�ενη σε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. Η στροφορµ�η, απ� �ο,τι γνωρ�ιζουµε,
διατηρε�ιται σε κεντρικ�α πεδ�ια.

�Ασκηση 5.1. Εξετ�αστε αν διατηρε�ιται η στροφορµ�η ω̋ προ̋ κ�αποιο �αλλο σηµε�ιοΑΣΚΗΣΕΙΣ
αναφορ�α̋.

�Ασκηση 5.2. Επαναλ�α1ετε την παραπ�ανω αν�αλυση για την κ�ινηση εν�ο̋ σωµατι-
δ�ιου σε τρει̋ διαστ�ασει̋. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η σε σφαιρικοπολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋.
Ποια ε�ιναι τ£ωρα η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα;

Η διαπ�ιστωση �οτι σε κ�αθε κυκλικ�η µετα1λητ�η αντιστοιχε�ι και µ�ια δια-Εισαγωγ�η στην �εννοια

του µετασχηµατισµο�υ τηρο�υµενη ορµ�η µπορε�ι να διατυπωθε�ι και µε κ�αποιον �αλλο τρ�οπο που
θα αποδειχθε�ι ιδια�ιτερα χρ�ησιµο̋, �οταν προσπαθ�ησουµε να γενικε�υσουµε
την αναζ�ητηση διατηρο�υµενων ποσοτ�ητων. Το γεγον�ο̋ �οτι η Λαγκρανζι-
αν�η του σωµατιδ�ιου (5.1) δεν εξαρτ�αται απ�ο τη γων�ια θ σηµα�ινει �οτι, αν
µετασχηµατ�ισουµε τι̋ γων�ιε̋ απ�ο θ σε Θ(ǫ) = θ + ǫ, �οπου ǫ ε�ιναι µ�ια συ-
νεχ�η̋ παρ�αµετρο̋, αφ�ηνοντα̋ �οµω̋ τι̋ αποστ�ασει̋ �ιδιε̋, r → R = r, η
Λαγκρανζιαν�η παραµ�ενει αναλλο�ιωτη, ανεξαρτ�ητω̋ τη̋ τιµ�η̋ τη̋ παρα-
µ�ετρου ǫ. Ο µετασχηµατισµ�ο̋ αυτ�ο̋ των συντεταγµ�ενων ε�ιναι στην ουσ�ια
στροφ�η του σωµατιδ�ιου κατ�α γων�ια ǫ. Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι η Λαγκρανζι-
αν�η, υπολογισµ�ενη στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋

Lǫ = L(R, Ṙ, Θ, Θ̇) = L(r, ṙ, θ + ǫ, θ̇) ,

ε�ιναι �ιση µε την αρχικ�η Λαγκρανζιαν�η (Lǫ = L = Lǫ=0). Με �αλλα λ�ο-
για η Λαγκρανζιαν�η σωµατιδ�ιου σε κεντρικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι αναλλο�ιωτη σε
στροφ�ε̋, δηλαδ�η η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι συµµετρικ�η (βλ. τον ορισµ�ο του
Weyl στην αρχ�η του κεφαλα�ιου) ω̋ προ̋ το συνεχ�η µετασχηµατισµ�ο των
στροφ£ων. Επειδ�η η παρ�αµετρο̋ ǫ ε�ιναι συνεχ�η̋, �εχουµε τη δυνατ�οτητα να
παραγωγ�ισουµε τη Λαγκρανζιαν�η ω̋ προ̋ ǫ και να εκφρ�ασουµε τη συµ-
µετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ ισοδ�υναµα ω̋ ακολο�υθω̋ :

∂Lǫ

∂ǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

= 0 . (5.2)

Ο µηδενισµ�ο̋ τη̋ παραγ£ωγου στο ǫ = 0, αν και στο συγκεκριµ�ενο παρ�α-
δειγµα φα�ινεται να µην �εχει καν�ενα ιδια�ιτερο ν�οηµα (η παρ�αγωγο̋ ε�ιναι
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�ιδια ανεξαρτ�ητω̋ τη̋ τιµ�η̋ του ǫ), ε�ιναι, �οπω̋ θα δο�υµε αργ�οτερα, η µο-
ναδικ�η αναγκα�ια συνθ�ηκη που εξασφαλ�ιζει την �υπαρξη διατηρο�υµενων
ποσοτ�ητων. Στο συγκεκριµ�ενο παρ�αδειγµα, αυτ�η η συνθ�ηκη εξασφαλ�ιζε-
ται απ�ο το γεγον�ο̋ �οτι

∂L

∂θ
= 0 ,

µια σχ�εση που µε τη σειρ�α τη̋ συνεπ�αγεται, �οπω̋ ε�ιδαµε, τη διατ�ηρηση
τη̋ στροφορµ�η̋ pθ. Συµπερα�ινουµε, λοιπ�ον, �οτι η διατ�ηρηση τη̋ στρο-
φορµ�η̋ πηγ�αζει απ�ο την αναλλοι�οτητα τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ σε στροφ�ε̋.
Α̋ εξετ�ασουµε στη συν�εχεια �αλλο �ενα παρ�αδειγµα£ωστε να µπορ�εσου-

µε να γενικε�υσουµε τα προηγο�υµενα συµπερ�ασµατ�α µα̋. �Εστω δ�υο σω-
µατ�ιδια, τα οπο�ια κινο�υνται σε µ�ια ευθε�ια και αλληλεπιδρο�υν µε κ�αποιο
δυναµικ�ο νευτ£ωνειου τ�υπου. Αν ονοµ�ασουµε τι̋ θ�εσει̋ των σωµατιδ�ιων Παρ�αδειγµα �οπου η

χωρικ�η µετ�αθεση

αποτελε�ι συµµετρ�ια

x1 και x2 αντ�ιστοιχα, η Λαγκρανζιαν�η το�υτου του συστ�ηµατο̋ θα ε�ιναι

L =
1

2
(m1ẋ

2

1 + m2ẋ
2

2) − V (|x1 − x2|) . (5.3)

Υπ�αρχει, �αραγε, συνεχ�η̋ µετασχηµατισµ�ο̋ των συντεταγµ�ενων, ο οπο�ιο̋
αφ�ηνει αναλλο�ιωτη τη Λαγκρανζιαν�η; Πρ�αγµατι υπ�αρχει· πρ�οκειται για
το µετασχηµατισµ�ο

x1 → X1(ǫ) ≡ x1 + ǫ , x2 → X2(ǫ) ≡ x2 + ǫ ,

ο οπο�ιο̋ αφ�ηνει αναλλο�ιωτη τη Λαγκρανζιαν�η, δι�οτι αφεν�ο̋ η κινητικ�η
εν�εργεια δεν µετα1�αλλεται (Ẋi(ǫ) = ẋi, µε i = 1, 2) και αφετ�ερου η δυνα-
µικ�η εν�εργεια δεν αλλ�αζει, αφο�υ η απ�οσταση µεταξ�υ των σωµατιδ�ιων δεν
επηρε�αζεται απ�ο αυτ�ο το µετασχηµατισµ�ο. �Οπω̋ και στο προηγο�υµενο
παρ�αδειγµα, επειδ�η

∂Lǫ

∂ǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

= 0 ,

ισχ�υει επ�ιση̋ �οτι
∂L

∂x1

+
∂L

∂x2

= 0 , (5.4)

αφο�υ ε�ιναι

∂Lǫ

∂ǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

=

[
∂Lǫ

∂X1(ǫ)

∂X1(ǫ)

∂ǫ
+

∂Lǫ

∂X2(ǫ)

∂X2(ǫ)

∂ǫ

]

ǫ=0

=
∂L

∂x1

+
∂L

∂x2

.

�Ετσι, οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange προστιθ�εµενε̋ δ�ινουν

d

dt

(
∂L

∂ẋ1

+
∂L

∂ẋ2

)
= 0 . (5.5)

Το γεγον�ο̋, λοιπ�ον, �οτι η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι αναλλο�ιωτη σε µεταθ�εσει̋
(αυτ�ο ακρι1£ω̋ πραγµατοποιε�ι ο µετασχηµατισµ�ο̋ που χρησιµοποι�ησαµε)
οδ�ηγησε σε διατ�ηρηση τη̋ ποσ�οτητα̋

∂L

∂ẋ1

+
∂L

∂ẋ2

= m1ẋ1 + m2ẋ2 ,
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δηλαδ�η τη̋ ολικ�η̋ ορµ�η̋ του συστ�ηµατο̋ των σωµατιδ�ιων. Απ�ο τη νευ-
τ£ωνεια µηχανικ�η γνωρ�ιζουµε �οτι η διατ�ηρηση τη̋ ολικ�η̋ ορµ�η̋ ε�ιναι απο-
τ�ελεσµα του τρ�ιτου ν�οµου του Νε�υτωνα, τον οπο�ιο στην ουσ�ια �εχουµε λ�α-
1ει υπ�οψη στην κατασκευ�η του δυναµικο�υ αλληλεπ�ιδραση̋, θεωρ£ωντα̋
�οτι το V ε�ιναι συν�αρτηση του x1−x2 και �οχι µια αυθα�ιρετη συν�αρτηση των
x1, x2. Στο παραπ�ανω παρ�αδειγµα δε�ιξαµε �οτι η διατ�ηρηση τη̋ ολικ�η̋
ορµ�η̋ ε�ιναι ισοδυν�αµω̋ συν�επεια τη̋ αναλλοι�οτητα̋ του δυναµικο�υ σε
χωρικ�ε̋ µεταθ�εσει̋. Κατ� αρχ�α̋ δεν θα µπορο�υσαµε να αποφανθο�υµε αν
ο �ενα̋ απ�ο του̋ δ�υο ν�οµου̋ –ο τρ�ιτο̋ ν�οµο̋ του Νε�υτωνα �η η αναλλοι�ο-
τητα τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ εν�ο̋ αποµονωµ�ενου συστ�ηµατο̋ σε χωρικ�ε̋ µε-
ταθ�εσει̋ του συστ�ηµατο̋ συντεταγµ�ενων– ε�ιναι πιο θεµελι£ωδη̋ απ�ο τον
�αλλο. Εφ�οσον, �οµω̋, η διατ�ηρηση τη̋ ολικ�η̋ ορµ�η̋ που συνεπ�αγεται η
αναλλοι�οτητα τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ υπ�ο κ�αποιο συνεχ�η µετασχηµατισµ�ο
των συντεταγµ�ενων ε�ιναι ευρ�υτερη̋ εφαρµογ�η̋, µπορο�υµε να υποστηρ�ι-
ξουµε �οτι η αναλλοι�οτητα τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ σε κ�αποιου̋ µετασχηµατι-
σµο�υ̋,ω̋ ανταν�ακλαση των αντ�ιστοιχων συµµετρι£ων του Σ�υµπαντο̋, κα-
τ�εχει πιο θεµελι£ωδη θ�εση στη φυσικ�η απ�ο τη διατ�ηρηση τη̋ ορµ�η̋ �η �αλλων
γνωστ£ων ποσοτ�ητων µεµονωµ�ενα.
Η παρατ�ηρηση αυτ�η, �οτι δηλαδ�η οι διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ προκ�υ-Η Noether διατυπ£ωνει

και αποδεικν�υει το

οµ£ωνυµο θε£ωρηµα

πτουν απ�ο την αναλλοι�οτητα τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ σε κ�αποιου̋ συνεχε�ι̋
µετασχηµατισµο�υ̋, �εχει την ισχ�υ θεωρ�ηµατο̋, του επονοµαζ�οµενου θεω-
ρ�ηµατο̋ τη̋ Noether (1918). H Emmy Noether [1882-1935], µια εξα�ιρετη
µαθηµατικ�ο̋ και θεωρητικ�ο̋ φυσικ�ο̋, �ηταν η πρ£ωτη που δι�ε1λεψε και
απ�εδειξε τη σχ�εση µεταξ�υ συµµετρι£ων και διατηρο�υµενων ποσοτ�ητων,
θ�εµα που αν�επτυξε κατ�α την υφηγεσ�ια τη̋ στο Πανεπιστ�ηµιο του Gɻottin-

gen στη Γερµαν�ια. Ε�ιναι ασυν�ηθιστο �ενα τ�οσο σπουδα�ιο θε£ωρηµα να φ�ε-
ρει το �ονοµα µια̋ γυνα�ικα̋. Αντ�ιθετα απ�ο �ο,τι συµ1α�ινει στη σηµεριν�η
εποχ�η, λ�ιγε̋ �ηταν εκε�ινη την εποχ�η οι γυνα�ικε̋ που σπο�υδαζαν και ακ�οµη
λιγ�οτερε̋ εκε�ινε̋ που συν�εχιζαν τι̋ σπουδ�ε̋ µετ�α το πτυχ�ιο του̋. Η κοι-
νων�ια των αρχ£ων του 20ου αι£ωνα αντιµετ£ωπιζε µε προκατ�αληψη τι̋ λιγο-
στ�ε̋ γυνα�ικε̋ που πρ�ο1αλλαν αξι£ωσει̋ για την κατ�αληψη υψηλ£ωνακαδη-
µἀκ£ων θ�εσεων. Στην περ�ιπτωση, µ�αλιστα, τη̋ Noether η προκατ�αληψη
αυτ�η εκδηλ£ωθηκε µε την �αρνηση των πρυτανικ£ων αρχ£ων του Πανεπιστη-
µ�ιου του Gɻottingen να κ�ανουν δεκτ�η την υφηγεσ�ια τη̋, �οταν πρωτοκατα-
τ�εθηκε το 1915. Ο τ�ιτλο̋ του υφηγετ�η τελικ�α τη̋ απονεµ�ηθηκε τ�εσσερα
χρ�ονια αργ�οτερα, το 1919, 1 κατ�οπιν πι�εσεων του καθηγητ�η τη̋ Noether,
David Hilbert [1862-1943].

�Οταν η Λαγκρανζιαν�η παραµ�ενει αναλλο�ιωτη σε κ�αποιο συνεχ�η µε-Συνεχε�ι̋ και διακριτ�ε̋

συµµετρ�ιε̋ τασχηµατισµ�ο, ο µετασχηµατισµ�ο̋ αυτ�ο̋ λ�εγεται (συνεχ�η̋) συµµετρ�ια τη̋
Λαγκρανζιαν�η̋, µε την �ιδια λογικ�η που ο ορθ�ο̋ κ�υλινδρο̋ λ�εµε �οτι πα-
ρουσι�αζει κυλινδρικ�η συµµετρ�ια, αφο�υ δεν υφ�ισταται καµ�ια αλλαγ�η �οταν
στραφε�ι γ�υρω απ�ο τον �αξον�α του. Στα παραδε�ιγµατα που �ηδη εξετ�ασαµε
διαφα�ινεται η αν�αγκη θε£ωρηση̋ µετασχηµατισµ£ων που εξαρτ£ωνται συνε-
χ£ω̋ και µε διαφορ�ισιµο τρ�οπο απ�ο κ�αποια παρ�αµετρο ǫ. Οι διατηρο�υµε-

1Για περισσ�οτερε̋ λεπτοµ�ερειε̋ σχετικ�α µε τη ζω�η τη̋Noether µπορε�ιτε να δια1�ασετε
το �αρθρο “The Life and Times of Emmy Noether” τη̋ N. Byers (βλ. την ιστοσελ�ιδα http :
//xxx.lanl.gov/PS_cache/hep− th/pdf/9411/9411110.pdf )
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νε̋ ποσ�οτητε̋ προ�εκυψαν απ�ο τη διαφ�οριση τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ ω̋ προ̋
αυτ�ην ακρι1£ω̋ την παρ�αµετρο. Αυτ�ο δεν θα �ηταν εφικτ�ο αν η συµµετρ�ια
�ηταν διακριτ�η. Ω̋ παρ�αδειγµα διακριτ�η̋ συµµετρ�ια̋ µπορο�υµε να θεω-
ρ�ησουµε τον κατοπτρισµ�ο των συντεταγµ�ενων

xi → Xi ≡ −xi

στο πρ�ο1ληµα των δ�υο αλληλεπιδρ£ωντων σωµατιδ�ιων. Aυτ�ο̋ ο µετασχη-
µατισµ�ο̋ που δεν εξαρτ�αται απ�ο κ�αποια συνεχ�η παρ�αµετρο αποτελε�ι δια-
κριτ�η συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋, η οπο�ια στην κλασικ�η µηχανικ�η,
αντ�ιθετα απ� �ο,τι συµ1α�ινει στην κ1αντικ�η µηχανικ�η, δεν παρ�αγει καµ�ια
διατηρο�υµενη ποσ�οτητα. Μια �αλλη διακριτ�η συµµετρ�ια για το �ιδιο πρ�ο-
1ληµα µε σωµατ�ιδια �ιδια̋ µ�αζα̋ ε�ιναι η εναλλαγ�η των σωµατιδ�ιων

x1 → x2 , x2 → x1 .

Ωστ�οσο και αυτ�η η συµµετρ�ια δεν οδηγε�ι στη διατ�ηρηση κ�αποια̋ ποσ�ο-
τητα̋ στην κλασικ�η µηχανικ�η.
Απ�ο την παραπ�ανω αν�αλυση φα�ινεται �οτι για την κατασκευ�η τη̋ δια- Απειροστο�ι και

πεπερασµ�ενοι

µετασχηµατισµο�ι

τηρο�υµενη̋ ποσ�οτητα̋ αρκε�ι να γνωρ�ιζουµε µ�ονο την απειροστ�η, σε πρ£ω-
τη δηλαδ�η τ�αξη, εξ�αρτηση του µετασχηµατισµο�υ απ�ο την παρ�αµετρο ǫ. Η
απειροστ�η αυτ�η µορφ�η του µετασχηµατισµο�υ, �οπω̋ θα δο�υµε, αρκε�ι για
να προσδιορ�ισουµε πλ�ηρω̋ το µετασχηµατισµ�ο, αφο�υ µπορο�υµε β�ηµα-
β�ηµα να οικοδοµ�ησουµε το µετασχηµατισµ�ο για κ�αθε πεπερασµ�ενη τιµ�η
του ǫ.

5.2 Το θε£ωρηµα τη̋ Noether

Σε το�υτο το εδ�αφιο θα διατυπ£ωσουµε το θε£ωρηµα τη̋ Noether σε δ�υο
φ�ασει̋, για να γ�ινει πιο κατανοητ�ο, και θα το αποδε�ιξουµε. Στη συν�ε-
χεια θα το εφαρµ�οσουµε σε �ενα σ�υστηµα αλληλεπιδρ£ωντων σωµατιδ�ιων
µε στ�οχο να εξετ�ασουµε απ�ο ποιε̋ συµµετρ�ιε̋ πηγ�αζουν �ολε̋ οι γνωστ�ε̋
διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ (ορµ�η, στροφορµ�η, εν�εργεια) καθ£ω̋ επ�ιση̋ και
κ�αποιε̋ �αλλε̋ ποσ�οτητε̋ που συνδ�εονται µε του̋ γαλιλαἰκο�υ̋ µετασχη-
µατισµο�υ̋.
Προτο�υ διατυπ£ωσουµε το θε£ωρηµα τη̋Noether, θα παρουσι�ασουµε τη Η �εννοια του συνεχο�υ̋

µετασχηµατισµο�υ των

συντεταγµ�ενων

γενικ�οτερη µορφ�η εν�ο̋ συνεχο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ συντεταγµ�ενων. �Ε-
στω �ενα φυσικ�ο σ�υστηµα που περιγρ�αφεται απ�ο τι̋ N γενικευµ�ενε̋ συ-
ντεταγµ�ενε̋ q1, q2, . . . , qN . Α̋ θεωρ�ησουµε επ�ιση̋ N ν�εε̋ συναρτ�ησει̋
Q1, Q2, . . . , QN των αρχικ£ων συντεταγµ�ενων qi καθ£ω̋ και µια̋ ν�εα̋ συ-
νεχο�υ̋ µετα1λητ�η̋ ǫ, τ�ετοιε̋ £ωστε

Qa(q1, q2, . . . , qN , ǫ) = qa , �οταν ǫ = 0 . (5.6)

Οι συναρτ�ησει̋ αυτ�ε̋ θα πα�ιξουν το ρ�ολο των ν�εων συντεταγµ�ενων. Η
παρ�αµετρο̋ ǫ ε�ιναι αυτ�η που µε συνεχ�η τρ�οπο αλλ�αζει τι̋ συντεταγµ�ε-
νε̋ απ�ο q σε Q, εν£ω, �οταν ǫ = 0, οι συντεταγµ�ενε̋ q και Q συµπ�ιπτουν
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µ�ια προ̋ µ�ια (βλ. Σχ�ηµα 5.1). �Ενα̋ τ�ετοιο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ ονοµ�αζε-
ται συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋, αν η Λαγκρανζιαν�η στι̋ ν�εε̋ συντε-
ταγµ�ενε̋ δεν αλλ�αζει αριθµητικ�α σε πρ£ωτη τ�αξη ω̋ προ̋ την παρ�αµετρο
ǫ, δηλαδ�η

L

(
Q(q, ǫ),

dQ(q, ǫ)

dt
, t

)
= L(q, q̇, t) + O(ǫ2) ,

�οπου µε τι̋ q �η Q υπονοο�υµε τη N-�αδα των αντ�ιστοιχων συντεταγµ�ενων.
H συναρτησιακ�η µορφ�η τη̋Λαγκρανζιαν�η̋ µπορε�ι να αλλ�αξει, �οταν αυτ�η
γραφε�ι ω̋ συν�αρτηση τωνQ αντ�ι των q, αλλ�α η αριθµητικ�η τη̋ τιµ�η θα ε�ι-
ναι �ιδια, �οταν αναφ�ερεται στην �ιδια θ�εση και ταχ�υτητα του συστ�ηµατο̋ σε
µια ορισµ�ενη χρονικ�η στιγµ�η, ε�ιτε αυτ�ε̋ εκφρ�αζονται µ�εσω των q, q̇, ε�ιτε
µ�εσω των Q, Q̇.

Επειδ�η η παρ�αµετρο̋ ǫ ε�ιναι συνεχ�η̋, α̋ θεωρ�ησουµε την οικογ�ενεια
των απειροστ£ων µετασχηµατισµ£ων

Qi(q, ǫ ∼= 0) ∼= Qi(q, 0) + ǫ
∂Qi

∂ǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

≡ qi + ǫKi(q) ,

οι οπο�ιοι προσεγγ�ιζουν το γενικ�ο µετασχηµατισµ�οQi(q, ǫ) για µικρ�α ǫ. Οι

Σχ�ηµα 5.1: Σε αυτ�ο το σχ�ηµα απεικον�ιζονται οι συντεταγµ�ενε̋ του φυσικο�υ συστ�ηµατο̋
για δι�αφορε̋ τιµ�ε̋ του ǫ. �Οσο µεγαλ£ωνει η τιµ�η τη̋ παραµ�ετρου ǫ τ�οσο διαφοροποιο�υ-
νται οι καινο�υργιε̋Q συντεταγµ�ενε̋ απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ q συντεταγµ�ενε̋. Για ǫ = 0 (κατ£ω-
τερο πλ�εγµα) οι q και Q συντεταγµ�ενε̋ συµπ�ιπτουν, εν£ω για ǫ 6= 0 ε�ιναι διαφορετικ�ε̋.
∆ηλαδ�η, το κ�αθε σηµε�ιο του χ£ωρου (επ�ανω στο κατ£ωτερο πλ�εγµα) µπορε�ι να καθορι-
στε�ι ε�ιτε µ�εσω των qi, ε�ιτε µ�εσω των Qi, οι οπο�ιε̋ �οµω̋ �εχουν διαφορετικ�ε̋ τιµ�ε̋ �οταν η
παρ�αµετρο̋ ǫ ε�ιναι µη µηδενικ�η. �Ετσι, η κ�αθε Qi συντεταγµ�ενη κ�αποιου σηµε�ιου του
χ£ωρου µπορε�ι να εκφραστε�ι ω̋ συν�αρτηση των qj και τη̋ παραµ�ετρου ǫ.

απειροστο�ι µετασχηµατισµο�ι επαναλαµ1αν�οµενοι µπορο�υν να οικοδοµ�η-
σουν τον πεπερασµ�ενο µετασχηµατισµ�ο. Yπ�ο αυτ�η την �εννοια, ο µετα-
σχηµατισµ�ο̋ προσδιορ�ιζεται πλ�ηρω̋ απ�ο τι̋ συναρτ�ησει̋ Ki(q) µε i =
1, 2, . . . , N , οι οπο�ιε̋ λ�εγονται και γενν�ητορε̋ του µετασχηµατισµο�υ. Σε
επ�οµενο κεφ�αλαιο, �οπου θα αναλ�υσουµε διεξοδικ�α τη δρ�αση του µετα-
σχηµατισµο�υ των στροφ£ων, θα �εχουµε την ευκαιρ�ια να παρουσι�ασουµε
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τον τρ�οπο µε τον οπο�ιο οι γενν�ητορε̋ µια̋ απειροστ�η̋ στροφ�η̋ παρ�αγουν
µια πεπερασµ�ενη στροφ�η.
Ε�ιµαστε τ£ωρα πια σε θ�εση να διατυπ£ωσουµε το θε£ωρηµα τη̋ Noether

σε µια πρ£ωτη µορφ�η .

Το θε£ωρηµα τη̋Noether : Ε�αν ηΛαγκρανζιαν�η εν�ο̋ συστ�ηµατο̋ ∆ιατ�υπωση και

απ�οδειξη του

θεωρ�ηµατο̋ τη̋

Noether (περιορισµ�ενη

µορφ�η)

ε�ιναι συµµετρικ�η σε κ�αποιου̋ συνεχε�ι̋ απειροστο�υ̋ µετασχη-
µατισµο�υ̋ Ki, τ�οτε η ποσ�οτητα

N∑

i=1

Kipi

διατηρε�ιται, �οπου pi ε�ιναι η γενικευµ�ενη ορµ�η (∂L/∂q̇i), συζυ-
γ�η̋ τη̋ qi.

Απ�οδειξη: Αν γρ�αψουµε τη Λαγκρανζιαν�η στι̋ ν�εε̋ συντεταγµ�ενε̋ και
αναπτ�υξουµε ω̋ προ̋ την απειροστ�η παρ�αµετρο ǫ, επειδ�η Q̇ = q̇ + ǫK̇
�εχουµε

L(Q, Q̇, t) = L(q + ǫK, q̇ + ǫK̇, t)

= L(q, q̇, t) + ǫ

(
∂L

∂qi

Ki +
∂L

∂q̇i

K̇i

)
+ O(ǫ2) , (5.7)

υπονο£ωντα̋ την αθροιστικ�η σ�υµ1αση για επαναλαµ1αν�οµενου̋ δε�ικτε̋.
Αφο�υ η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι συµµετρικ�η ω̋ προ̋ του̋ µετασχηµατισµο�υ̋
αυτο�υ̋, η πρ£ωτη̋ τ�αξη̋ ω̋ προ̋ ǫ ποσ�οτητα στο αν�απτυγµα (5.7) πρ�επει
να ε�ιναι ταυτοτικ�α µηδ�εν. Εποµ�ενω̋, η αναλλοι�οτητα τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋
συνεπ�αγεται

∂L

∂qi
Ki +

∂L

∂q̇i
K̇i = 0 . (5.8)

Επειδ�η, �οµω̋, η qi(t) ε�ιναι φυσικ�η τροχι�α του συστ�ηµατο̋ και ικανοποιε�ι
τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange, θα ισχ�υει ακ�οµη �οτι

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=

∂L

∂qi

,

και ω̋ εκ το�υτου η (5.8) µπορε�ι να γραφε�ι, µε χρ�ηση τη̋ αθροιστικ�η̋ σ�υµ-
1αση̋, ω̋ εξ�η̋ :

∂L

∂qi

Ki +
∂L

∂q̇i

K̇i =
d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
Ki +

∂L

∂q̇i

d

dt
Ki

=
d

dt

(
∂L

∂q̇i
Ki

)
= 0 .

Συνεπ£ω̋, η συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ οδηγε�ι στη διατ�ηρηση, κατ�α τη
φυσικ�η κ�ινηση του συστ�ηµατο̋, τη̋ ποσ�οτητα̋

∂L

∂q̇i
Ki , (5.9)

δηλαδ�η στη διατ�ηρηση τη̋ συνισταµ�ενη̋ των γενικευµ�ενων ορµ£ων στη δι-
ε�υθυνση του εκ�αστοτε γενν�ητορα τη̋ συµµετρ�ια̋.
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5.3 ∆ιατ�ηρηση ορµ�η̋ και στροφορµ�η̋

Υπ�ο το πρ�ισµα του θεωρ�ηµατο̋ τη̋Noetherα̋ επανεξετ�ασουµε το πα-
ρ�αδειγµα που συναντ�ησαµε στο εισαγωγικ�ο εδ�αφιο του παρ�οντο̋ κεφα-
λα�ιου σε γενικ�οτερη, τ£ωρα, µορφ�η. �Εστω N σωµατ�ιδια που αλληλεπι-
δρο�υν µε νευτ£ωνειε̋ δυν�αµει̋, δηλαδ�η συντηρητικ�ε̋ δυν�αµει̋ που ικα-
νοποιο�υν τον τρ�ιτο ν�οµο του Νε�υτωνα. Η Λαγκρανζιαν�η αυτο�υ του συ-
στ�ηµατο̋ ε�ιναι

L =
N∑

i=1

1

2
mi|~̇xi|

2 −
N∑

i=1

N∑

j=i+1

V (|~xi − ~xj |) . (5.10)

Το διπλ�ο �αθροισµα δικαιολογε�ιται απ�ο το γεγον�ο̋ �οτι πρ�επει να ληφθο�υν
οι δυναµικ�ε̋ εν�εργειε̋ αλληλεπ�ιδραση̋ για κ�αθε ζε�υγο̋ σωµατιδ�ιων. Το
j > i στη δε�υτερη �αθροιση εξασφαλ�ιζει �οτι κ�αθε ζε�υγο̋ σωµατιδ�ιων λαµ-
1�ανεται µ�ονο µ�ια φορ�α. Ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσει κανε�ι̋, �οτι, αν εκτε-
λ�εσει τον ακ�ολουθο µετασχηµατισµ�ο συντεταγµ�ενωνΑπλ�ε̋ µεταθ�εσει̋

των χωρικ£ων

συντεταγµ�ενων
~Xi = ~xi + ǫ~r , (5.11)

δηλαδ�η αν µετατοπ�ισει �ολα τα σωµατ�ιδια στη διε�υθυνση του~r, ηΛαγκραν-
ζιαν�η δεν θα µετα1ληθε�ι. Παρατηρο�υµε �οτι σε αυτ�ον το µετασχηµατισµ�ο
οι ταχ�υτητε̋ παραµ�ενουν αµετ�α1λητε̋, αφο�υ το ~r ε�ιναι �ενα σταθερ�ο δι�ανυ-
σµα· αµετ�α1λητε̋ επ�ιση̋ παραµ�ενουν και οι σχετικ�ε̋ αποστ�ασει̋ µεταξ�υ
των σωµατιδ�ιων. Ποια διατηρο�υµενη ποσ�οτητα κρ�υ1εται π�ισω απ�ο αυτ�ην
τη συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋; Ο γενν�ητορα̋ του µετασχηµατισµο�υ ε�ι-
ναι ο

~Ki =
∂ ~Xi

∂ǫ

∣∣∣∣∣
ǫ=0

= ~r .

Αφο�υ το συνολικ�ο πλ�ηθο̋ των συντεταγµ�ενων του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι 3N
–τρει̋ για κ�αθε σωµατ�ιδιο–, υπ�αρχουν 3N γενν�ητορε̋, του̋ οπο�ιου̋ για
ευκολ�ια �εχουµε οµαδοποι�ησει σε N τρι�αδε̋ γρ�αφοντ�α̋ του̋ ω̋ διαν�υ-
σµατα. Τ£ωρα, ε�ιναι ε�υκολο να διακρ�ινουµε τη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα.
Πρ�οκειται για την

~r ·
N∑

i=1

∂L

∂~̇xi

= ~r ·
N∑

i=1

mi~̇xi = ~r · ~Pολ . (5.12)

Η παρ�αγωγο̋ ω̋ προ̋ το δι�ανυσµα ~xi που εµφαν�ιζεται στι̋ παραπ�ανω
σχ�εσει̋ µπορε�ι να θεωρηθε�ι ω̋ �ενα̋ συµ1ολικ�ο̋ τρ�οπο̋ γραφ�η̋ εν�ο̋ δια-
ν�υσµατο̋, οι συνιστ£ωσε̋ του οπο�ιου ε�ιναι οι παρ�αγωγοι ω̋ προ̋ την κ�αθε
συνιστ£ωσα του ~xi. Με αυτ�ον το συµ1ολισµ�ο το �αθροισµα �ολων των γινο-
µ�ενων των γεννητ�ορων µε τι̋ αντ�ιστοιχε̋ ορµ�ε̋ �εχει αντικατασταθε�ι µε
�ενα εσωτερικ�ο γιν�οµενο.
Αφο�υ το δι�ανυσµα που ορ�ιζει τη χωρικ�η µετ�αθεση ~r ε�ιναι αυθα�ιρετο,Η διατ�ηρηση τη̋ ορµ�η̋

ω̋ συν�επεια τη̋

οµογ�ενεια̋ του χ£ωρου

η συνολικ�η ορµ�η, ~Pολ, του συστ�ηµατο̋ των σωµατιδ�ιων διατηρε�ιται στα-
θερ�η σε κ�αθε κατε�υθυνση. Η διατ�ηρηση τη̋ ορµ�η̋ ε�ιναι αποτ�ελεσµα του
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Σχ�ηµα 5.2: Το δι�ανυσµα ~x στρ�εφεται απειροστ�α κατ�α γων�ια ǫ γ�υρω απ�ο τον �αξονα n̂.

�οτι οι χωρικ�ε̋ µεταθ�εσει̋ αποτελο�υν συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋, γε-
γον�ο̋ το οπο�ιο µε τη σειρ�α του οφε�ιλεται στην οµογ�ενεια του χ£ωρου, στο
�οτι δηλαδ�η �ολα τα σηµε�ια του χ£ωρου ε�ιναι ισοδ�υναµα. Εποµ�ενω̋, αν µε-
ταφ�ερουµε �ενα σ�υστηµα σωµατιδ�ιων απ�ο µια περιοχ�η του χ£ωρου σε �αλλη,
το σ�υστηµα θα συµπεριφερθε�ι και θα εξελιχθε�ι µε τον �ιδιο ακρι1£ω̋ τρ�οπο.
Σ�υµφωνα µε τι̋ σ�υγχρονε̋ αντιλ�ηψει̋ περ�ι διαστελλ�οµενου Σ�υµπαντο̋ ο
χ£ωρο̋, αν και ε�ιναι καµπ�υλο̋, ε�ιναι και π�αλι οµογεν�η̋· 2 η κατανοµ�η των
σµην£ων των γαλαξι£ων ε�ιναι σε πολ�υ µεγ�αλο βαθµ�ο οµοι�οµορφη και �ετσι
σε �οποια θ�εση του Σ�υµπαντο̋ και αν µεταφερθο�υµε θα παρατηρο�υµε την
�ιδια κατανοµ�η �υλη̋ γ�υρωµα̋. Αξ�ιζει να επισηµ�ανουµε �οτι το�υτο αποτελε�ι
�ενα απ�ο τα θεµελι£ωδη ερωτ�ηµατα τη̋ σ�υγχρονη̋ αστροφυσικ�η̋ : γιατ�ι το
Σ�υµπαν εµφαν�ιζει τ�ετοια οµοιοµορφ�ια; Π£ω̋ κατ�αφερε να εξαλε�ιψει σχε-
δ�ον ολοκληρωτικ�α κ�αθε ανοµοιοµορφ�ια που πιθαν£ω̋ υπ�ηρχε στα πρ£ωιµα
στ�αδια τη̋ διαστολ�η̋ του;

Σε αυτ�ο το σηµε�ιο τη̋ µελ�ετη̋ µα̋ αρχ�ιζουµε να υποψιαζ�οµαστε την
�υπαρξη κ�αποια̋ �αλλη̋ δυνατ�η̋ συµµετρ�ια̋ τη̋Λαγκρανζιαν�η̋ (5.10) του
συστ�ηµατο̋ των N σωµατιδ�ιων. Αν στρ�εψουµε το σ�υστηµα συντεταγµ�ε- Η διατ�ηρηση τη̋

στροφορµ�η̋ ω̋

συν�επεια τη̋

ισοτροπ�ια̋ του

χ£ωρου

νων, θα αλλ�αξει η θ�εση των συντεταγµ�ενων των σωµατιδ�ιων, αλλ�α οι απο-
στ�ασει̋ µεταξ�υ αυτ£ων, ω̋ µ�ηκη διανυσµ�ατων, θα παραµε�ινουν σταθερ�ε̋,
εν£ωοι ταχ�υτητε̋ των σωµατιδ�ιων,ω̋ µ�ηκη διανυσµ�ατων, θα διατηρ�ησουν
το µ�ετρο του̋. Οι στροφ�ε̋, λοιπ�ον, αποτελο�υν συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζι-
αν�η̋. Α̋ κατασκευ�ασουµε το γενν�ητορα των στροφ£ων, για να δο�υµε σε τι
διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ θα οδηγηθο�υµε.3 Σε επ�οµενο κεφ�αλαιο, �οπου
θα αναλ�υσουµε διεξοδικ�α το θ�εµα των στροφ£ων, θα δε�ιξουµε �οτι οι συ-
ντεταγµ�ενε̋ στην περ�ιπτωση των απειροστ£ων στροφ£ων µεγ�εθου̋ ∆φ = ǫ
γ�υρω απ�ο τον �αξονα n̂ µετασχηµατ�ιζονται ω̋ ακολο�υθω̋ : Απειροστ�ε̋ στροφ�ε̋

~X = ~x + ǫn̂ × ~x . (5.13)

2Οµογεν�η̋ ε�ιναι και η επιφ�ανεια µ�ια̋ σφα�ιρα̋, τα σηµε�ια τη̋ οπο�ια̋ δεν διακρ�ινονται
το �ενα απ�ο το �αλλο, παρ�ολο που η σφα�ιρα ε�ιναι καµπ�υλο̋ χ£ωρο̋.

3Κατ� αντιστοιχ�ια µε το πρ£ωτο παρ�αδειγµα που χρησιµοποι�ησαµε στο παρ�ον κεφ�α-
λαιο πιθαν£ω̋ να �εχετε �ηδη µαντ�εψει �οτι αυτ�ο που πρ�οκειται να διατηρηθε�ι ε�ιναι η στρο-
φορµ�η κατ�α µ�ηκο̋ του �αξονα τη̋ στροφ�η̋.
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Θααρκεστο�υµε εδ£ω να δικαιολογ�ησουµε απλ£ω̋ την περ�ιεργη αυτ�η µορφ�η
του µετασχηµατισµο�υ (βλ. Σχ�ηµα 5.2). Το απειροστ�ο δι�ανυσµα που προ-
στ�ιθεται στην αρχικ�η θ�εση ε�ιναι κ�αθετο και στην αρχικ�η θ�εση και στο δι�α-
νυσµα n̂, εποµ�ενω̋ επιτυγχ�ανει �ο,τι και µ�ια στροφ�η του ~x γ�υρω απ�ο το n̂.
Το µ�ετρο τη̋ µετατ�οπιση̋ του ~x ε�ιναι ǫ|~x| sin(~̂x, n̂), ακρι1£ω̋ �οση και η µε-
τακ�ινηση που θα του επ�εφερε µια πολ�υ µικρ�η στροφ�η µεγ�εθου̋ ǫ. Σηµει£ω-
νουµε �οτι οι στροφ�ε̋ που εκτελ�εστηκαν �ηταν απειροστ�ε̋ –οι πεπερασµ�ε-
νου µεγ�εθου̋ στροφ�ε̋ �εχουν κ�απω̋ διαφορετικ�η µορφ�η (βλ.Κεφ�αλαιο 6).
Ο γενν�ητορα̋, λοιπ�ον, των απειροστ£ων στροφ£ων ε�ιναι o

~K = n̂ × ~x , (5.14)

και η αντ�ιστοιχη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα ε�ιναι η

N∑

i=1

(n̂ × ~xi) ·
∂L

∂~̇xi

=
N∑

i=1

(n̂ × ~xi) · ~pi

= n̂ ·
N∑

i=1

(~xi × ~pi)

= n̂ · ~Lολ , (5.15)

�οπου

~Lολ =

N∑

i=1

(~xi × ~pi) ,

η συνολικ�η στροφορµ�η των σωµατιδ�ιων. Εποµ�ενω̋, η συνιστ£ωσα τη̋ συ-
νολικ�η̋ στροφορµ�η̋ των σωµατιδ�ιων στην κατε�υθυνση του �αξονα τη̋
στροφ�η̋ διατηρε�ιται. Αφο�υ το δι�ανυσµα που ορ�ιζει τη στροφ�η n̂ ε�ιναι αυ-
θα�ιρετο, η συνολικ�η στροφορµ�η του συστ�ηµατο̋ των σωµατιδ�ιων διατη-
ρε�ιται σταθερ�η σε κ�αθε κατε�υθυνση.
Η συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ στι̋ στροφ�ε̋ ε�ιναι και π�αλι συν�επεια

τη̋ ισοτροπ�ια̋ του Σ�υµπαντο̋, δηλαδ�η τη̋ ιδι�οτητα̋ σ�υµφωνα µε την ο-
πο�ια η εξ�ελιξη εν�ο̋ αποµονωµ�ενου συστ�ηµατο̋ δεν εξαρτ�αται απ�ο το π£ω̋
ε�ιναι στραµµ�ενο το σ�υστηµα µ�εσα στο Σ�υµπαν. Αυτ�ο αποτελε�ι �αλλη µια
υπ�οθεση για τι̋ βασικ�ε̋ ιδι�οτητε̋ του χ£ωρου, η οπο�ια ε�ιναι σ�υµφωνη µε
τα παρατηρησιακ�α δεδοµ�ενα, αφο�υ σε οποιαδ�ηποτε κατε�υθυνση και αν
στρ�εψουµε το βλ�εµµα µα̋ στο Σ�υµπαν που µα̋ περι1�αλλει, θα παρατη-
ρ�ησουµε την �ιδια κατανοµ�η γαλαξι£ων χωρ�ι̋ να υπ�αρχει κ�αποια προεξ�αρ-
χουσα διε�υθυνση.

�Ασκηση 5.3. Εξετ�αστε ποιε̋ συνιστ£ωσε̋ τη̋ στροφορµ�η̋ και τη̋ ορµ�η̋ διατηρο�υ-ΑΣΚΗΣΕΙΣ
νται για �ενα σωµατ�ιδιο, το οπο�ιο κινε�ιται µ�εσα στο βαρυτικ�ο πεδ�ιο που δηµιουργε�ι µια
οµογεν�η̋ κατανοµ�η µ�αζα̋ σχ�ηµατο̋ (α) �απειρου κυλ�ινδρου, (β) �απειρου κ£ωνου, (γ) �απει-
ρου επιπ�εδου, (δ) �απειρη̋ ευθε�ια̋, (ε) ηµιευθε�ια̋, (στ) ορθο�υ πρ�ισµατο̋, (ζ) ηµι�απειρου
επιπ�εδου, (η) τ�ορου, (θ) σφα�ιρα̋, (ι) �απειρη̋ κυλινδρικ�η̋ �ελικα̋. [Σηµε�ιωση: ∆εν ε�ιναι
αν�αγκη να γνωρ�ιζετε ακρι1£ω̋ το βαρυτικ�ο πεδ�ιο παρ�α µ�ονο τι̋ συµµετρ�ιε̋ του.](L. Lan-
dau)
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5.4 Γενικ�ο θε£ωρηµα τη̋ Noether

�Εχουµε αναφερθε�ι �εω̋ τ£ωρα σε µετασχηµατισµο�υ̋ που µετα1�αλλουν
µε συνεχ�η τρ�οπο τι̋ συντεταγµ�ενε̋ καθορισµο�υ τη̋ θ�εση̋ του συστ�ηµα-
το̋. Σεαυτο�υ̋ του̋ µετασχηµατισµο�υ̋ ο χρ�ονο̋ δεν�επαιζε κ�αποιον ενερ-
γητικ�ο ρ�ολο, αφο�υ ο µετασχηµατισµ�ο̋ δεν εξαρτι�οταν απ�ο το χρ�ονο, ο�υτε
και ο χρ�ονο̋ υφ�ιστατο κ�αποιο µετασχηµατισµ�ο. Στο παρ�ον εδ�αφιο θα
επεκτε�ινουµε την �εννοια τη̋ συµµετρ�ια̋ στου̋ γενικ�οτερου̋ χωροχρονι-
κο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ που αφ�ηνουν αναλλο�ιωτη την �ιδια τη δρ�αση.4

Α̋θεωρ�ησουµε, λοιπ�ον, µια οικογ�ενειααπειροστ£ων µετασχηµατισµ£ων
τη̋ µορφ�η̋ Γενικο�ι χωροχρονικο�ι

µετασχηµατισµο�ι
Qi = qi + ǫKi(q1, q2, . . . , qN , t) ,

T = t + ǫτ(q1, q2, . . . , qN , t) , (5.16)

οι οπο�ιοι αφ�ηνουν τη δρ�αση του συστ�ηµατο̋ που περιγρ�αφεται απ�ο τι̋
N γενικευµ�ενε̋ συντεταγµ�ενε̋ qa αναλλο�ιωτη. Σε αυτ�ο το σηµε�ιο θα πρ�ε-
πει να γ�ινει µια διευκρ�ινιση του τι εννοο�υµε µε τον �ορο αναλλοι�οτητα τη̋
δρ�αση̋. Γνωρ�ιζουµε �οτι η δρ�αση ε�ιναι το χρονικ�ο ολοκλ�ηρωµα τη̋ Λα-
γκρανζιαν�η̋. Τι θα συµ1ε�ι, �οµω̋, αν αλλ�αξουµε την παρ�αµετρο του χρ�ο-
νου; Ποια �ορια ολοκλ�ηρωση̋ θα χρησιµοποι�ησουµε τ�οτε για να υπολογ�ι-
σουµε τη δρ�αση στι̋ ν�εε̋ χωροχρονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋; Αντιλαµ1αν�οµα-
στε �οτι, αφο�υ η δρ�αση υπολογ�ιζεται ω̋ το ολοκλ�ηρωµα τη̋ Λαγκρανζι-
αν�η̋ µεταξ�υ δ�υο δεδοµ�ενων χωροχρονικ£ων σηµε�ιων, δεν �εχει σηµασ�ια τι
χωροχρονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ θα χρησιµοποι�ησουµε για να περιγρ�αψουµε
τα σηµε�ια αυτ�α. Θα θεωρο�υµε, λοιπ�ον, �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ (5.16) απο-
τελε�ι συµµετρ�ια τη̋ δρ�αση̋, �οταν Συµµετρ�ια τη̋ δρ�αση̋

S(Q, T ) = S(q, t) + O(ǫ2),

�η ισοδυν�αµω̋ �οταν
∫ T2

T1

L

(
Q,

dQ

dT
, T

)
dT =

∫ t2

t1

L(q, q̇, t) dt + O(ǫ2) . (5.17)

Στην παραπ�ανω �εκφραση T1, T2 ε�ιναι οι ν�εε̋ χρονικ�ε̋ στιγµ�ε̋ που αντι-
στοιχο�υν στι̋ συντεταγµ�ενε̋ και στι̋ χρονικ�ε̋ στιγµ�ε̋ του αρχικο�υ και τε-
λικο�υ χωροχρονικο�υ σηµε�ιου µεταξ�υ των οπο�ιων υπολογ�ιζεται η δρ�αση.
�Ετσι

T1 = T (q(t1), t1) και T2 = T (q(t2), t2) .

Ω̋ απλ�ο παρ�αδειγµα χωροχρονικ�η̋ συµµετρ�ια̋ τη̋ δρ�αση̋ α̋ θεω-
ρ�ησουµε �ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο στο χ£ωρο, το οπο�ιο, �οπω̋ γνωρ�ιζουµε,
δι�επεται απ�ο τη Λαγκρανζιαν�η

L =
m

2
|~̇x|2 .

4Θα �ηταν �ισω̋ ορθ�οτερο να µιλ�αµε για συµµετρ�ια τη̋ δρ�αση̋ και �οχι για συµµετρ�ια
τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋, �οπω̋ κ�αναµε στο προηγο�υµενο εδ�αφιο. ∆εδοµ�ενου �οτι ο χρ�ονο̋
δεν υφ�ισταται καν�ενα µετασχηµατισµ�ο, αν η Λαγκρανζιαν�η ε�ιναι αναλλο�ιωτη σε κ�αποιο
µετασχηµατισµ�ο, θα ε�ιναι αναλλο�ιωτη και η δρ�αση.
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Η δρ�αση που αντιστοιχε�ι στην οµαλ�η και ευθ�υγραµµη φυσικ�η κ�ινηση του
σωµατιδ�ιου απ�ο το ~x1 τη χρονικ�η στιγµ�η t1 στο ~x2 τη χρονικ�η στιγµ�η t2,
ε�ιναι

S =
m

2

|~x2 − ~x1|
2

t2 − t1
.

Παρατηρο�υµε �οτι η δρ�αση ε�ιναι αναλλο�ιωτη στον αµιγ£ω̋ χρονικ�ο µετα-
σχηµατισµ�ο t → t + ǫ και συνεπ£ω̋ η χρονικ�η µετ�αθεση αποτελε�ι συµµε-
τρ�ια τη̋ δρ�αση̋ του ελε�υθερου σωµατιδ�ιου. Επ�ιση̋ απ�ο την �εκφραση τη̋
δρ�αση̋ φα�ινεται �οτι και οι χωρικ�ε̋ µεταθ�εσει̋ ~x → ~x + ǫ~a, �οπου ~a ε�ιναι
�ενα σταθερ�ο δι�ανυσµα, ε�ιναι και αυτ�ε̋ συµµµετρ�ιε̋ τη̋ δρ�αση̋.

�Ασκηση 5.4. ∆ε�ιξτε �οτι η χρονικ�η µετ�αθεση T = t + ǫ , Q = q µετασχηµατ�ιζειΑΣΚΗΣΕΙΣ
τι̋ τροχι�ε̋ �ετσι £ωστε να ικανοποιε�ιται η σχ�εση Q(T ) = q(T − ǫ). Σχεδι�αστε µια τροχι�α
πριν και µετ�α το µετασχηµατισµ�ο. ∆ε�ιξτε ακ�οµη �οτι για �ολε̋ τι̋ χρονοανεξ�αρτητε̋ Λα-
γκρανζιαν�ε̋ L(q, q̇) η χρονικ�η µετ�αθεση ικανοποιε�ι τη σχ�εση (5.17) και εποµ�ενω̋ ε�ιναι
συµµετρ�ια τη̋ δρ�αση̋.

Η παρ�αγωγο̋ dQ/dT , που εµφαν�ιζεται στην (5.17) ω̋ µ�ια απ�ο τι̋ µε-
τα1λητ�ε̋ τη̋ ν�εα̋ Λαγκρανζιαν�η̋, ε�ιναι

dQ

dT
=

Q̇

Ṫ

=
q̇ + ǫK̇

1 + ǫτ̇

= q̇ + ǫ(K̇ − τ̇ q̇) + O(ǫ2) ,

�οπου η τελε�ια στι̋ παραπ�ανω ποσ�οτητε̋, για παρ�αδειγµα στην Q̇, συµ1ο-
λ�ιζει ολικ�η παραγ£ωγιση ω̋ προ̋ t. Στου̋ µετασχηµατισµο�υ̋ (5.16) η ǫ ε�ι-
ναι µια απειροστ�η ποσ�οτητα και ω̋ εκ το�υτου η αναλλοι�οτητα τη̋ δρ�αση̋
(5.17) σηµα�ινει �οτι σε πρ£ωτη τ�αξη ω̋ προ̋ ǫ η αριστερ�η �εκφραση για τη
δρ�αση δεν διαφ�ερει απ�ο τη δεξι�α. Αν, τ£ωρα, αναπτ�υξουµε την αριστερ�η
�εκφραση για τη δρ�αση ω̋ προ̋ ǫ, φροντ�ιζοντα̋ να αλλ�αξουµε και π�αλι τη
µετα1λητ�η ολοκλ�ηρωση̋ απ�ο T σε t, £ωστε να αποφ�υγουµε την εξ�αρτηση
των ορ�ιων απ�ο το ǫ, θα �εχουµε

S(Q, T ) =

∫ t2

t1

dt
dT

dt
L

(
q + ǫK,

q̇ + ǫK̇

Ṫ
, t + ǫτ

)

=

∫ t2

t1

dt (1 + ǫτ̇ )

[
L(q, q̇, t) +

∂L

∂qi
ǫKi +

∂L

∂q̇i
ǫ(K̇i − q̇iτ̇ ) +

∂L

∂t
ǫτ

]

+ O(ǫ2)

= S(q, t) + ǫ

∫ t2

t1

dt

[
Lτ̇ +

∂L

∂qi

Ki +
∂L

∂q̇i

(K̇i − q̇iτ̇) +
∂L

∂t
τ

]

+ O(ǫ2) . (5.18)

Το ολοκλ�ηρωµα τ�αξη̋ ǫπου εµφαν�ιζεται στην τελευτα�ια �εκφραση τη̋ σχ�ε-
ση̋ (5.18) θ�ελουµε να ε�ιναι µηδενικ�ο £ωστε η δρ�αση να ε�ιναι συµµετρικ�η
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Σχ�ηµα 5.3: Στο �ιδιο δι�αγραµµα παριστ�ανονται οι ισο-q και οι ισο-t γραµµ�ε̋ (συνεχε�ι̋
γραµµ�ε̋) καθ£ω̋ και οι ισο-Q και οι ισο-T γραµµ�ε̋ (διακεκοµµ�ενε̋ γραµµ�ε̋). Η φυσικ�η
διαδροµ�η του συστ�ηµατο̋ (παχι�α καµπ�υλη) ε�ιναι προφαν£ω̋ �ιδια, ε�ιτε χρησιµοποι�ησει
κανε�ι̋ τι̋ παλι�ε̋ ε�ιτε τι̋ καινο�υργιε̋ χωροχρονικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ για να την περιγρ�α-
ψει. Απλ£ω̋ στον υπολογισµ�ο τη̋ δρ�αση̋ τα �ορια ολοκλ�ηρωση̋ θα αλλ�αξουν απ�ο t1, t2
σε T1, T2 και η Λαγκρανζιαν�η θα πρ�επει να υπολογ�ιζεται σε διαφορετικ�ε̋ συντεταγµ�ε-
νε̋ (Q, T ) αντ�ι των (q, t) και σε διαφορετικ�ε̋ ταχ�υτητε̋ dQ/dT αντ�ι των dq/dt, �οπω̋
φα�ινεται στη µεγεθυσµ�ενη λεπτοµ�ερεια του σχ�ηµατο̋.

στο µετασχηµατισµ�ο που θεωρ�ησαµε. Στηριζ�οµενοι στι̋ εξισ£ωσει̋ Euler -
Lagrange που ισχ�υουν για τη φυσικ�η διαδροµ�η του συστ�ηµατο̋, δεν ε�ιναι
δ�υσκολο να αποδε�ιξουµε �οτι η ολοκληρωτ�εα ποσ�οτητα στη σχ�εση (5.18)
που προσδιορ�ιζει τη διαφορ�α τ�αξη̋ ǫ των δρ�ασεων ε�ιναι µια τ�ελεια χρο-
νικ�η παρ�αγωγο̋

Lτ̇ +
∂L

∂qi
Ki +

∂L

∂q̇i
(K̇i − q̇iτ̇ ) +

∂L

∂t
τ =

d

dt

[
Ki

∂L

∂q̇i

+

(
L −

∂L

∂q̇i

q̇i

)
τ

]
. (5.19)

�Ασκηση 5.5. Επι1ε1αι£ωστε την ισ�οτητα (5.19). [Υπ�οδειξη: Χρησιµοποι�ηστε τι̋ εξι- ΑΣΚΗΣΕΙΣ
σ£ωσει̋ Euler - Lagrange �οπου χρει�αζεται.]

Ο µηδενισµ�ο̋ του ολοκληρ£ωµατο̋ τη̋ τ�ελεια̋ χρονικ�η̋ παραγ£ωγου
(5.19) συνεπ�αγεται �οτι η ποσ�οτητα

Ki
∂L

∂q̇i
+

(
L −

∂L

∂q̇i
q̇i

)
τ , (5.20)

λαµ1�ανει την �ιδια τιµ�η στην αρχικ�η και την τελικ�η χρονικ�η στιγµ�η t1 και
t2 αντ�ιστοιχα. Επειδ�η �οµω̋ οι χρονικ�ε̋ στιγµ�ε̋ t1 και t2 ε�ιναι αυθα�ιρετε̋,
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συµπερα�ινουµε �οτι η ποσ�οτητα (5.20) διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση. Ηδια-
τηρο�υµενη ποσ�οτητα (5.20) µπορε�ι πιο κοµψ�α, αλλ�α και πιο φυσικ�α, να
γραφε�ι ω̋

Kipi − Eτ , (5.21)

�οπου pi ε�ιναι οι γενικευµ�ενε̋ ορµ�ε̋ καιE η γενικευµ�ενη εν�εργεια (το ολο-
κλ�ηρωµα του Jacobi) του συστ�ηµατο̋. Σεπερ�ιπτωση συµµετρ�ια̋ που αφο-
ρ�α µ�ονο σε µετασχηµατισµο�υ̋ των χωρικ£ων συντεταγµ�ενων (�οταν τ = 0)
λαµ1�ανουµε τη διατ�ηρηση τη̋ ποσ�οτητα̋ Kipi που ε�ιδαµε σε προηγο�υ-
µενο εδ�αφιο, εν£ω σε συµµετρ�ια που αφορ�α σε µετασχηµατισµ�ο µ�ονο του
χρ�ονου (�οταν Ki = 0) προκ�υπτει η διατ�ηρηση τη̋ εν�εργεια̋.Η διατ�ηρηση τη̋

εν�εργεια̋ ω̋

συν�επεια τη̋

οµογ�ενεια̋ του χρ�ονου

Σε αυτ�ο το σηµε�ιο ε�ιµαστε σε θ�εση να απαντ�ησουµε αµ�εσω̋ στο ερ£ω-
τηµα ποια διατηρο�υµενη ποσ�οτητα συνεπ�αγεται η µη εκπεφρασµ�ενη εξ�αρ-
τηση απ�ο το χρ�ονο µια̋ Λαγκρανζιαν�η̋. Αν θεωρ�ησουµε το µετασχηµα-
τισµ�ο

Qi = qi , T = t + ǫ , (5.22)

δηλαδ�η Ki = 0, τ = 1, που προκαλε�ι µετ�αθεση στο χρ�ονο δ�ιχω̋ καµ�ια
µετα1ολ�η των συντεταγµ�ενων, παρατηρο�υµε �οτι η αντ�ιστοιχη διατηρο�υ-
µενη ποσ�οτητα ε�ιναι η

E ≡
∂L

∂q̇i
q̇i − L . (5.23)

Με �αλλα λ�ογια, συστ�ηµατα που ε�ιναι συµµετρικ�α σε µεταθ�εσει̋ στο χρ�ονο
διατηρο�υν την εν�εργει�α του̋. Για την ακρ�ι1εια, η ποσ�οτητα (5.23) συµπ�ι-
πτει µε την εν�εργεια του συστ�ηµατο̋, κινητικ�η + δυναµικ�η, εφ�οσον η κι-
νητικ�η εν�εργεια περιγρ�αφεται απ�ο την κλασικ�η διγραµµικ�η µορφ�η

1

2
Aij(q)q̇iq̇j

και η δυναµικ�η εν�εργεια ε�ιναι συν�αρτηση µ�ονο των θ�εσεων.
Αυτ�η, λοιπ�ον, ε�ιναι και η βαθ�υτερη αιτ�ια στην οπο�ια οφε�ιλεται η δια-

τ�ηρηση τη̋ εν�εργεια̋ : η οµογ�ενεια του χρ�ονου, το γεγον�ο̋ δηλαδ�η �οτι
καµ�ια χρονικ�η στιγµ�η δεν ξεχωρ�ιζει απ�ο τι̋ �αλλε̋ και ω̋ εκ το�υτου η µε-
τ�αθεση εν�ο̋ συστ�ηµατο̋ στο χρ�ονο αφ�ηνει αναλλο�ιωτη τη Λαγκρανζιαν�η
του συστ�ηµατο̋. Επειδ�η µ�αλιστα σε θεµελι£ωδε̋ επ�ιπεδο αυτ�ο ισχ�υει για
�ολε̋ τι̋ Λαγκρανζιαν�ε̋ των φυσικ£ων συστηµ�ατων, η διατ�ηρηση τη̋ εν�ερ-
γεια̋ �εχει τ�οσο ευρε�ια εφαρµογ�η. �Ισω̋, αν δεν υπ�ηρχε αυτ�η η συµµετρ�ια
των φυσικ£ων συστηµ�ατων σε µεταθ�εσει̋ στο χρ�ονο και οι φυσικο�ι ν�οµοι
�αλλαζαν µε την π�αροδο του χρ�ονου, η φυσικ�η να µην ε�ιχε το χαρακτ�ηρα
επιστ�ηµη̋.

�Ασκηση 5.6. ∆ε�ιξτε �οτι για Λαγκρανζιαν�ε̋ τη̋ µορφ�η̋ΑΣΚΗΣΕΙΣ

L =
1

2
Aij(q)q̇iq̇j − V (q1, q2, . . . , qN )

η ποσ�οτητα τη̋ �εκφραση̋ (5.23) δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο παρ�α η εν�εργεια του συστ�ηµατο̋.
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5.5 Η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα που παρ�αγεται

απ�ο τη συµµετρ�ια στου̋ γαλιλαἰκο�υ̋

µετασχηµατισµο�υ̋

Εκτ�ο̋ απ�ο τι̋ προαναφερθε�ισε̋ οφθαλµοφανε�ι̋ συµµετρ�ιε̋ του Σ�υ-
µπαντο̋ (οµογ�ενεια και ισοτροπ�ια χ£ωρου, οµογ�ενεια χρ�ονου) υπ�αρχει, �ο-
πω̋ �εχουµε αναφ�ερει στο Κεφ�αλαιο 3, και µ�ια συµµετρ�ια που δεν ε�ιναι
γεωµετρικ�η, αλλ�α �εχει �αµεσο φυσικ�ο περιεχ�οµενο : το γεγον�ο̋ �οτι, αν αλ-
λ�αξουµε αδρανειακ�ο σ�υστηµα αναφορ�α̋ και περιγρ�αψουµε την κ�ινηση
του συστ�ηµατο̋ στο ν�εο σ�υστηµα, οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ δεν αλλ�αζουν. Ο
µετασχηµατισµ�ο̋ που αντιστοιχε�ι στη γαλιλαἰκ�η σχετικ�οτητα5 ε�ιναι

~Xi(t) = ~xi(t) + ǫ~vt , (5.24)

�οπου επιλ�εξαµε να γρ�αψουµε τη σχετικ�η ταχ�υτητα των δ�υο εν λ�ογω αδρα-
νειακ£ων συστηµ�ατων ω̋ ǫ~v, £ωστε να µπορο�υµε να τη µετα1�αλλουµε µε Ο µετασχηµατισµ�ο̋ του

Γαλιλα�ιουσυνεχ�η τρ�οπο µ�εσω τη̋ παραµ�ετρου ǫ. Α̋ ελ�εγξουµε στη συν�εχεια αν ο
µετασχηµατισµ�ο̋ αυτ�ο̋ αποτελε�ι συµµετρ�ια τη̋ δρ�αση̋ εν�ο̋ αποµονωµ�ε-
νου µηχανικο�υ συστ�ηµατο̋ αλληλεπιδρ£ωντων σωµατιδ�ιων. Προφαν£ω̋ οι
αποστ�ασει̋ µεταξ�υ των σωµατιδ�ιων δεν θα µετα1ληθο�υν, αν µετα1ο�υµε
σε κ�αποιο �αλλο σ�υστηµα αναφορ�α̋ και συνεπ£ω̋ δεν θα µετα1ληθε�ι ο�υτε
η δυναµικ�η εν�εργεια αλληλεπ�ιδραση̋ µεταξ�υ δ�υο οποιωνδ�ηποτε σωµατι-
δ�ιων. Η κινητικ�η εν�εργεια, �οµω̋, των σωµατιδ�ιων θα µετα1ληθε�ι, αφο�υ

~̇xi → ~̇xi + ǫ~v .

Εποµ�ενω̋, η κινητικ�η εν�εργεια �ολου του συστ�ηµατο̋ θα αλλ�αξει σε

N∑

i=1

1

2
mi~̇x

2

i →

N∑

i=1

1

2
mi~̇x

2

i + ǫ~v ·

N∑

i=1

mi~̇xi + O(ǫ2) . (5.25)

Τον τελευτα�ιο �ορο δεν χρει�αζεται να τον γρ�αψουµε αναλυτικ�α, αφο�υ ε�ιναι
τ�αξη̋O(ǫ2) και εποµ�ενω̋ µα̋ ε�ιναι αδι�αφορο̋ για απειροστο�υ̋ µετασχη-
µατισµο�υ̋. Ταυτ�οχρονα, ο δε�υτερο̋ �ορο̋ (τ�αξη̋ O(ǫ)) στο αν�απτυγµα
τη̋ κινητικ�η̋ εν�εργεια̋ ε�ιναι τ�ελεια χρονικ�η παρ�αγωγο̋ τη̋ ποσ�οτητα̋

ǫ~v ·

N∑

i=1

mi~xi ,

µε αποτ�ελεσµα η αλλαγ�η τη̋ δρ�αση̋ που θα προκ�υψει απ�ο την αλλαγ�η
του συστ�ηµατο̋ αναφορ�α̋ να ε�ιναι µια σταθερ�α που εξαρτ�αται απ�ο το
αρχικ�ο και το τελικ�ο σηµε�ιο τη̋ θεωρο�υµενη̋ διαδροµ�η̋, Η γαλιλαἰκ�η µετα1ολ�η

τη̋ δρ�αση̋5Εδ£ω ο �ορο̋ σχετικ�οτητα χρησιµοποιε�ιται �οπω̋ και στη θεωρ�ια τη̋ σχετικ�οτητα̋ του
Ἀνστ�αιν και δεν σηµα�ινει �οτι “τα π�αντα ε�ιναι σχετικ�α”, �οπω̋ εσφαλµ�ενα παρερµηνε�υε-
ται η θεωρ�ια τη̋ σχετικ�οτητα̋, αλλ�α �οτι παρατηρητ�ε̋ που κινο�υνται ο �ενα̋ σε σχ�εση
µε τον �αλλο παρατηρο�υν ακρι1£ω̋ την �ιδια δυναµικ�η εξ�ελιξη των φυσικ£ων συστηµ�ατων.
Η θεωρ�ια τη̋ σχετικ�οτητα̋ απλ£ω̋ επ�εκτεινε αυτ�η την αρχ�η απ�ο τα µηχανικ�α σε �ολα τα
φυσικ�α συστ�ηµατα, συµπεριλαµ1ανοµ�ενων και των οπτικ£ων φαινοµ�ενων.
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S → S + ǫ~v ·

N∑

i=1

mi[~xi(t2) − ~xi(t1)] . (5.26)

Η ν�εα ποσ�οτητα που προστ�ιθεται στη δρ�αση, �οντα̋ σταθερ�η, δεν αλλοι£ω-
νει τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋, αφο�υ η �ιδια διαδροµ�η του συστ�ηµατο̋ στο χ£ωρο
καθιστ�α και τη ν�εα ανα1αθµονοµηµ�ενη δρ�αση στ�ασιµη. Ο µετασχηµατι-
σµ�ο̋, λοιπ�ον, που εφαρµ�οσαµε µπορε�ι να θεωρηθε�ι µια πιο εκτεταµ�ενη
συµµετρ�ια τη̋ δρ�αση̋· ο µετασχηµατισµ�ο̋ δεν µετα1�αλλει σε πρ£ωτη τ�αξη
τη δρ�αση π�εραν µια̋ σταθερ�α̋. Ποια ε�ιναι, �οµω̋, η αντ�ιστοιχη διατηρο�υ-
µενη ποσ�οτητα που πηγ�αζει απ�ο αυτ�ην τη συµµετρ�ια;Μπορο�υµε να χρη-
σιµοποι�ησουµε απευθε�ια̋ την �εκφραση (5.19) για τη διατηρο�υµενη ποσ�ο-
τητα που κατασκευ�ασαµε στην περ�ιπτωση του γενικο�υ θεωρ�ηµατο̋ τη̋
Noether;Ηαπ�αντηση στο τελευτα�ιο ερ£ωτηµα ε�ιναι αρνητικ�η, αφο�υ ο γαλι-
λαἰκ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ δεν αφ�ηνει εντελ£ω̋ ανεπηρ�εαστη τη δρ�αση. Αν
συνδυ�ασουµε τη συγκεκριµ�ενη αλλαγ�η τη̋ δρ�αση̋ µε εκε�ινη που προκ�υ-
πτει απ�ο �ενα γενικ�ο µετασχηµατισµ�ο σε πρ£ωτη τ�αξη ω̋ προ̋ ǫ (βλ. σχ�ε-ση
(5.18)), λαµ1�ανουµε

d

dt

[
~v ·

N∑

i=1

mi~xi

]
=

d

dt

[
~Ki ·

∂L

∂~̇xi

+

(
L −

∂L

∂~̇xi

· ~̇xi

)
τ

]
. (5.27)

Ο γαλιλαἰκ�ο̋ µετασχηµατισµ�ο̋ περιγρ�αφεται απ�ο του̋ γενν�ητορε̋ ~Ki =
~vt και τ = 0. �Ετσι, η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα ε�ιναι η

~v ·
N∑

i=1

mi~xi − ~v ·
N∑

i=1

mi~̇xit = ~v ·
(
M ~XKM − t ~PKM

)
. (5.28)

Σε αυτ�η την �εκφραση �εχουµε αντικαταστ�ησει τα αθρο�ισµατα µε τι̋ αντ�ι-
στοιχε̋ εκφρ�ασει̋ για τη θ�εση και την ορµ�η του κ�εντρου µ�αζα̋ του συστ�η-
µατο̋. Αν επιπλ�εον λ�α1ουµε υπ�οψη �οτι η σχετικ�η ταχ�υτητα ~v που θεω-
ρ�ησαµε µεταξ�υ των συστηµ�ατων αναφορ�α̋ ε�ιναι αυθα�ιρετη, συµπερα�ι-
νουµε πω̋ η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα που αναλογε�ι στου̋ γαλιλαἰκο�υ̋
µετασχηµατισµο�υ̋ ε�ιναι το δι�ανυσµαΤι διατηρε�ιται ω̋

αποτ�ελεσµα τη̋

γαλιλαἰκ�η̋

συµµετρ�ια̋;

M ~XKM − t ~PKM , (5.29)

η σταθερ�οτητα του οπο�ιου εκφρ�αζει την οµαλ�η κ�ινηση του κ�εντρου µ�α-
ζα̋ µε ταχ�υτητα ~PKM/M . Η διατηρο�υµενη αυτ�η ποσ�οτητα δεν φα�ινεται
να εµπερι�εχει καµ�ια επιπλ�εον πληροφορ�ια εκτ�ο̋ απ�ο αυτ�η που πηγ�αζει
απ�ο τη διατ�ηρηση τη̋ ορµ�η̋ του συστ�ηµατο̋. Ο λ�ογο̋ ε�ιναι �οτι ο χρ�ονο̋
στη νευτ£ωνεια µηχανικ�η ε�ιναι απ�ολυτο̋ και εποµ�ενω̋ ο γαλιλαἰκ�ο̋ µετα-
σχηµατισµ�ο̋ ε�ιναι ισοδ�υναµο̋ µε τη χωρικ�η µετ�αθεση. �Ετσι, οι δ�υο µε-
τασχηµατισµο�ι οδηγο�υν σε ισοδ�υναµε̋ διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋. Παρ�α
τα�υτα, η ν�εα ποσ�οτητα (5.29) �εχει πολ�υ πιο σαφ�ε̋ και ξεχωριστ�ο φυσικ�ο
ν�οηµα στη σχετικ�οτητα, �οπου παρουσι�αζεται ω̋ συνιστ£ωσα τη̋ γενικευ-
µ�ενη̋ στροφορµ�η̋ στο χωρ�οχρονο (βλ. Κεφ�αλαιο 6).
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�Ασκηση 5.7. Π�οσε̋ συνολικ�α διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ �εχουµε για �ενα σ�υστηµα ΑΣΚΗΣΕΙΣ
αλληλεπιδρ£ωντων σωµατιδ�ιων; Ποιοι ε�ιναι οι γενν�ητορε̋ των αντ�ιστοιχων µετασχηµα-
τισµ£ων; Ελ�εγξτε αν �ολοι οι γενν�ητορε̋, που αποτελο�υνται απ�ο χωρικ�ο και απ�ο χρονικ�ο
µ�ερο̋, αντιµετατ�ιθενται µεταξ�υ του̋, δηλαδ�η αν η σειρ�α µε την οπο�ια ενεργο�υν αυτο�ι οι
γενν�ητορε̋ �εχει σηµασ�ια. Γρ�αψτε το µετασχηµατισµ�ο που µα̋ µεταφ�ερει απ�ο�ενα αδρα-
νειακ�ο σ�υστηµα Σ1 µε καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ σε �ενα �αλλο Σ2, το οπο�ιο (α) κινε�ιται
µε ταχ�υτητα v σε σχ�εση µε το πρ£ωτο κατ�α µ�ηκο̋ του �αξονα z1, (β) τα ρολ�ογια τουΣ2 δεν
ε�ιναι συγχρονισµ�ενα µε του Σ1 αλλ�α “π�ανε π�ισω” σε σχ�εση µε τα ρολ�ογια του Σ1 κατ�α
σταθερ�ο ∆τ , (γ) οι αρχ�ε̋ των αξ�ονων του̋ δεν συν�επιπταν, �οταν το ρολ�οι του πρ£ωτου
�εδειχνε t1 = 0, αλλ�α �ηταν µετατοπισµ�ενε̋ κατ�α ∆~x, και (δ) οι αντ�ιστοιχοι �αξον�ε̋ του̋
δεν ε�ιναι παρ�αλληλοι αφο�υ οι �αξονε̋ του δε�υτερου ε�ιναι στραµµ�ενοι κατ�α 90◦ γ�υρω απ�ο
τον �αξονα z1 σε σχ�εση µε του̋ �αξονε̋ του πρ£ωτου. Προσ�εξτε π£ω̋ θα γρ�αψετε τη στροφ�η
του µετασχηµατισµο�υ, αφο�υ αυτ�η δεν ε�ιναι απειροστ�η αλλ�α πεπερασµ�ενη.

5.6 Γενικ�α σχ�ολια

�Εχοντα̋ αναλ�υσει του̋ γαλιλαἰκο�υ̋ µετασχηµατισµο�υ̋ ε�ιµαστε πια Ποια διατηρο�υµενη

ποσ�οτητα συνεπ�αγεται

η γενικ�οτερη συµµετρ�ια

τη̋ δρ�αση̋;

σε θ�εση να διατυπ£ωσουµε το γενικ�ο θε£ωρηµα τη̋Noetherπου συνδ�εει συµ-
µετρ�ιε̋ και διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋, �οταν αναφερ�οµαστε σε διακριτ�α
µηχανικ�α συστ�ηµατα, δηλαδ�η σε συστ�ηµατα που αποτελο�υνται απ�ο πε-
περασµ�ενο πλ�ηθο̋ σωµατιδ�ιων.

Ε�αν�ενα̋ απειροστ�ο̋ συνεχ�η̋ µετασχηµατισµ�ο̋ των χωροχρο-
νικ£ων συντεταγµ�ενων εν�ο̋ συστ�ηµατο̋ µε γενν�ητορε̋Ki (i =
1, 2, . . . , N) των γενικευµ�ενων συντεταγµ�ενων και τ του χρ�ο-
νου αλλ�αζει τη δρ�αση του συστ�ηµατο̋ το πολ�υ κατ�α το ολο-
κλ�ηρωµα µ�ια̋ τ�ελεια̋ χρονικ�η̋ παραγ£ωγου dG(q, t)/dt, τ�οτε
υπ�αρχει µια ποσ�οτητα η οπο�ια διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση
του συστ�ηµατο̋. Αυτ�η ε�ιναι η

Ki
∂L

∂q̇i
+

(
L −

∂L

∂q̇i
q̇i

)
τ − G . (5.30)

Η καινο�υργια αυτ�η ποσ�οτητα G που αφαιρε�ιται απ�ο τη διατηρο�υµενη
ποσ�οτητα που κατασκευ�ασαµε παραπ�ανω (βλ. σχ�εση (5.19)) ε�ιναι απλ£ω̋
συν�επεια του γεγον�οτο̋ �οτι οι δ�υο δρ�ασει̋, προ και µετ�α το µετασχηµα-
τισµ�ο, δεν συµπ�ιπτουν, �οπω̋ στη (5.17), αλλ�α διαφ�ερουν κατ�α το ολο-
κλ�ηρωµα τη̋ τ�ελεια̋ χρονικ�η̋ παραγ£ωγου dG/dt. �Ετσι, η µετα1ολ�η τη̋
δρ�αση̋, αντ�ι να ισο�υται µε τη µετα1ολ�η τη̋ ποσ�οτητα̋ εντ�ο̋ των τετρ�α-
γωνων αγκυλ£ων τη̋ σχ�εση̋ (5.19), ισο�υται µε τη µετα1ολ�η τη̋ G. Εξι-
σ£ωνοντα̋ αυτ�ε̋ τι̋ δ�υο χρονικ�ε̋ παραγ£ωγου̋, συµπερα�ινουµε �οτι η δια-
φορ�α των δ�υο ποσοτ�ητων ε�ιναι µια σταθερ�α.
Το θε£ωρηµα τη̋ Noether, �οπω̋ διατυπ£ωθηκε απ�ο την �ιδια, αναφ�ερε-

ται σε πεδ�ια και �οχι σε διακριτ�α συστ�ηµατα· αυτ�ο̋ εξ�αλλου ε�ιναι και ο



132 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 5. ΣΥΜΜΕΤΡΙΕΣ - ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΗΣ NOETHER

λ�ογο̋ που συναντ�αµε το θε£ωρηµα τη̋ Noether κυρ�ιω̋ σε βι1λ�ια θεωρι£ων
πεδ�ιου. οµαδοθεωρητικ£ων συµµετρι£ων τη̋ δρ�αση̋ πεδ�ιων µε αντ�ιστοιχε̋Θε£ωρηµα τη̋ Noether

και πεδ�ια διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋, �οπω̋ για παρ�αδειγµα η συµµετρ�ια βαθµ�ιδα̋
U(1) του ηλεκτροµαγνητικο�υ πεδ�ιου, η οπο�ια σχετ�ιζεται µε τη διατ�ηρηση
του φορτ�ιου. Η επ�εκταση τη̋ εφαρµογ�η̋ του θεωρ�ηµατο̋ τη̋ Noether σε
διακριτ�α συστ�ηµατα ε�ιναι �αµεση και οδηγε�ι µε σχετικ�α απλ�ο τρ�οπο στη
σ�υνδεση των γνωστ£ων απ�ο τη µηχανικ�η διατηρο�υµενων ποσοτ�ητων µε τι̋
συµµετρ�ιε̋ του Σ�υµπαντο̋, προσδ�ιδοντα̋ στι̋ πρ£ωτε̋ βαθ�υτερο ν�οηµα.
Αξ�ιζει να αναφερθε�ι �οτι η Noether, δουλε�υοντα̋ π�ανω στο οµ£ωνυµοNoether και γενικ�η

σχετικ�οτητα θε£ωρηµα, �εδωσε απαντ�ησει̋ σε δ�υσκολα νοητικ�α προ1λ�ηµατα που εµφα-
ν�ιστηκαν τα πρ£ωτα χρ�ονια µετ�α το 1915, �οταν ο Hilbert και ο Ἀνστ�αιν,
σχεδ�ον ταυτ�οχρονα, αλλ�α ανεξ�αρτητα ο �ενα̋ απ�ο τον �αλλο, διατ�υπωσαν
τη γενικ�η θεωρ�ια τη̋ σχετικ�οτητα̋. Παρ�αδειγµα εν�ο̋ τ�ετοιου προ1λ�ηµα-
το̋ �ηταν η φαιν�οµενη µη διατ�ηρηση τοπικ�α τη̋ εν�εργεια̋ και τη̋ ορµ�η̋.
ΗNoether �οχι µ�ονο �εδειξε π£ω̋ θα πρ�επει να αναδιατυπωθο�υν οι αντ�ιστοι-
χοι ν�οµοι διατ�ηρηση̋ στη σχετικ�οτητα, αλλ�α και κατασκε�υασε �αλλο �ενα
διαφωτιστικ�ο, αν�αλογο µε τη σχετικ�οτητα, παρ�αδειγµα �οπου η νευτ£ωνεια
µορφ�η των ν�οµων διατ�ηρηση̋ δεν �ισχυε.
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5.7 Προ1λ�ηµατα

1. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η που δι�επει τη φυσικ�η κ�ινηση σωµατιδ�ιου
στο οµογεν�ε̋ και κατακ�ορυφο πεδ�ιο βαρ�υτητα̋. Υπολογ�ιστε τη συ-
ν�αρτηση τη̋ δρ�αση̋ που αντιστοιχε�ι στη φυσικ�η κ�ινηση συναρτ�ησει
τη̋ αρχικ�η̋ θ�εση̋ z1 και του χρ�ονου t1 και τη̋ τελικ�η̋ θ�εση̋ z2 και
του χρ�ονου t2. Απ�ο την �εκφραση αυτ�η προσδιορ�ιστε τι̋ συµµετρ�ιε̋
τη̋ δρ�αση̋ και τι̋ αντιστοιχο�υσε̋ διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ στη πε-
ρ�ιπτωση αυτ�η καθ£ω̋ και στην ειδικ�η περ�ιπτωση που δεν υπ�αρχει
πεδ�ιο βαρ�υτητα̋ (g = 0).

2. Θεωρ�ηστε τη Λαγκρανζιαν�η ελε�υθερου σωµατιδ�ιου στο ιδι�οµορφο
Σ�υµπαν που συναντ�ησαµε στο Πρ�ο1ληµα 3 του Κεφαλα�ιου 3, στο
οπο�ιο η ισοτροπ�ια περιορ�ιζεται σε διευθ�υνσει̋ µ�ονο γ�υρω απ�ο τον
�αξονα z. Σκεφτε�ιτε ποιοι µετασχηµατισµο�ι συντεταγµ�ενων αποτε-
λο�υν συµµετρ�ιε̋ τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ και στη συν�εχεια βρε�ιτε τι̋ αντ�ι-
στοιχε̋ διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋.

3. Κατασκευ�αστε τι̋ ισοδρασικ�ε̋ καµπ�υλε̋ (καµπ�υλε̋ σταθερ�η̋ δρ�α-
ση̋) σε �ενα δι�αγραµµα x− t για �ενα ελε�υθερο σωµατ�ιδιο που κινε�ι-
ται σε µ�ια δι�ασταση και τη χρονικ�η στιγµ�η t = 0 βρ�ισκεται στη θ�εση
x = 0. Σε αυτ�ο το δι�αγραµµα �εχει ν�οηµα να υπολογ�ισει κανε�ι̋ τη
δρ�αση µ�ονο για τι̋ φυσικ�ε̋ διαδροµ�ε̋ που µπορε�ι να ακολουθ�ησει
το σωµατ�ιδιο. Μπορε�ιτε να το δικαιολογ�ησετε αυτ�ο;Αν, τ£ωρα, θεω-
ρ�ησουµε �εναν απειροστ�ο µετασχηµατισµ�ο τη̋ θ�εση̋ και του χρ�ονου

x → x′ = x
(
1 +

ǫ

2

)
, t → t′ = t(1 + ǫ) ,

παρατηρο�υµε �οτι η δρ�αση δεν µετα1�αλλεται σε πρ£ωτη τ�αξη ω̋ προ̋
ǫ. Αποδε�ιξτε �οτι αυτ�ο συµ1α�ινει, υπολογ�ιζοντα̋ απευθε�ια̋ τη µετα-
1ολ�η τη̋ δρ�αση̋ ελε�υθερου σωµατιδ�ιου σε πρ£ωτη τ�αξη ω̋ προ̋ ǫ.
Υπ�ο την πρὁπ�οθεση �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ αυτ�ο̋ αφ�ηνει αναλλο�ι-
ωτη τη δρ�αση υπολογ�ιστε την αντ�ιστοιχη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα.
Τι φυσικ�ο ν�οηµα �εχει αυτ�η η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα;

4. Θεωρ�ηστε µ�ια Λαγκρανζιαν�η τη̋ µορφ�η̋ L = a(ẋ/x)2. Ε�ιναι ε�υ-
κολο να παρατηρ�ησει κανε�ι̋ �οτι η Λαγκρανζιαν�η αυτ�η ε�ιναι συµµε-
τρικ�η σε µετασχηµατισµο�υ̋ τη̋ µορφ�η̋ x → x′ = x(1+ǫ). Υπολογ�ι-
στε την αντ�ιστοιχη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα και στη συν�εχεια βρε�ιτε
µ�εσω αυτ�η̋ την εξ�ισωση κ�ινηση̋. ∆οκιµ�αστε να βρε�ιτε την εξ�ισωση
κ�ινηση̋ απ�ο την εξ�ισωση Euler - Lagrange. Ποιο̋ ε�ιναι ο ευκολ�οτε-
ρο̋ τρ�οπο̋;

5. ∆�υο σωµατ�ιδια ε�ιναι υποχρεωµ�ενα να κινο�υνται στην επιφ�ανεια
µια̋ σφα�ιρα̋ µε ακτ�ινα 1. Τα δ�υο σωµατ�ιδια ε�ιναι συνδεδεµ�ενα µε-
ταξ�υ του̋ µε ελατ�ηριο σταθερ�α̋ k, το οπο�ιο κε�ιται επ�ι τη̋ σφα�ι-
ρα̋ και �εχει µηδενικ�ο φυσικ�ο µ�ηκο̋. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η του
συστ�ηµατο̋ σε σφαιρικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ και δε�ιξτε �οτι ε�ιναι συµµε-
τρικ�η σε µετασχηµατισµο�υ̋ των αζιµουθιακ£ων γωνι£ων φi → φ′

i =
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φi + ǫ, �οπου i = 1, 2 ο δε�ικτη̋ του εκ�αστοτε σωµατιδ�ιου. Ποια ε�ι-
ναι η αντ�ιστοιχη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα; Ποια ε�ιναι η φυσικ�η τη̋
σηµασ�ια;

6. Η εξ�ισωση κ�ινηση̋ του ισ�οτροπου αρµονικο�υ ταλαντωτ�η µε απ�ο-
σ1εση m~̈x + 2γ~̇x + k~x = ~0 ε�ιναι αναλλο�ιωτη στι̋ στροφ�ε̋. ∆ια-
τηρε�ιται η στροφορµ�η ~L = ~x × ~p; Γρ�αψτε την εξ�ισωση εξ�ελιξη̋ τη̋
στροφορµ�η̋ και λ�υστε την. Αποδε�ιξτε �οτι µια Λαγκρανζιαν�η που
παρ�αγει τη δυναµικ�η του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι η

L = e2γt/m 1

2
(m~̇x2 − k~x2) .

Η Λαγκρανζιαν�η αυτ�η, �οπω̋ φα�ινεται, ε�ιναι συµµετρικ�η σε στρο-
φ�ε̋. Μ�ηπω̋ διατηρε�ιται, λοιπ�ον, η στροφορµ�η; Εφαρµ�οζοντα̋ το
θε£ωρηµα τη̋Noether προσδιορ�ιστε τη διατηρο�υµενη ποσ�οτητα που
αντιστοιχε�ι σε αυτ�η τη συµµετρ�ια.

7. ∆�υο σωµατ�ιδια αλληλεπιδρο�υν µε νευτ£ωνειο δυναµικ�ο και βρ�ισκο-
νται υπ�ο την επ�ιδραση εξωτερικο�υ δυναµικο�υ τη̋ µορφ�η̋ V (ρ, z −
αθ), �οπου (ρ, θ, z) κυλινδρικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋. Γρ�αψτε τη Λαγκραν-
ζιαν�η και προσδιορ�ιστε τι̋ διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋.

8. Ο Feynman στο περ�ιφηµο βι1λ�ιο του "Lectures on Physics" περιγρ�α-
φει το εξ�η̋ παρ�αδοξο : �ενα̋ δ�ισκο̋ µπορε�ι να περιστρ�εφεται ελε�υ-
θερα γ�υρω απ�ο τον κατακ�ορυφο �αξον�α του. Στην περιφ�ερεια του
δ�ισκου και σε σταθερ�η απ�οσταση η µια απ�ο την �αλλη ε�ιναι τοπο-
θετηµ�ενε̋ µια σειρ�α απ�ο �οµοιε̋ θετικ�α φορτισµ�ενε̋ σφα�ιρε̋. Στο
κ�εντρο του δ�ισκου ε�ιναι στερεωµ�ενο �ενα πην�ιο απ�ο υπεραγ£ωγιµο
υλικ�ο, το οπο�ιο διαρρ�εεται απ�ο ρε�υµα. Αυξ�ανοντα̋ τη θερµοκρα-

σ�ια του περι1�αλλοντο̋, το υπεραγ£ωγιµο πην�ιο αποκτ�α αντ�ισταση ο-
π�οτε σ�υντοµα το ρε�υµα καταργε�ιται. Το πρ£ωην σταθερ�ο µαγνητικ�ο
πεδ�ιο αλλ�αζει και η αλλαγ�η αυτ�η συνεπ�αγεται την εµφ�ανιση ηλε-
κτρικο�υ πεδ�ιου που ασκ£ωντα̋ ροπ�η στι̋ φορτισµ�ενε̋ σφα�ιρε̋ θ�ετει
το δ�ισκο σε περιστροφ�η. Απ�ο την �αλλη πλευρ�α η στροφορµ�η του
δ�ισκου δεν πρ�επει να µετα1�αλλεται απ�ο τη στιγµ�η που δεν υπ�αρχει
εξωτερικ�ο πεδ�ιο δυν�αµεων. Θα αρχ�ισει, λοιπ�ον, να περιστρ�εφεται
ο δ�ισκο̋ �η �οχι; Αντιµετωπ�ιστε το πρ�ο1ληµα ω̋ εξ�η̋ : (α) Θεωρ�ηστε
το δ�ισκο και το πην�ιο α1αρ�η και υποθ�εστε �οτι ολ�οκληρη η µ�αζα του
συστ�ηµατο̋ βρ�ισκεται στι̋ φορτισµ�ενε̋ σφα�ιρε̋, οι οπο�ιε̋ ε�ιναι το-
ποθετηµ�ενε̋ στην περιφ�ερεια του δ�ισκου. Η θε£ωρηση αυτ�η απλ£ω̋
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διαφοροποιε�ι την τιµ�η τη̋ ροπ�η̋ αδρ�ανεια̋ του δ�ισκου χωρ�ι̋ να αλ-
λοι£ωνει τη φυσικ�η του συστ�ηµατο̋. Γρ�αψτε σε κυλινδρικ�ε̋ συντε-
ταγµ�ενε̋ τη Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατο̋, λαµ1�ανοντα̋ υπ�οψη
την αξονικ�η συµµετρ�ια του και αγνο£ωντα̋ το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο των
σφαιρ£ων, το οπο�ιο εξ�αλλου θα παρ�εµενε σταθερ�ο κατ�α την περι-
στροφ�η του δ�ισκου, αν αντικαθιστο�υσαµε τι̋ σφα�ιρε̋ µε �ενα συνεχ�η
φορτισµ�ενο δακτ�υλιο. (β) Η γων�ια περιστροφ�η̋ ε�ιναι κυκλικ�η µε-
τα1λητ�η. Ποια ποσ�οτητα διατηρε�ιται ω̋ συν�επεια αυτο�υ; (γ) ∆ια-
τηρε�ιται η κλασικ�η στροφορµ�η του δ�ισκου; Τι θα συµ1ε�ι, �οταν το
ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο µαζ�ι µε το µαγνητικ�ο πεδ�ιο εξαφανιστο�υν;

9. Το αντ�ιστροφο του θεωρ�ηµατο̋ τη̋ Noether. Μ�εχρι τ£ωρα �εχουµε
θεωρ�ησει µετασχηµατισµο�υ̋ τη̋ µορφ�η̋ qǫ

i = qi + ǫKi(q, t). Αυτο�ι
οι µετασχηµατισµο�ι λ�εγονται σηµειακο�ι. Μπορο�υµε �οµω̋ να θεω-
ρ�ησουµε και γενικ�οτερου̋ µετασχηµατισµο�υ̋ τη̋ µορφ�η̋ qǫ

i = qi +
ǫKi(q, q̇, t), που εξαρτ£ωνται και απ�ο το q̇. Καλε�ιστε να αποδε�ιξετε
�οτι κ�αθε διατηρο�υµενη ποσ�οτητα προκ�υπτει απ�ο µ�ια συµµετρ�ια τη̋
Λαγκρανζιαν�η̋ στου̋ γενικ�οτερου̋ µετασχηµατισµο�υ̋ qǫ

i = qi +
ǫKi(q, q̇, t). (α)∆ε�ιξτε �οτι ο µετασχηµατισµ�ο̋ τη̋ µετ�αθεση̋ του χρ�ο-
νου qǫ

i (t) = qi(t + ǫ) ε�ιναι στην ουσ�ια �ενα̋ τ�ετοιο̋ γενικ�ο̋ µετα-
σχηµατισµ�ο̋, ο οπο�ιο̋ στην περ�ιπτωση των χρονοανεξ�αρτητων Λα-
γκρανζιαν£ων οδηγε�ι στη διατ�ηρηση τη̋ εν�εργεια̋. (β)Η γενικ�η δια-
τ�υπωση του θεωρ�ηµατο̋ τη̋Noether ε�ιναι �οτι, αν υπ�αρχει µ�ια ǫ-οικο-
γ�ενεια µετασχηµατισµ£ων µε την ιδι�οτητα

∂Lǫ

∂ǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

=
dG

dt
,

για κ�αποια G(q, q̇, t), τ�οτε η ποσ�οτητα

F = G − pi
∂qǫ

i

∂ǫ

∣∣∣∣
ǫ=0

διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση. Αποδε�ιξτε τ£ωρα �οτι, αν η ποσ�οτητα F
διατηρε�ιται κατ�α την κ�ινηση, τ�οτε η ǫ-οικογ�ενεια µετασχηµατισµ£ων
Ki(q, q̇, t) που προκ�υπτει απ�ο τη λ�υση των γραµµικ£ων εξισ£ωσεων

∂2L

∂q̇i∂q̇j

Ki = −
∂F

∂q̇j

,

παρ�αγει µια (ηµι)συµµετρ�ια τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋.

10. Το �ανυσµα Runge-Lenz. Σωµατ�ιδιο µ�αζα̋ m κινε�ιται στο κεντρικ�ο
δυναµικ�ο V = −k/|~x|. Αποδε�ιξτε κατευθε�ιαν απ�ο τι̋ εξισ£ωσει̋ κ�ι-

νηση̋ �οτι διατηρε�ιται η στροφορµ�η του σωµατιδ�ιου ~L ω̋ προ̋ το
κ�εντρο τη̋ δ�υναµη̋ καθ£ω̋ επ�ιση̋ και το �ανυσµα Runge-Lenz

~A = ~p × ~L − km
~x

|~x|
.
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Αποδε�ιξτε �οτι το σωµατ�ιδιο κινε�ιται επ�ι σταθερο�υ επιπ�εδου και �οτι
το ~A κε�ιται επ�ι αυτο�υ του επιπ�εδου. Υπολογ�ιστε το ~x · ~A και δε�ιξτε
�οτι το σωµατ�ιδιο διαγρ�αφει στο επ�ιπεδο αυτ�ο την κωνικ�η τοµ�η

|~x| =
|~L|2

mk(1 + e cos θ)
,

µε εκκεντρ�οτητα

e =
| ~A|

mk
.

Ποια ε�ιναι η διε�υθυνση του ~A; Ποια ε�ιναι η φυσικ�η σηµασ�ια του ~A;

Χρησιµοποι�ηστε το προηγο�υµενο πρ�ο1ληµα για να προσδιορ�ισετε
το µετασχηµατισµ�ο-συµµετρ�ια που παρ�αγει τη διατ�ηρηση του αν�υ-
σµατο̋ Runge-Lenz.

11. Θεωρ�ηστε τον τρισδι�αστατο ισ�οτροπο αρµονικ�ο ταλαντωτ�η µε Λα-
γκρανζιαν�η

L =
m

2
|~̇x|2 −

k

2
|~x|2 .

Αποδε�ιξτε �οτι οι εξ�η̋ 6 (γιατ�ι 6 και �οχι 9;) ποσ�οτητε̋ διατηρο�υνται :

Fij =
m

2
ẋiẋj +

k

2
xixj .

Προσδιορ�ιστε του̋ µετασχηµατισµο�υ̋-συµµετρ�ιε̋ που οδηγο�υν στη
διατ�ηρηση αυτ£ων των ποσοτ�ητων.


