
Κεφ�αλαιο 7

Παραδε�ιγµατα Λαγκρανζιαν£ων
Συναρτ�ησεων

“Σκο�υπε̋ σκουπ�ακια
ρουφηχτ�ηρια φτερ�α τιναχτ�ηρια

ξεσκον�οπανα κουρελ�οπανα κλ�οουν
θ�ορυ1οι και τρ�οποι ακρο1�ατε̋,
µαστ�ιγιο π�εφτουν οι κιν�ησει̋
π�ανω στην κατοικ�ιδια σκ�ονη”

Κικ�η ∆ηµουλ�α

Σε το�υτο το κεφ�αλαιο θα κατασκευ�ασουµε τη λαγκρανζιαν�η συν�αρ-
τηση για µια σειρ�α απ�ο πολ�υ διαφορετικ�α φυσικ�α µηχανικ�α συστ�ηµατα,
απ�ο παιδικ�α παιχν�ιδια �εω̋ κοσµολογικ�α µοντ�ελα. Στ�οχο̋ µα̋ εδ£ω δεν
ε�ιναι τ�οσο η επ�ιδειξη τη̋ απλοπο�ιηση̋ και τη̋ γεν�ικευση̋ που προσφ�ε-
ρει ο λαγκρανζιαν�ο̋ φορµαλισµ�ο̋ –αυτ�ο εξ�αλλου ε�ιναι �ενα θ�εµα το οπο�ιο
�εχουµε συζητ�ησει διεξοδικ�α σε προηγο�υµενα κεφ�αλαια– �οσο η παρουσ�ι-
αση των τεχνικ£ων που χρησιµοποιε�ι κανε�ι̋ για να κατασκευ�ασει λαγκραν-
ζιαν�ε̋ συναρτ�ησει̋ σε πολ�υ ετερ�οκλητη̋ προ�ελευση̋ συστ�ηµατα, καθ£ω̋
επ�ιση̋ και η ακ�ολουθη αν�αλυση τη̋ εξ�ελιξη̋ του συστ�ηµατο̋ µ�εσω των
εξισ£ωσεων Euler - Lagrange. Ε�υκολα συνειδητοποιε�ι κανε�ι̋ �οτι η δυσκο-
λ�ια επ�ιλυση̋ εν�ο̋ µηχανικο�υ προ1λ�ηµατο̋ εστι�αζεται αποκλειστικ�α στη
γραφ�η τη̋ σχετικ�η̋ µε αυτ�ο Λαγκρανζιαν�η̋. Επιπλ�εον, κ�αποιε̋ διατη-
ρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ αναδεικν�υονται �αµεσα απ�ο τη µορφ�η τη̋ �ιδια̋ τη̋
Λαγκρανζιαν�η̋ και µπορο�υν να βοηθ�ησουν στην ευκολ�οτερη ε�υρεση των
εξισ£ωσεων κ�ινηση̋.

7.1 Ισ�οτροπο̋ και ανισ�οτροπο̋ αρµονικ�ο̋

ταλαντωτ�η̋ σε 2 διαστ�ασει̋

�Ενα σωµατ�ιδιο κινε�ιται στο επ�ιπεδο υπ�ο την επ�ιδραση ελκτικ�η̋ δ�υ-
ναµη̋ αν�αλογη̋ τη̋ απ�οσταση̋ του σωµατιδ�ιου απ�ο κ�αποιο σηµε�ιο του
χ£ωρου. Σε �ενα καρτεσιαν�ο σ�υστηµα συντεταγµ�ενων µε αρχ�η το ελκτικ�ο
κ�εντρο, η Λαγκρανζιαν�η του σωµατιδ�ιου δ�ιδεται απ�ο τη διαφορ�α µεταξ�υ
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Σχ�ηµα 7.1: (α) Η τροχι�α εν�ο̋ ισ�οτροπου ταλαντωτ�η ε�ιναι ελλειπτικ�η (εδ£ω ω = 1 και
x = cos t, y = cos(t + π/3). (β) Η περιοδικ�η τροχι�α ανισ�οτροπου ταλαντωτ�η µε ωx = 1
και ωy = 2 (x = cos t, y = cos(2t+π/3)). (γ)Περιοδικ�η τροχι�α ανισ�οτροπου ταλαντωτ�η
µε ωx = 2 και ωy = 3 (x = cos 2t, y = cos(3t + π/3)). (δ) Ψευδο-περιοδικ�η τροχι�α
ανισ�οτροπου ταλαντωτ�η µε ωx = 1 και ωy = (2)1/4 (x = cos t, y = cos((2)1/4t + π/3)).
Με την π�αροδο του χρ�ονου η τροχι�α θα καλ�υψει πυκν�α �ολα τα σηµε�ια του ορθογων�ιου.

τη̋ κινητικ�η̋ και τη̋ δυναµικ�η̋ του εν�εργεια̋

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) −

1

2
k(x2 + y2) . (7.1)

Η ισοτροπ�ια του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η κρ�υ1εται στον κοιν�ο συντελεστ�η
σκληρ�οτητα̋ k και στι̋ δ�υο κατευθ�υνσει̋ x, y και η Λαγκρανζιαν�η αυτ�η
αναφ�ερεται ω̋ Λαγκρανζιαν�η εν�ο̋ ισ�οτροπου ταλαντωτ�η σε δ�υο διαστ�α-
σει̋. Οι δ�υο εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange ε�ιναι οι

mẍ+ kx = 0 , mÿ + ky = 0 . (7.2)

Εκτελο�υνται, δηλαδ�η, δ�υο ανεξ�αρτητε̋ ταλαντ£ωσει̋ µε την �ιδια συχν�ο-
τητα ω =

√

k/m

x = A cos(ωt+ θ0) , y = B cos(ωt+ φ0) .

Οι σταθερ�ε̋ A,B, θ0 και φ0 προσδιορ�ιζονται απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋. Η
ισ�οτητα των δ�υο συχνοτ�ητων που πηγ�αζει απ�ο την ισοτροπ�ια του αρµο-
νικο�υ ταλαντωτ�η οδηγε�ι σε ελλειπτικ�ε̋ τροχι�ε̋ στο επ�ιπεδο (x, y), �οπω̋
φα�ινεται στο Σχ�ηµα 7.1(α).
�Ισω̋, να φαιν�οταν πιο κατ�αλληλη η χρ�ηση πολικ£ων συντεταγµ�ενων

για την κατασκευ�η τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ εν�ο̋ τ�ετοιου συστ�ηµατο̋, αφο�υ η
δυναµικ�η εν�εργεια εξαρτ�αται µ�ονο απ�ο την απ�οσταση r (r =

√

x2 + y2)
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και �οχι απ�ο τη γων�ια θ, �οπω̋ συµ1α�ινει µε �ολε̋ τι̋ κεντρικ�ε̋ δυν�αµει̋.
Χρησιµοποι£ωντα̋ το τ�εχνασµα του Landau, ε�ιναι ε�υκολο να αποδε�ιξουµε
�οτι η Λαγκρανζιαν�η σε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι

L =
1

2
m(ṙ2 + r2θ̇2) −

1

2
kr2 . (7.3)

Ηαπουσ�ια τη̋ συντεταγµ�ενη̋ θ απ�ο τηΛαγκρανζιαν�η σηµα�ινει αυτ�οµατα
τη διατ�ηρηση τη̋ αντ�ιστοιχη̋ ορµ�η̋ ∂L/∂θ̇ –στην προκειµ�ενη περ�ιπτωση
τη̋ στροφορµ�η̋mr2θ̇–, αφο�υ η εξ�ισωση Euler - Lagrange που αντιστοιχε�ι
σε αυτ�η τη συντεταγµ�ενη λαµ1�ανει την απλ�η µορφ�η

d

dt
(mr2θ̇) = 0 . (7.4)

�Οσο για την ακτινικ�η εξ�ισωση Euler - Lagrange αυτ�η ε�ιναι µια δ�υσκολα
επιλ�υσιµη διαφορικ�η εξ�ισωση δε�υτερη̋ τ�αξη̋

mr̈ −mrθ̇2 + kr = 0 ,

η οπο�ια απλοποιε�ιται και λαµ1�ανει τη µορφ�η

mr̈ −
L2

mr3
+ kr = 0 ,

αν εκµεταλλευτο�υµε τη διατ�ηρηση τη̋ στροφορµ�η̋ L = mr2θ̇. Η περ�ι-
πλοκη µορφ�η τη̋ ακτινικ�η̋ εξ�ισωση̋ οφε�ιλεται στο γεγον�ο̋ �οτι ε�ιναι δ�υ-
σκολη η περιγραφ�η µια̋ �ελλειψη̋ σε πολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ µε το κ�εντρο
τη̋ �ελλειψη̋ να βρ�ισκεται στην αρχ�η των αξ�ονων.
Το παρ�αδειγµα αυτ�ο καταδεικν�υει �οτι η επιλογ�η του συστ�ηµατο̋ συ-

ντεταγµ�ενων µπορε�ι να καταστ�ησει την ε�υρεση τη̋ τροχι�α̋ εν�ο̋ φυσικο�υ
συστ�ηµατο̋ ευκολ�οτερη �η δυσκολ�οτερη. Ταυτ�οχρονα, �οµω̋, µπορε�ι να
αναδε�ιξει �αµεσα κ�αποια συµµετρ�ια του φυσικο�υ συστ�ηµατο̋ –εδ£ω τη µη
εξ�αρτηση τη̋ Λαγκρανζιαν�η̋ απ�ο τη γων�ια θ– η οπο�ια �οπω̋ ε�ιδαµε συν-
δ�εεται π�αντοτε µε µια διατηρο�υµενη ποσ�οτητα –εδ£ω µε τη στροφορµ�η.
Αν ο αρµονικ�ο̋ ταλαντωτ�η̋ �ηταν ανισ�οτροπο̋, δηλαδ�η αν η δυναµικ�η

εν�εργεια ε�ιχε τη µορφ�η

V =
1

2

(

kxx
2 + kyy

2
)

,

µε kx 6= ky, τ�οτε οι ταλαντ£ωσει̋ στη διε�υθυνση x και στη διε�υθυνση y δεν
θα εκτελο�υνταν µε την �ιδια συχν�οτητα, µε αποτ�ελεσµα η τροχι�α να µην
ε�ιναι κατ� αν�αγκην κλειστ�η. Αν οι συχν�οτητε̋ �εχουν ρητ�ο λ�ογο

ωx

ωy
=
κ

λ
,

τ�οτε �υστερα απ�ο λ περι�οδου̋ τη̋ y ταλ�αντωση̋, που διαρκο�υν �οσο ακρι-
1£ω̋ κ περ�ιοδοι τη̋ x ταλ�αντωση̋, το σωµατ�ιδιο επαν�ερχεται στο αρχικ�ο
σηµε�ιο. Σε αυτ�η την περ�ιπτωση η τροχι�α κλε�ινει και επαναλαµ1�ανεται
–πρ�οκειται για τι̋ λεγ�οµενε̋ καµπ�υλε̋ Lissajous– και η κ�ινηση ε�ιναι πε-
ριοδικ�η (βλ. Σχ�ηµα 7.1β,γ). Τ�ελο̋, αν οι συχν�οτητε̋ �εχουν �αρρητο λ�ογο,
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η τροχι�α δεν κλε�ινει και µε την π�αροδο του χρ�ονου το σωµατ�ιδιο θα περ�α-
σει σε οσοδ�ηποτε µικρ�η απ�οσταση απ�ο κ�αθε σηµε�ιο του ορθογ£ωνιου πα-
ραλληλογρ�αµµου. Η τροχι�α, λοιπ�ον, του σωµατιδ�ιου θα “σαρ£ωσει” τελικ�α
ολ�οκληρο αυτ�ο το ορθογ£ωνιο παραλληλ�ογραµµο που �εχει πλ�ατο̋ και �υ-
ψο̋ αντ�ιστοιχα �οσο τα πλ�ατη των δ�υο ταλαντ£ωσεων τα οπο�ια µε τη σειρ�α
του̋ καθορ�ιζονται πλ�ηρω̋ απ�ο τι̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ (βλ.Σχ�ηµα 7.1δ). Σε
αυτ�η την περ�ιπτωση η κ�ινηση λ�εγεται ψευδο-περιοδικ�η (quasi-periodic).

7.2 Κ�ινηση φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου σε

οµογεν�ε̋ ηλεκτρικ�ο και µαγνητικ�ο πεδ�ιο

Θεωρο�υµε �εναφορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο µ�αζα̋m και φορτ�ιου q, το οπο�ιο
κινε�ιται µ�εσα σε �ενα συνδυασµ�ενο οµογεν�ε̋ ηλεκτρικ�ο και µαγνητικ�ο πε-
δ�ιο. ΗΛαγκρανζιαν�η του σωµατιδ�ιου, �οπω̋ ε�ιδαµε στο Κεφ�αλαιο 3,1 �εχει
τη µορφ�η

L =
1

2
m|~v|2 + q

~A

c
· ~v − qφ . (7.5)

Στο ιδια�ιτερο αυτ�ο ηλεκτροµαγνητικ�ο πεδ�ιο που ε�ιναι στατικ�ο, δηλαδ�η
χρονοανεξ�αρτητο, το µεν βαθµωτ�ο δυναµικ�ο σχετ�ιζεται αποκλειστικ�α µε
το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο (−~∇φ = ~E), εν£ω το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο µε το µα-
γνητικ�ο πεδ�ιο ( ~B = ~∇ × ~A). Ε�ιναι ε�υκολο να δειχθε�ι �οτι λ�ογω τη̋ οµο-
γ�ενεια̋ των συγκεκριµ�ενων πεδ�ιων (τα πεδ�ια ε�ιναι σταθερ�α σε ολ�οκληρο
το χ£ωρο), το βαθµωτ�ο και το ανυσµατικ�ο δυναµικ�ο µπορο�υν να γραφο�υν
ω̋ ακολο�υθω̋ :

φ = −~E · ~x , ~A =
1

2
~B × ~x . (7.6)

Προκειµ�ενου να απλοποι�ησουµε την αν�αλυσ�η µα̋, α̋ θ�εσουµε �εναν απ�ο
του̋ καρτεσιανο�υ̋ �αξονε̋,2 για παρ�αδειγµα τον �αξονα z, παρ�αλληλο µε
το µαγνητικ�ο πεδ�ιο, αφο�υ αυτ�ο καθιστ�α πολ�υπλοκη την αν�αλυση εξαι-
τ�ια̋ του εξωτερικο�υ γινοµ�ενου, και α̋ θεωρ�ησουµε �οτι το δι�ανυσµα του
ηλεκτρικο�υ πεδ�ιου βρ�ισκεται στο επ�ιπεδο x− z. Με αυτ�ε̋ τι̋ επιλογ�ε̋ η
Λαγκρανζιαν�η του φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου γρ�αφεται

L =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

qB

2c
(−yẋ+ xẏ) + q(Exx+ Ezz) , (7.7)

1Σε το�υτο το εδ�αφιο εµφαν�ιζεται στη Λαγκρανζιαν�η του φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου η
ταχ�υτητα του φωτ�ο̋ c, σε αντ�ιθεση µε τη Λαγκρανζιαν�η που κατασκευ�ασαµε στο Κε-
φ�αλαιο 3. Η διαφορ�α οφε�ιλεται στο διαφορετικ�ο σ�υστηµα µον�αδων που θεωρο�υµε στο
παρ�ον πρ�ο1ληµα. Βλ�επε σχετικ�α στην αντ�ιστοιχη υποσηµε�ιωση του Κεφαλα�ιου 3.

2∆οκιµ�αστε �αλλο σ�υστηµα συντεταγµ�ενων, �οπω̋ για παρ�αδειγµα τι̋ κυλινδροπολι-
κ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋, για να πειστε�ιτε �οτι οι καρτεσιαν�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι καταλληλ�ο-
τερε̋ για την αντιµετ£ωπιση του προ1λ�ηµατο̋ αυτο�υ.
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και οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange διαµορφ£ωνονται ω̋ εξ�η̋ :

mẍ =
qB

c
ẏ + qEx (7.8)

mÿ = −
qB

c
ẋ (7.9)

mz̈ = qEz . (7.10)

Παρατηρο�υµε �οτι οι εξισ£ωσει̋ αυτ�ε̋ δεν ε�ιναι �αλλε̋ απ�ο εκε�ινε̋ που θα
λαµ1�αναµε, αν γρ�αφαµε το δε�υτερο ν�οµο του Νε�υτωνα και υπολογ�ιζαµε
τι̋ συνιστ£ωσε̋ τη̋ δ�υναµη̋ Lorentz. Εδ£ω οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange
προ�εκυψαν α1�ιαστα απ�ο την τυποποιηµ�ενη Λαγκρανζιαν�η του φορτισµ�ε-
νου σωµατιδ�ιου. Η επ�ιλυση των εξισ£ωσεων αυτ£ων παρουσι�αζει δυσκολ�ια
εξαιτ�ια̋ του �οτι οι δ�υο πρ£ωτε̋ ε�ιναι πεπλεγµ�ενε̋ διαφορικ�ε̋ εξισ£ωσει̋.
Η δυσκολ�ια αυτ�η, �οµω̋, µπορε�ι µε κοµψ�ο τροπ�ο να αντιµετωπισθε�ι µε τη
χρ�ηση τη̋ µιγαδικ�η̋ συντεταγµ�ενη̋

ζ = x+ iy .

Πρ�αγµατι, οι δ�υο πρ£ωτε̋ εξισ£ωσει̋ συµπτ�υσσονται σε µια µιγαδικ�η δια-
φορικ�η εξ�ισωση

mζ̈ = −i
qB

c
ζ̇ + qEx . (7.11)

Αυτ�η ε�ιναι µ�ια µη οµογεν�η̋, γραµµικ�η διαφορικ�η εξ�ισωση πρ£ωτη̋ τ�αξη̋
ω̋ προ̋ τη ζ̇ και ω̋ εκ το�υτου η λ�υση τη̋ ε�ιναι

ζ̇ = ζ̇0e
−iqBt/mc −

icEx

B
.

Με µια επιπλ�εον ολοκλ�ηρωση η παραπ�ανω εξ�ισωση δ�ινει

ζ = ζ0 −
imcζ̇0
qB

(

1 − e−iqBt/mc
)

−
icEx

B
t ,

δηλαδ�η

x(t) = x0 +
α

ω
sinωt+

β

ω
(1 − cosωt) (7.12)

y(t) = y0 +
β

ω
sinωt−

α

ω
(1 − cosωt) −

cEx

B
t , (7.13)

�οπου �εχουµε ορ�ισει ω̋

ω ≡
qB

mc
,

την κυκλοτρονικ�η συχν�οτητα. Αν υπολογ�ισουµε τι̋ σταθερ�ε̋ τη̋ ολοκλ�η-
ρωση̋ α, β συναρτ�ησει των αρχικ£ων ταχυτ�ητων u0x, u0y, η κ�ινηση στο επ�ι-
πεδο x− y ε�ιναι

x(t) = x0 + u0x
sinωt

ω
+

(

u0y +
cEx

B

)

1 − cosωt

ω
,

y(t) = y0 +

(

u0y +
cEx

B

)

sinωt

ω
− u0x

1 − cosωt

ω
−
cEx

B
t .
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Σχ�ηµα 7.2: Η ελικοειδ�η̋ κ�ινηση φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου σε σταθερ�ο µαγνητικ�ο και ηλε-
κτρικ�ο πεδ�ιο. Το µαγνητικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι στη διε�υθυνση z, εν£ω το ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο κε�ιται
στο επ�ιπεδο x − z. Εν£ω η ελικοειδ�η̋ κ�ινηση του σωµατιδ�ιου αναπτ�υσσεται κατ�α µ�ηκο̋
του �αξονα z µε αυξαν�οµενο β�ηµα, η �ελικα µετατοπ�ιζεται κατ�α τη διε�υθυνση y µε στα-
θερ�η ταχ�υτητα.

�Οσο για την κ�ινηση κατ�α τον �αξονα z, αυτ�η υπολογ�ιζεται ε�υκολα απ�ο
την τρ�ιτη εξ�ισωση Euler - Lagrange (7.10)

z(t) = z0 + u0zt+
qEz

2m
t2 . (7.14)

Ηκ�ινηση του φορτισµ�ενου σωµατιδ�ιου ε�ιναι αυτ�η που φα�ινεται στο Σχ�ηµα
7.2· µια �ελικα µε αυξαν�οµενο β�ηµα κατ�α µ�ηκο̋ του �αξονα z, η οπο�ια συ-
νεχ£ω̋ µετατοπ�ιζεται κατ�α τον y �αξονα, ο οπο�ιο̋ ε�ιναι ο �αξονα̋ ο κ�αθετο̋
στο ηλεκτρικ�ο πεδ�ιο!
Αν και η λ�υση x(t) µε µια πρ£ωτη µατι�α φα�ινεται λανθασµ�ενη στο �οριο

που το µαγνητικ�ο πεδ�ιο µηδεν�ιζεται –φυσιολογικ�α, αναµ�ενουµε επιταχυ-
ν�οµενη κ�ινηση–, λαµ1�ανοντα̋ το �οριο B → 0, οπ�οτε και ω → 0, και χρη-
σιµοποι£ωντα̋ το �οριο

lim
ω→0

sinωt

ω
= t

καταλ�ηγουµε στην οµαλ£ω̋ επιταχυν�οµενη κ�ινηση που αναµ�ενεται �οταν
απουσι�αζει το µαγνητικ�ο πεδ�ιο

x(t) = x0 + u0xt+
qEx

2m
t2 ,

y(t) = y0 + u0yt ,

z(t) = z0 + u0zt+
qEz

2m
t2 .
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7.3 Ατµοµηχαν�η

Στο εδ�αφιο αυτ�ο θα επιχειρ�ησουµε να κατασκευ�ασουµε �ενα απλοποιη-
µ�ενο µηχανικ�ο αν�αλογο µια̋ ατµοµηχαν�η̋ (βλ. Σχ�ηµα 7.3). Γι� αυτ�ο το
λ�ογο θα θεωρ�ησουµε �οτι η µ�αζα ολ�οκληρη̋ τη̋ ατµοµηχαν�η̋ ε�ιναιM , εν£ω
τα µ�ονα κινητ�α µ�ερη αυτ�η̋ ε�ιναι ο κινητ�ηριο̋ τροχ�ο̋ µε ροπ�η αδρ�ανεια̋
I και το �εµ1ολο, το οπο�ιο συνδ�εεται µε τον τροχ�ο µ�εσω εν�ο̋ διωστ�ηρα.
Τα τελευτα�ια αυτ�α εξαρτ�ηµατα θα τα θεωρ�ησουµε α1αρ�η. Το �εµ1ολο θα
υποθ�εσουµε πω̋ ωθε�ιται µε σταθερ�η δ�υναµη F (φ�αση εκτ�ονωση̋), περι-
στρ�εφοντα̋ τον τροχ�ο κατ�α µισ�ο κ�υκλο, και επιστρ�εφει χωρ�ι̋ να ασκε�ιται
σε αυτ�ο κ�αποια δ�υναµη (φ�αση συµπ�ιεση̋). Η απλουστευµ�ενη αυτ�η περι-
γραφ�η αποτελε�ι µια ικανοποιητικ�η προσ�εγγιση τη̋ λειτουργ�ια̋ των µηχα-
ν£ων εσωτερικ�η̋ κα�υση̋, �οσον αφορ�α στο σκοπ�ο µα̋. Η Λαγκρανζιαν�η
τη̋ ατµοµηχαν�η̋, λοιπ�ον, θα �εχει τη µορφ�η3

L =
1

2
M(Rφ̇)2 +

1

2
Iφ̇2 + F (φ)x(φ) . (7.15)

Η Λαγκρανζιαν�η που προκ�υπτει ορ�ιζει �ενα µηχανικ�ο σ�υστηµα εν�ο̋ βαθ-
µο�υ ελευθερ�ια̋, αφο�υ η γων�ια περιστροφ�η̋ του κινητ�ηριου τροχο�υ ε�ιναι
αρκετ�η για να περιγρ�αψει πλ�ηρω̋ την κατ�ασταση τη̋ ατµοµηχαν�η̋. Με
απλ�η γεωµετρ�ια µπορο�υµε να συσχετ�ισουµε τη διαδροµ�η x που διαν�υει
το �εµ1ολο µε τη γων�ια στροφ�η̋ φ του κινητ�ηριου τροχο�υ. �Εστω l το µ�η-
κο̋ του διωστ�ηρα –τη̋ ρ�α1δου που µεταφ�ερει την παλινδροµικ�η κ�ινηση
του εµ1�ολου στον τροχ�ο– καιR η ακτ�ινα του τροχο�υ. Θεωρο�υµε �οτι η �αρ-
θρωση του διωστ�ηρα µε τον τροχ�ο βρ�ισκεται στην περιφ�ερεια του δε�υτε-
ρου. Ε�ιναι ε�υκολο να δε�ιξουµε τ�οτε �οτι

x+ l cosω +R cosφ = σταθερ�ο ,

l sinω = R sinφ , (7.16)

�οπου ω ε�ιναι η γων�ια που σχηµατ�ιζει ο διωστ�ηρα̋ µε τον �αξονα κ�ινηση̋
του εµ1�ολου. Με µια µικρ�η ανακατανοµ�η των �ορων µπορο�υµε να γρ�α-
ψουµε το x ω̋

x = C − R cosφ−

√

l2 −R2 sin2 φ ,

οπ�οτε τ£ωρα η Λαγκρανζιαν�η θα �εχει τη µορφ�η

L =
1

2
(MR2 + I)φ̇2 − F

√

l2 − R2 sin2 φ− FR cosφ . (7.17)

Προφαν£ω̋ ο σταθερ�ο̋ �ορο̋ �εχει απαλειφθε�ι απ�ο τηΛαγκρανζιαν�η, εν£ω η
εξ�ισωση κ�ινηση̋ πρ�επει να υπολογιστε�ι µ�ονο για γων�ιε̋ 0 ≤ φ ≤ π, αφο�υ

3Το γεγον�ο̋ �οτι η κινητικ�η εν�εργεια του περιστρεφ�οµενου τροχο�υ µπορε�ι να αναλυ-
θε�ι στην κινητικ�η εν�εργεια τη̋ καθαρ�η̋ µεταφορικ�η̋ του κ�ινηση̋ και τη̋ περιστροφικ�η̋
του εν�εργεια̋ γ�υρω απ�ο το κ�εντρο µ�αζα̋ του αποδεικν�υεται ε�υκολα αν προσθ�εσουµε τι̋
κινητικ�ε̋ εν�εργειε̋ �ολων των υλικ£ων σηµε�ιων απ�ο τα οπο�ια αποτελε�ιται ο τροχ�ο̋.
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Σχ�ηµα 7.3: Η ατµοµηχαν�η µε τον κινητ�ηριο µηχανισµ�ο τη̋ (το �εµ1ολο, το διωστ�ηρα και
τον κινητ�ηριο τροχ�ο)

µ�ονο τ�οτε δρα η δ�υναµη.4 Γρ�αφοντα̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange κα-
ταλ�ηγουµε στη σχ�εση

φ̈ =
FR

MR2 + I

(

1 +
R cosφ

√

l2 −R2 sin2 φ

)

sinφ . (7.18)

Σε αυτ�ο το σηµε�ιο αξ�ιζει να σηµει£ωσουµε πω̋ η διαφορικ�η αυτ�η εξ�ισωση
δεν ε�ιναι και τ�οσο χρ�ησιµη απ�ο πρακτικ�η̋ �αποψη̋, αφο�υ πρ�επει να λ�υ-
σουµε τη δ�υσκολη αυτ�η διαφορικ�η εξ�ισωση προκειµ�ενου να δο�υµε π£ω̋ κι-
νε�ιται η ατµοµηχαν�η µε την π�αροδο του χρ�ονου. Χρησιµ�οτερο θα �ηταν να
γνωρ�ιζουµε την ταχ�υτητα που αποκτ�α η ατµοµηχαν�η µε κ�αθε περιστροφ�η
του κινητ�ηριου τροχο�υ. Αυτ�ο, �οµω̋, ε�ιναι κ�ατι που ε�υκολα µπορο�υµε να
µ�αθουµε απ�ο τη διατ�ηρηση τη̋ εν�εργεια̋. Α̋ µην ξεχν�αµε �οτι το σ�υστηµα
που µελετ�αµε ε�ιναι συντηρητικ�ο, γι� αυτ�ο και καταφ�εραµε να κατασκευ�α-
σουµε �αµεσα τη λαγκρανζιαν�η του συν�αρτηση. Εποµ�ενω̋,

1

2
(MR2 + I)φ̇2 − Fx = σταθερ�ο

για κ�αθε µισ�ο κ�υκλο, αφο�υ στον υπ�ολοιπο µισ�ο κ�υκλο η γωνιακ�η ταχ�υ-
τητα δεν µετα1�αλλεται. �Ετσι, �υστερα απ�ο N κ�υκλου̋ η ταχ�υτητα που
θα �εχει αναπτ�υξει η ατµοµηχαν�η θα ε�ιναι

uN = Rφ̇N =

√

4NFR3

MR2 + I
.

4Θα µπορο�υσαµε τον περιορισµ�ο αυτ�ον να τον εισαγ�αγουµε στη συναρτησιακ�η
µορφ�η τη̋ δυναµικ�η̋ εν�εργεια̋, µ�εσω για παρ�αδειγµα τη̋ συν�αρτηση̋ �αλµατο̋Θ, αλλ�α
θα �επρεπε να ε�ιµαστε πολ�υπροσεκτικο�ι £ωστε να µην δηµιουργ�ησουµε ασυν�εχειε̋ στη δυ-
ναµικ�η εν�εργεια, οι οπο�ιε̋ θα οδηγο�υσαν σε �απειρε̋ δυν�αµει̋. (Η συν�αρτηση �αλµατο̋
ε�ιναι Θ(x) = 1 για x > 0 και Θ(x) = 0 για x < 0.) Ο καλ�υτερο̋ τρ�οπο̋ για να επιτευχ-
θε�ι αυτ�ο στο εν λ�ογω πρ�ο1ληµα θα �ηταν να αντικαταστ�ησουµε στη δυναµικ�η εν�εργεια τη
γων�ια φ µε φΘ[φ(π−φ)]+πΘ[φ−π]· αλλι£ω̋, αν µηδεν�ιζαµε τη δ�υναµη εκτ�ο̋ των ορ�ιων
φ = 0, φ = π, θα καταλ�ηγαµε σε �απειρε̋ δυν�αµει̋ απ�ο την παραγ£ωγιση τη̋ δυναµικ�η̋
εν�εργεια̋ στα σηµε�ια αυτ�α.
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Σχ�ηµα 7.4: H εκτινασσ�οµενη γροθι�α.

Στον υπολογισµ�ο τη̋ ταχ�υτητα̋ �εχει ληφθε�ι υπ�οψη η συνολικ�η διαδροµ�η
του εµ1�ολου σε κ�αθε κ�υκλο, xoλ = 2R.

7.4 Εκτινασσ�οµενη γροθι�α

Μ�εσα σε �ενα κουτ�ι βρ�ισκεται µια πλαστικ�η γροθι�α στερεωµ�ενη στο �α-
κρο εν�ο̋ συµπιεσµ�ενου ελατηρ�ιου (βλ. Σχ�ηµα 7.4). Ο “τυχερ�ο̋” παραλ�η-
πτη̋ εν�ο̋ τ�ετοιου δ�εµατο̋, αν προλ�α1αινε να αποφ�υγει τη δραµατικ�η σ�υ-
γκρουση τη̋ γροθι�α̋ µε το σαστισµ�ενο του πρ�οσωπο, σ�ιγουρα θα �ε1λεπε
τη γροθι�α να εκτιν�ασσεται στον α�ερα συµπαρασ�υροντα̋ �ισω̋ µαζ�ι τη̋ το
κουτ�ι. Παρακολουθ£ωντα̋ την κ�ινηση �ολου του συστ�ηµατο̋, θα µπορο�υσε
κανε�ι̋ να καταλ�ηξει σε ενδιαφ�εροντα συµπερ�ασµατα για το βαθµ�ο κακε-
ντρ�εχεια̋ του δωρητ�η �οσον αφορ�α στη σκληρ�οτητα του ελατηρ�ιου που
επ�ελεξε και στην αρχικ�η του συσπε�ιρωση. Προσπαθ£ωντα̋ να κ�ανουµε
ευκολ�οτερο το πρ�ο1ληµα, χωρ�ι̋ �οµω̋ να αλλ�αξουµε τη γενικ�η δυναµικ�η
του, θα θεωρ�ησουµε �οτι η γροθι�α �εχει µ�αζαM , εν£ω το ελατ�ηριο σκληρ�ο-
τητα̋ k ε�ιναι αµελητ�εα̋ µ�αζα̋, �οπω̋ επ�ιση̋ και το κουτ�ι. �Ενα �αλλο στοι-
χε�ιο που θα χρειαστε�ι στην αν�αλυση του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι το φυσικ�ο µ�η-
κο̋ του ελατηρ�ιουL. Αν το ελατ�ηριο φτ�ασει σε αυτ�ο το µ�ηκο̋, δεν θα επι-
µηκυνθε�ι πλ�εον �αλλο, εν£ω το ελε�υθερο �ακρο του θα εγκαταλε�ιψει το �εδα-
φο̋. Θεωρ£ωντα̋ αποκλειστικ�α κιν�ησει̋ κατ�α µ�ηκο̋ του �αξονα z, �οπου
το z µετρ�α τι̋ αποστ�ασει̋ απ�ο το �εδαφο̋, µπορο�υµε να γρ�αψουµε τη Λα-
γκρανζιαν�η του συστ�ηµατο̋ ω̋

L =
1

2
Mż2 −Mgz −

1

2
k(L− z)2Θ(L− z) , (7.19)

αφο�υ για z > L το ελατ�ηριο διατηρε�ι το φυσικ�ο του µ�ηκο̋ δ�ιχω̋ δυναµικ�η
εν�εργεια και ανυψ£ωνεται στον α�ερα µαζ�ι µε τη γροθι�α. Η εξ�ισωση κ�ινηση̋
για �ενα τ�ετοιο φυσικ�ο σ�υστηµα ε�ιναι

Mz̈ = −Mg + k(L− z)Θ(L− z) +
1

2
k(L− z)2δ(L− z) . (7.20)
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Η τελευτα�ια δ�υναµη που εµφαν�ιζεται στην παραπ�ανω σχ�εση προ�εκυψε
απ�ο την παραγ£ωγιση τη̋ συν�αρτηση̋ Θ και ισο�υται µε µηδ�εν, αφο�υ η συ-
ν�αρτηση δ(L − z) πολλαπλασι�αζει µια συν�αρτηση, η οπο�ια µηδεν�ιζεται
στο σηµε�ιο z = L (βλ. Μαθηµατικ�ο Παρ�αρτηµα). �Ετσι, για παρ�αδειγµα,
αν ξεκιν�ησουµε µε τη γροθι�α ακ�ινητη και το ελατ�ηριο συσπειρωµ�ενο κατ�α
s, το ελατ�ηριο θα αποσυσπειρωθε�ι σ�υµφωνα µε την εξ�ισωση κ�ινηση̋

Mz̈ = −Mg + k(L− z) , (7.21)

και στη συν�εχεια, αφ�οτου το ελατ�ηριο αποκτ�ησει το φυσικ�ο του µ�ηκο̋, η
γροθι�α θα συνεχ�ισει να κινε�ιται σ�υµφωνα µε την εξ�ισωση

Mz̈ = −Mg . (7.22)

Με τι̋ δεδοµ�ενε̋ αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ η εξ�ισωση (7.21) δ�ινει

z(t) = (L−Mg/k) − (s−Mg/k) cos

(
√

k

M
t

)

, (7.23)

εν�οσω z < L. Για να φτ�ασει το ελατ�ηριο στο φυσικ�ο του µ�ηκο̋ θα πρ�επει
s ≥ 2Mg/k, αλλι£ω̋ η γροθι�α θα ταλαντ£ωνεται γ�υρω απ�ο τη θ�εση ισορρο-
π�ια̋ z = L −Mg/k και το ελατ�ηριο δεν θα µπορ�εσει ποτ�ε να αποκτ�ησει
το φυσικ�ο του µ�ηκο̋ που απαιτε�ιται για να αποδεσµευθε�ι η γροθι�α απ�ο
το �εδαφο̋. Αν, �οµω̋, s ≥ 2Mg/k, στη συν�εχεια η εξ�ισωση (7.22) δ�ινει ω̋
λ�υση

z(t+ t0) = L+ st

√

k

M

√

1 −
2Mg

sk
−

1

2
gt2 ,

�οπου t0 ε�ιναι η χρονικ�η στιγµ�η που το ελατ�ηριο αποκτ�α το φυσικ�ο του µ�η-
κο̋ z = L. Η παραπ�ανω σχ�εση βασ�ιστηκε στον υπολογισµ�ο τη̋ ταχ�υτη-
τα̋ ż απ�ο τη σχ�εση (7.23) �οταν z = L, �οπω̋ αυτ�η δ�ινεται απ�ο την ακ�ο-
λουθη σχ�εση :

ż(t0) = s

√

k

M

√

1 −
2Mg

sk
.

Εποµ�ενω̋, το µ�εγιστο �υψο̋ στο οπο�ιο φτ�ανει η γροθι�α ε�ιναι

Hmax = L+ s

(

sk

2Mg
− 1

)

.

Πρ�οκειται για �ενα αποτ�ελεσµα, το οπο�ιο ε�υκολα θα µπορο�υσατε να επα-
ληθε�υσετε χρησιµοποι£ωντα̋ τη διατ�ηρηση τη̋ εν�εργεια̋, εφ�οσον φυσικ�α
το κεφ�αλι σα̋ βρισκ�οταν πιο ψηλ�α απ�ο το εν λ�ογω �υψο̋.

7.5 Ηλεκτρικ�η σκο�υπα

Σε αυτ�ο το παρ�αδειγµα θα κατασκευ�ασουµε τη Λαγκρανζιαν�η εν�ο̋
µηχανικο�υ συστ�ηµατο̋ µετα1λητ�η̋ µ�αζα̋ και συγκεκριµ�ενα µια̋ αυτ�οµα-
τη̋ ηλεκτρικ�η̋ σκο�υπα̋ που µαζε�υει το καλ£ωδι�ο τη̋, το οπο�ιο βρ�ισκεται
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Σχ�ηµα 7.5: Η ηλεκτρικ�η σκο�υπα εν£ω µαζε�υει το καλ£ωδι�ο τη̋.

απλωµ�ενο στο οριζ�οντιο επ�ιπεδο (βλ. Σχ�ηµα 7.5). Για ευκολ�ια θα υπο-
θ�εσουµε �οτι η κ�ινηση τη̋ σκο�υπα̋ και του καλωδ�ιου εκτελε�ιται στην ευ-
θε�ια του �αξονα x. �Εστω M η µ�αζα τη̋ σκο�υπα̋ χωρ�ι̋ το καλ£ωδιο και
µ = m/l η γραµµικ�η πυκν�οτητα µ�αζα̋ του καλωδ�ιου. Αν ο µηχανισµ�ο̋
τη̋ σκο�υπα̋ µαζε�υει το καλ£ωδιο σ�υµφωνα µε το ν�οµο y(t), τ�οτε η κινητικ�η
εν�εργεια τη̋ σκο�υπα̋, τη̋ οπο�ια̋ η θ�εση καθορ�ιζεται απ�ο τη συντεταγ-
µ�ενη x, ε�ιναι

1

2
Mẋ2 ,

εν£ω η κινητικ�η εν�εργεια του καλωδ�ιου ε�ιναι

1

2
µy(t)ẋ2 ,

για το τµ�ηµα του καλωδ�ιου που�εχει �ηδη µαζευτε�ι στο εσωτερικ�ο τη̋ σκο�υ-
πα̋, αν θεωρ�ησουµε �οτι το καλ£ωδιο, αφ�οτου µαζευτε�ι, µ�ενει ακ�ινητο ω̋
προ̋ τη σκο�υπα. Τ�ελο̋, το τµ�ηµα του καλωδ�ιου που σ�ερνεται στο π�ισω
µ�ερο̋ τη̋ σκο�υπα̋ �εχει κινητικ�η εν�εργεια

1

2
µ(l − y(t))(ẋ+ ẏ)2 .

Το σ�υστηµα αυτ�ο δεν �εχει δυναµικ�η εν�εργεια, αφο�υ θεωρ�ησαµε �οτι η κ�ι-
νησ�η του πραγµατοποιε�ιται στο οριζ�οντιο επ�ιπεδο και �οτι ο ν�οµο̋ που
καθορ�ιζει το µ�αζεµα του καλωδ�ιου ε�ιναι δεδοµ�ενο̋. Αν �ηθελε κ�αποιο̋
να κ�ανει τη λαγκρανζιαν�η περιγραφ�η πιο ρεαλιστικ�η, θα �επρεπε �ισω̋ να
θεωρ�ησει �ενα συγκεκριµ�ενο µηχανισµ�ο µαζ�εµατο̋ του καλωδ�ιου, για πα-
ρ�αδειγµα �ενα καρο�υλι τυλ�ιγµατο̋ συνδεδεµ�ενο µε περιστροφικ�ο ελατ�η-
ριο, οπ�οτε το σ�υστηµα θα ε�ιχε παραπ�ανω απ�ο �εναν βαθµ�ο ελευθερ�ια̋ και
θα �επρεπε να συµπεριλ�α1ει στη Λαγκρανζιαν�η και τη δυναµικ�η εν�εργεια
του ελατηρ�ιου και την περιστροφικ�η εν�εργεια του καρουλιο�υ. Γι� αυτ�ον
ακρι1£ω̋ το λ�ογο αποφ�υγαµε να µιλ�ησουµε για τ�υλιγµα του καλωδ�ιου και
χρησιµοποι�ησαµε τη λ�εξη µ�αζεµα.
Συνολικ�α, λοιπ�ον, η Λαγκρανζιαν�η τη̋ σκο�υπα̋ µαζ�ι µε το καλ£ωδιο

ε�ιναι

L =
1

2
[M + µy(t)] ẋ2 +

1

2
µ[l − y(t)][ẋ+ ẏ(t)]2 . (7.24)

Οι εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange του συστ�ηµατο̋ λαµ1�ανουν τη µορφ�η

d

dt
[(M + µy)ẋ+ µ(l − y)(ẋ+ ẏ)] = 0 . (7.25)
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Η διατηρο�υµενη ποσ�οτητα εντ�ο̋ των αγκυλ£ων ε�ιναι προφαν£ω̋ η ορµ�η p
του συστ�ηµατο̋. �Ετσι,

ẋ =
p− µ(l − y)ẏ

M + µl
. (7.26)

Αν υποθ�εσουµε �οτι αρχικ�α η σκο�υπα ε�ιναι ακ�ινητη και ο ν�οµο̋ που δι�επει
το µ�αζεµα του καλωδ�ιου ε�ιναι5

y(t) = l(1 − cosωt) ,

για χρ�ονου̋ t ≤ π/2ω, ε�υκολα βρ�ισκουµε �οτι η σκο�υπα θα�εχει κ�αθε στιγµ�η
ταχ�υτητα

ẋ = −
µl

M + µl

lω

2
sin 2ωt .

Η ταχ�υτητα αυτ�η µηδεν�ιζεται στο τ�ελο̋ τη̋ κ�ινηση̋ (για t = π/2ω), �οπω̋
ε�ιναι αναµεν�οµενο απ�ο τη διατ�ηρηση τη̋ ορµ�η̋ του συστ�ηµατο̋. Αυτ�ο
που �ισω̋ �ερχεται σε αντ�ιθεση µε τη δια�ισθησ�η µα̋ ε�ιναι �οτι η επιτ�αχυνση
τη̋ σκο�υπα̋ ε�ιναι αρνητικ�η για 0 < t < π/4ω και θετικ�η για π/4ω < t <
π/2ω. Απ�ο πο�υ µπορε�ι να προ�ερχεται µια θετικ�η επιτ�αχυνση ; ∆εν ε�ιναι η
τ�αση του καλωδ�ιου, καθ£ω̋ αυτ�ο µαζε�υεται στο εσωτερικ�ο τη̋ σκο�υπα̋,
η µοναδικ�η δ�υναµη που ασκε�ιται στη σκο�υπα; �Οχι. Στο εσωτερικ�ο τη̋
σκο�υπα̋ ασκε�ιται επιπλ�εον µια δ�υναµη στη σκο�υπα απ�ο το καλ£ωδιο, κα-
θ£ω̋ αυτ�ο ακινητοποιε�ιται ω̋ προ̋ τη σκο�υπα, �οπω̋ θα συν�ε1αινε σε µια
πλαστικ�η κρο�υση. Στο δε�υτερο µισ�ο τη̋ κ�ινηση̋ τη̋ σκο�υπα̋ η δ�υναµη
αυτ�η ε�ιναι µεγαλ�υτερη απ�ο την τ�αση, οπ�οτε και η σκο�υπα επι1ραδ�υνεται.
Π�οσο µ�ηκο̋ θα διαν�υσει συνολικ�α η σκο�υπα µ�εχρι να ακινητοποιηθε�ι; Ε�ι-
ναι ε�υκολο να δε�ιξουµε �οτι

xολ =
−µl2

2(M + µl)
.

Αυτ�ο το αποτ�ελεσµα ε�ιναι, µ�αλιστα, ανεξ�αρτητο απ�ο τον τρ�οπο µε τον
οπο�ιο µαζε�υεται το καλ£ωδιο. Αυτ�ο και π�αλι ε�ιναι αναµεν�οµενο αφο�υ το
κ�εντρο µ�αζα̋ του αποµονωµ�ενου συστ�ηµατο̋ πρ�επει να βρ�ισκεται στην
�ιδια θ�εση που βρισκ�οταν αρχικ�α.

7.6 Πολυανελκυστ�ηρα̋ τ�υπου Atwood

Α̋ θεωρ�ησουµε n + 1 σταθερ�ε̋ α1αρε�ι̋ τροχαλ�ιε̋ κρεµασµ�ενε̋ απ�ο
την οροφ�η και �αλλε̋ n κινητ�ε̋ α1αρε�ι̋ τροχαλ�ιε̋ που εναλλ�ασσονται µε
τι̋ σταθερ�ε̋ τροχαλ�ιε̋. �Ολε̋ οι τροχαλ�ιε̋ συνδ�εονται µε �ενα σχοιν�ι, το
οπο�ιο κλε�ινει �οπω̋ στο Σχ�ηµα 7.6. �Εστω z1, z2, . . . , zn τα �υψη των βα-
ριδι£ωνm1, m2, . . . , mn που κρ�εµονται απ�ο τι̋ κινητ�ε̋ τροχαλ�ιε̋. Το στα-
θερ�ο συνολικ�ο µ�ηκο̋ του σχοινιο�υ υποχρε£ωνει τι̋ συντεταγµ�ενε̋ του συ-
στ�ηµατο̋ να ικανοποιο�υν το δεσµ�ο

z1 + z2 + · · · + zn = 0 ,

5Αν η κ�ινηση προ�ερχεται απ�ο κ�αποιο ελατ�ηριο ε�ιναι αναµεν�οµενη µια τ�ετοια χρονικ�η
εξ�ελιξη.
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Σχ�ηµα 7.6: Το σ�υστηµα των τροχαλι£ων του πολυανελκυστ�ηρα.

αφο�υ, �οσο ανυψ£ωνεται µια µ�αζα, πρ�επει �ολε̋ οι �αλλε̋ να κατ�ερχονται
αθροιστικ�α ακρι1£ω̋ κατ�α το �ιδιο δι�αστηµα. Συνεπ£ω̋, η Λαγκρανζιαν�η
του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι η

L =
1

2
(m1ż

2
1 + · · ·+mnż

2
n) + g(m1z1 + · · · +mnzn), (7.27)

και αν αντικαταστ�ησουµε την zn, για παρ�αδειγµα, συντεταγµ�ενη απ�ο την
εξ�ισωση του συνδ�εσµου καταλ�ηγουµε στη Λαγκρανζιαν�η

L =
1

2

n−1
∑

i=1

miż
2
i +

1

2
mn

(

n−1
∑

i=1

żi

)2

+ g
n−1
∑

i=1

(mi −mn)zi .

Οι n−1 εξισ£ωσει̋ Euler - Lagrange του συστ�ηµατο̋ µπορο�υν να γραφο�υν
συνοπτικ�α υπ�ο µορφ�η πιν�ακων










m1 +mn mn · · · mn

mn m2 +mn · · · mn
...

...
. . .

...

mn mn · · · mn−1 +mn





















z̈1
z̈2
...

z̈n











=











m1 −mn

m2 −mn
...

mn−1 −mn











g .

Πολλαπλασι�αζοντα̋ το παραπ�ανω σ�υστηµα µε τον αντ�ιστροφο του πρ£ω-
του π�ινακα, υπολογ�ιζουµε τι̋ επιταχ�υνσει̋ των πρ£ωτων n − 1 βαριδι£ων
και τ�ελο̋ απ�ο την εξ�ισωση συνδ�εσµου την επιτ�αχυνση του τελευτα�ιου βα-
ριδιο�υ. Αν θ�ελαµε να προσδιορ�ισουµε την εξ�ελιξη του συστ�ηµατο̋ κατα-
φε�υγοντα̋ στου̋ πολλαπλασιαστ�ε̋ Lagrange, θα �επρεπε να χρησιµοποι�η-
σουµε τη Λαγκρανζιαν�η �ανευ συνδ�εσµου (7.27), αλλ�α στι̋ n εξισ£ωσει̋Eu-
ler - Lagrange που θα προ�εκυπταν θα �επρεπε να αντικαταστ�ησουµε το 0,
που συν�ηθω̋ γρ�αφουµε στο δεξι�ο µ�ελο̋, µε τον κοιν�ο πολλαπλασιαστ�η
Lagrange του συνδ�εσµου, αφο�υ

dz1 + dz2 + . . .+ dzn = 0 .
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Για παρ�αδειγµα η i-οστ�η εξ�ισωση Euler - Lagrange θα ε�ιναι

mi(z̈i − g) = λ , (7.28)

οπ�οτε η επιτ�αχυνση του i-οστο�υ βαριδιο�υ θα ε�ιναι

z̈i = g + λ/mi .

Αν, τ£ωρα, προσθ�εσουµε �ολε̋ τι̋ επιταχ�υνσει̋, θα πρ�επει απ�ο την εξ�ισωση
του συνδ�εσµου ναπ�αρουµε �αθροισµα µηδ�εν. Συνεπ£ω̋, µπορο�υµε να υπο-
λογ�ισουµε το λ

λ = −ngµ ,

�οπου µ η ανηγµ�ενη µ�αζα �ολων των βαριδι£ων. Σε αυτ�ο το σηµε�ιο µπορο�υµε
αµ�εσω̋ να υπολογ�ισουµε την τ�αση του σχοινιο�υ, αφο�υ, �οπω̋ �εχουµε ανα-
φ�ερει, το φυσικ�ο ν�οηµα των πολλαπλασιαστ£ων Lagrange στο λαγκρανζι-
αν�ο φορµαλισµ�ο ε�ιναι η δ�υναµη που αναπτ�υσσεται προκειµ�ενου να ικα-
νοποιε�ιται η εξ�ισωση του συνδ�εσµου. Η τ�αση, λοιπ�ον, αυτ�η σε κ�αθε πλευ-
ρ�α τη̋ κινητ�η̋ τροχαλ�ια̋ ε�ιναι ngµ/2, εν£ω το αρνητικ�ο πρ�οσηµο σηµα�ι-
νει �οτι η δ�υναµη αυτ�η σε κ�αθε κινητ�η τροχαλ�ια �εχει κατε�υθυνση προ̋ τα
επ�ανω (αρνητικ�η κατε�υθυνση). Γνωρ�ιζοντα̋ την τιµ�η του λ, υπολογ�ιζου-
µε στη συν�εχεια κ�αθε επιτ�αχυνση χωριστ�α. Συγκεκριµ�ενα

z̈i = g

(

1 −
nµ

mi

)

. (7.29)

�Ετσι, αν αρχικ�α το σ�υστηµα ε�ιναι ακ�ινητο, οι µ�αζε̋, οι οπο�ιε̋ υπερ1α�ι-
νουν την τιµ�η nµ, θα κατευθυνθο�υν προ̋ τα κ�ατω, εν£ω οι �αλλε̋ προ̋ τα
επ�ανω. Ε�ιναι σκ�οπιµο να επισηµ�ανουµε το κ�ερδο̋ που αποκοµ�ισαµε µε
τη χρ�ηση των πολλαπλασιαστ£ων Lagrange �οσον αφορ�α στο τεχνικ�ο µ�ερο̋
επ�ιλυση̋ του προ1λ�ηµατο̋.

7.7 Μπιζ�ελι σε γα1�αθα

Α̋ περιγρ�αψουµε την κ�ινηση εν�ο̋ µπιζελιο�υ στο εσωτερικ�ο µια̋ αξο-
νικ�α συµµετρικ�η̋ γα1�αθα̋. �Εστω z(ρ) ε�ιναι το σχ�ηµα τη̋ γα1�αθα̋ και
κατ�α συν�επεια η εξ�ισωση συνδ�εσµου του µπιζελιο�υ. ΗΛαγκρανζιαν�η του
µπιζελιο�υ σε κυλινδροπολικ�ε̋ συντεταγµ�ενε̋ ε�ιναι

L =
1

2
m

[

ρ2φ̇2 + ρ̇2

(

1 +

(

dz(ρ)

dρ

)2
)]

−mgz(ρ) . (7.30)

Προφαν£ω̋ η µ�αζα, �οντα̋ πολλαπλασιαστικ�η σταθερ�α τη̋ Λαγκρανζια-
ν�η̋, δεν πα�ιζει καν�ενα ρ�ολο στην κ�ινηση, �οπω̋ συµ1α�ινει π�αντοτε µε την
κ�ινηση εν�ο̋ σωµατιδ�ιου σε κ�αποιο βαρυτικ�ο πεδ�ιο. Οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋
ε�ιναι δ�υο, �οσοι δηλαδ�η και οι βαθµο�ι ελευθερ�ια̋ του συστ�ηµατο̋,

ρ2φ̇ = σταθερ�ο = l ,

ρ̈(z′
2
+ 1) + ρ̇2z′z′′ −

l2

ρ3
+ gz′ = 0 ,
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Σχ�ηµα 7.7: �Ενα µπιζ�ελι στριφογυρ�ιζει στο εσωτερικ�ο µια̋ συµµετρικ�η̋ γα1�αθα̋. Θα
περ�ασει ποτ�ε απ�ο τον �αξονα περιστροφ�η̋ του; Τι σχ�ηµα πρ�επει να �εχει η γα1�αθα για να
µπορ�εσουµε να πετ�υχουµε κυκλικ�ε̋ τροχι�ε̋;

�οπου στην τελευτα�ια εξ�ισωση χρησιµοποι�ηθηκε η πρ£ωτη, εν£ωο τ�ονο̋ συµ-
1ολ�ιζει παραγ£ωγιση ω̋ προ̋ ρ. Ηπρ£ωτη σχ�εση υποδηλ£ωνει τη διατ�ηρηση
τη̋ στροφορµ�η̋ του µπιζελιο�υ γ�υρω απ�ο τον �αξονα z που εξασφαλ�ιζει
τη σταθερ�η φορ�α περιστροφ�η̋ του µπιζελιο�υ γ�υρω απ�ο τον �αξονα συµ-
µετρ�ια̋ τη̋ γα1�αθα̋ και την αδυναµ�ια του µπιζελιο�υ να τον προσεγγ�ισει
(�οταν l 6= 0). Η δε�υτερη εξ�ισωση ε�ιναι µια δ�υσκολη, µη γραµµικ�η δια-
φορικ�η εξ�ισωση που περιγρ�αφει την ακτινικ�η µετακ�ινηση του µπιζελιο�υ.
Ε�ιναι δυνατ�ον π�αντω̋ να βρο�υµε τη λ�υση του προ1λ�ηµατο̋ για κυκλικ�ε̋
κιν�ησει̋, δηλαδ�η για

ρ̈ = ρ̇ = 0 , ρ = ρκ = σταθερ�η.

Τ�οτε η δε�υτερη εξ�ισωση µετατρ�επεται στην

ρ3
κz

′(ρκ) = ρ3
κz

′
κ =

l2

g
. (7.31)

Θα µπορο�υσαµε να υπολογ�ισουµε και κ�ατι ακ�οµη. Κατ�α π�οσον οι κυκλι-
κ�ε̋ αυτ�ε̋ τροχι�ε̋ ε�ιναι ευσταθε�ι̋. Γι� αυτ�ο το λ�ογο θα θεωρ�ησουµε µικρ�ε̋
διαταραχ�ε̋ γ�υρω απ�ο την ακτ�ινα τη̋ κυκλικ�η̋ τροχι�α̋, δ�ιχω̋ να αλλ�αξει
η στροφορµ�η l,

ρ = ρκ + η ,

µε η << ρκ και θα αναπτ�υξουµε τη γενικ�η εξ�ισωση τη̋ ακτινικ�η̋ κ�ινη-
ση̋ σε πρ£ωτη τ�αξη ω̋ προ̋ η γ�υρω απ�ο την κυκλικ�η κ�ινηση. Η ακτινικ�η
εξ�ισωση, αν αγνο�ησουµε τον πολ�υ µικρ�ο �ορο η̇2, αποκτ�α την ακ�ολουθη
µορφ�η :

η̈(1 + (z′κ)
2) + g

(

3z′κ
ρκ

+ z′′κ

)

η = 0 . (7.32)

Στην παραπ�ανω σχ�εση χρησιµοποι�ηθηκε η αναγκα�ια σχ�εση (7.31) την ο-
πο�ια πρ�επει να ικανοποιε�ι η κυκλικ�η τροχι�α. Συνεπ£ω̋, η τροχι�α θα ε�ιναι
ευσταθ�η̋ (α̋ θυµηθο�υµε τον αρµονικ�ο ταλαντωτ�η) εφ�οσον

3z′κ
ρκ

+ z′′κ > 0 .
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Στην περ�ιπτωση που το σχ�ηµα τη̋ γα1�αθα̋ �εχει πολυωνυµικ�η µορφ�η

z(ρ) ∝ ρσ ,

φα�ινεται αµ�εσω̋ �οτι µ�ονο για −2 < σ < 0 θα �εχουµε ασταθε�ι̋ κυκλικ�ε̋
τροχι�ε̋, εν£ω για κ�αθε �αλλη τιµ�η του σ οι κυκλικ�ε̋ τροχι�ε̋ θα ε�ιναι ευστα-
θε�ι̋ και εποµ�ενω̋ πραγµατοποι�ησιµε̋.

7.8 Bungee Jump σε τσουλ�ηθρα

�Εστω �ενα σ£ωµα µ�αζα̋ m που ολισθα�ινει χωρ�ι̋ τρι1�η στη ρ�αχη εν�ο̋
κεκλιµ�ενου επιπ�εδου µ�αζα̋M , το οπο�ιο µε τη σειρ�α του κινε�ιται ελε�υθερα
σε οριζ�οντιο δ�απεδο (βλ. Σχ�ηµα 7.8). Η γων�ια κλ�ιση̋ του κεκλιµ�ενου επι-
π�εδου ε�ιναι φ και το σ£ωµα κρ�εµεται απ�ο την επ�ανω γων�ια του κεκλιµ�ενου
επιπ�εδου µ�εσω ελατηρ�ιου σταθερ�α̋ k. Τι κ�ινηση εκτελε�ι το σ�υστηµα; Η
Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατο̋ περιλαµ1�ανει την κινητικ�η εν�εργεια και
του σ£ωµατο̋ και του κεκλιµ�ενου επιπ�εδου (αυτ�η του σ£ωµατο̋ ε�ιναι κ�α-
πω̋ πιο πολ�υπλοκη, αφο�υ το σ£ωµα µετ�εχει στην κ�ινηση του κεκλιµ�ενου
επιπ�εδου), τη δυναµικ�η εν�εργεια του σ£ωµατο̋ λ�ογω τη̋ κ�ινησ�η̋ του στο
βαρυτικ�ο πεδ�ιο και τη δυναµικ�η εν�εργεια του ελατηρ�ιου. Χρησιµοποι£ω-
ντα̋ ω̋ συντεταγµ�ενε̋ του προ1λ�ηµατο̋ την οριζ�οντια µετακ�ινηση του
κεκλιµ�ενου επιπ�εδου x(t) και την απ�οσταση του ολισθα�ινοντο̋ σ£ωµατο̋
απ�ο το αν£ωτατο �ακρο του κεκλιµ�ενου επιπ�εδου y(t), το τετρ�αγωνο τη̋
ταχ�υτητα̋ του ολισθα�ινοντο̋ σ£ωµατο̋ ε�ιναι

u2
2 = (ẋ+ ẏ cosφ)2 + (ẏ sinφ)2 ,

και η Λαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατο̋ ε�ιναι :

L =
1

2
Mẋ2 +

1

2
m
[

(ẋ+ ẏ cosφ)2 + ẏ2 sin2 φ
]

+mgy sinφ−
1

2
ky2 .

Θεωρ�ησαµε για ευκολ�ια �οτι το ελατ�ηριο �εχει µηδενικ�ο φυσικ�ο µ�ηκο̋. Οι
εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋, λοιπ�ον, των δ�υο σωµ�ατων ε�ιναι

(M +m)ẍ+mÿ cosφ = 0 , (7.33)

m(ẍ cosφ+ ÿ) −mg sin φ+ ky = 0 . (7.34)

Η πρ£ωτη απ�ο αυτ�ε̋ τι̋ εξισ£ωσει̋ εκφρ�αζει τη διατ�ηρηση τη̋ ορµ�η̋ στον
�αξονα x και µπορε�ι να χρησιµοποιηθε�ι για αντικατ�ασταση του ẍ στη δε�υ-
τερη εξ�ισωση. Με την αντικατ�ασταση αυτ�η η δε�υτερη εξ�ισωση ξαναγρ�α-
φεται ω̋ ακολο�υθω̋ :

(

m cos2 φ

M +m
+ 1

)

mÿ = −k

(

y −
mg sinφ

k

)

. (7.35)

Η µορφ�η αυτ�η δ�οθηκε προκειµ�ενου να διαφανε�ι η y συνιστ£ωσα τη̋ κ�ινη-
ση̋. Πρ�οκειται για ταλ�αντωση γ�υρω απ�ο τη θ�εση ισορροπ�ια̋

y0 =
mg

k
sinφ ,



7.9. ΡΥΘΜΙΣΤΗΣ ΜΗΧΑΝΗΣ ΤΟΥWATT 209

Σχ�ηµα 7.8: �Ενα σ£ωµα αγκιστρωµ�ενο µ�εσω ελατηρ�ιου στην κορυφ�η µια̋ τσουλ�ηθρα̋
ολισθα�ινει επ�ανω σε αυτ�η. Η τσουλ�ηθρα βρ�ισκεται σε παγοδρ�οµιο και µπορε�ι να κινε�ιται
ελε�υθερα στο οριζ�οντιο επ�ιπεδο. Τι κ�ινηση εκτελε�ι το σ�υστηµα;

µε συχν�οτητα

ω =

√

k

m

M +m

M +m(1 + cos2 φ)
.

Αφο�υ µ�αλιστα οι επιταχ�υνσει̋ του κεκλιµ�ενου επιπ�εδου και του ολισθα�ι-
νοντο̋ σ£ωµατο̋ ω̋ προ̋ το κεκλιµ�ενο επ�ιπεδο ε�ιναι αν�αλογε̋, το κεκλι-
µ�ενο επ�ιπεδο, αν εξαιρ�εσει κανε�ι̋ µια πιθαν�η οµαλ�η κ�ινηση που θα µπο-
ρο�υσε να εκτελε�ι, αναµ�ενεται να εκτελε�ι και αυτ�ο οριζ�οντια ταλ�αντωση µε
την �ιδια συχν�οτητα ω. Μπορο�υµε µ�αλιστα να εξετ�ασουµε τα δ�υο ακρα�ια
�ορια των µαζ£ων : (α) ΑνM >> m, τ�οτε η (7.33) οδηγε�ι σε µηδενικ�η επι-
τ�αχυνση ẍ, οπ�οτε το σ£ωµα ταλαντ£ωνεται µε συχν�οτητα

√

k/m, �οπω̋ θα
συν�ε1αινε αν το κεκλιµ�ενο επ�ιπεδο �ηταν πακτωµ�ενο. (β) Αν M << m,

τ�οτε η οριζ�οντια θ�εση του ολισθα�ινοντο̋ σ£ωµατο̋ x+ y cosφ �εχει επιτ�α-
χυνση µηδενικ�η (βλ. σχ�εση (7.33)), γεγον�ο̋ το οπο�ιο σηµα�ινει �οτι, αν αρ-
χικ�α �ολα τα µ�ερη του συστ�ηµατο̋ �ηταν ακ�ινητα, το σ£ωµα αυτ�ο θα παρ�ε-
µενε στην �ιδια οριζ�οντια θ�εση, εν£ωπαρ�αλληλα θα ταλαντων�οταν κατακ�ο-
ρυφα και αντ�ιστοιχα το κεκλιµ�ενο επ�ιπεδο θα ταλαντων�οταν οριζ�οντια,
£ωστε τα δ�υο σ£ωµατα να βρ�ισκονται συνεχ£ω̋ σε επαφ�η, µε συχν�οτητα

ω =

√

k

m(1 + cos2 φ)
.

Προφαν£ω̋, οι εξισ£ωσει̋ κ�ινηση̋ που γρ�αψαµε �εχουν ισχ�υ εφ�οσον το ολι-
σθα�ινον σ£ωµα δεν φτ�ασει σε αρνητικ�ε̋ y τιµ�ε̋, δηλαδ�η π�ερα απ�ο το �ακρο
του κεκλιµ�ενου επιπ�εδου.

7.9 Ρυθµιστ�η̋ µηχαν�η̋ τουWatt

Στα τ�ελη του 18ου αι£ωνα ο εφευρ�ετη̋ και κατασκευαστ�η̋ τη̋ οµ£ω-
νυµη̋ ατµοµηχαν�η̋ James Watt [1736-1819] επιν�οησε τον ακ�ολουθο µη-
χανισµ�ο προκειµ�ενου να διατηρε�ιται αυτ�οµατα η ταχ�υτητα µια̋ µηχαν�η̋
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Σχ�ηµα 7.9: Ο αυτ�οµατο̋ ρυθµιστ�η̋ τουWatt διατηρε�ι την ταχ�υτητα µια̋ µηχαν�η̋ στα-
θερ�η.

(βλ. Σχ�ηµα 7.9). ∆�υο βαρει�ε̋ µεταλλικ�ε̋ σφα�ιρε̋ στηριγµ�ενε̋ σε αρθρ£ω-
σει̋ αναγκ�αζονται να περιστρ�εφονται σ�υµφωνα µε το ρυθµ�ο περιστροφ�η̋
τη̋ µηχαν�η̋. Λ�ογω τη̋ περιστροφ�η̋ του̋ οι σφα�ιρε̋ αναγκ�αζονται να
ανυψωθο�υν ρυθµ�ιζοντα̋ �ετσι την παροχ�η καυσ�ιµου στη µηχαν�η. �Εστω
�οτι η µηχαν�η περιστρ�εφεται µε ταχ�υτητα ω. Η γωνιακ�η αυτ�η ταχ�υτητα
ρυθµ�ιζεται απ�ο το �υψο̋ z του δακτυλ�ιου, το οπο�ιο µε τη σειρ�α του καθο-
ρ�ιζεται απ�ο το �υψο̋ στο οπο�ιο ανυψ£ωνονται λ�ογω φυγοκ�εντρου οι βραχ�ι-
ονε̋ στου̋ οπο�ιου̋ ε�ιναι αναρτηµ�ενε̋ οι µεταλλικ�ε̋ σφα�ιρε̋. Αν για κ�α-
ποιο λ�ογο η ταχ�υτητα τη̋ µηχαν�η̋ αυξηθε�ι, οι σφα�ιρε̋ θα ανυψωθο�υν και
µαζ�ι του̋ θα ανυψωθε�ι και ο αρθρωτ�ο̋ δακτ�υλιο̋, υποχρε£ωνοντα̋ τη µη-
χαν�η να ελαττ£ωσει ταχ�υτητα. ΗΛαγκρανζιαν�η του συστ�ηµατο̋ αποτελε�ι-
ται απ�ο την κινητικ�η και τη δυναµικ�η εν�εργεια των σφαιρ£ων. Μπορο�υµε,
µ�αλιστα, να χρησιµοποι�ησουµε τη γων�ια αν�υψωση̋ φ που σχηµατ�ιζουν
οι βραχ�ιονε̋ µε την κατακ�ορυφο για να περιγρ�αψουµε τη θ�εση των σφαι-
ρ£ων. Αν θεωρ�ησουµε �οτι οι βραχ�ιονε̋ στου̋ οπο�ιου̋ αναρτ£ωνται οι σφα�ι-
ρε̋ �εχουν µ�ηκο̋ l και �οτι οι δε�υτεροι βραχ�ιονε̋ που συνδ�εουν το µ�εσο των
πρ£ωτων βραχι�ονων µε τον δακτ�υλιο �εχουν το µισ�ο µ�ηκο̋ l/2, η Λαγκραν-
ζιαν�η του συστ�ηµατο̋ λαµ1�ανει την ακ�ολουθη µορφ�η

L =
1

2
(2m)l2(φ̇2 + ω2 sin2 φ) − 2mgl(1 − cosφ) . (7.36)

Η εξ�ισωση κ�ινηση̋ των σφαιρ£ων ε�ιναι

φ̈ = sin φ
(

ω2 cosφ−
g

l

)

. (7.37)

Αν η συχν�οτητα περιστροφ�η̋ ε�ιναι αρκετ�α µικρ�η (µικρ�οτερη απ�ο
√

g/l),
η θ�εση φ = 0 ε�ιναι θ�εση ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋, αφο�υ η παραπ�ανω δια-
φορικ�η εξ�ισωση µοι�αζει µε αυτ�η του αρµονικο�υ ταλαντωτ�η για µικρ�α φ,
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και οι σφα�ιρε̋ παραµ�ενουν κολληµ�ενε̋ στον �αξονα. Α̋ υποθ�εσουµε �οτι
θ�ελουµε να διατηρο�υµε την ταχ�υτητα τη̋ µηχαν�η̋ στη σταθερ�η τιµ�η ω0, η
οπο�ια ξεπερν�α το �οριο

√

g/l. Ε�ιναι προφαν�ε̋ �οτι σε αυτ�η την περ�ιπτωση
η θ�εση φ = 0 πα�υει να ε�ιναι θ�εση ευσταθο�υ̋ ισορροπ�ια̋ και εµφαν�ιζεται
µια �αλλη θ�εση ισορροπ�ια̋, η γων�ια φ0, που αποτελε�ι ρ�ιζα τη̋ εξ�ισωση̋

ω2 cosφ−
g

l
= 0 .

Αν αναπτ�υξουµε το δε�υτερο µ�ελο̋ τη̋ διαφορικ�η̋ εξ�ισωση̋ (7.37) γ�υρω
απ�ο αυτ�ο το σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ µπορο�υµε να αποδε�ιξουµε �οτι αυτ�ο το ν�εο
σηµε�ιο ισορροπ�ια̋ ε�ιναι ευσταθ�ε̋. Αν µ�αλιστα εξασφαλ�ισουµε τον �ελεγχο
τη̋ ταχ�υτητα̋ περιστροφ�η̋ αν�αλογα µε την αν�υψωση των σφαιρ£ων, σ�υµ-
φωνα µε το ν�οµο

ω = ω0 + α(cosφ− cos φ0) ,

µε α > 0, που συνεπ�αγεται ελ�αττωση τη̋ ταχ�υτητα̋, �οταν η γων�ια φ ξε-
περ�ασει τη θ�εση ισορροπ�ια̋ φ0, η µηχαν�η θα λειτουργε�ι µε σταθερ�η τα-
χ�υτητα. Μπορο�υµε, επιπλ�εον, να αποδε�ιξουµε �οτι τ�οτε η συχν�οτητα των
µικρ£ων ταλαντ£ωσεων γ�υρω απ�ο τη θ�εση ισορροπ�ια̋ θα ε�ιναι ακ�οµη µε-
γαλ�υτερη απ� �ο,τι αν η συχν�οτητα δεν µετα1αλλ�οταν. Το�υτο ε�ιναι αναµε-
ν�οµενο αφο�υ ο µηχανισµ�ο̋ κατασκευ�αστηκε για να προκαλε�ι αν�αδραση.
�Ετσι, σε κ�αθε µετα1ολ�η τη̋ συχν�οτητα̋, οποιουδ�ηποτε ε�ιδου̋ τρι1�η στα-
θεροποιε�ι ταχ�υτερα το σ�υστηµα στη θ�εση ισορροπ�ια̋.6

7.10 Κοσµολογ�ια σε �ενα κλειστ�ο, µονοδι�αστατο

και σχεδ�ον οµογεν�ε̋ Σ�υµπαν

Α̋ υποθ�εσουµε �οτι ο κ�οσµο̋ ε�ιναι µονοδι�αστατο̋ και µ�αλιστα πεπε-
ρασµ�ενο̋. Θα µπορο�υσαµε να περιγρ�αψουµε �εναν τ�ετοιο κ�οσµο �εχοντα̋
κατ�α νου την τοπολογ�ια εν�ο̋ δακτυλ�ιου. Αν συµπληρ£ωναµε το γεωµε-
τρικ�ο αυτ�ο υπ�ο1αθρο µε µ�αζε̋, οι οπο�ιε̋ θα �επαιζαν το ρ�ολο των γαλα-
ξι£ων αυτο�υ του κ�οσµου και θα αλληλεπιδρο�υσαν βαρυτικ�α µεταξ�υ του̋,
θα ε�ιχαµε �ενα κοσµολογικ�ο µοντ�ελο γι� αυτ�ο τον κ�οσµο. Αυτ�ο που θ�ε-
λουµε να ελ�εγξουµε ε�ιναι π£ω̋ θα εξελισσ�οταν µια οµοι�οµορφη κατανοµ�η
µαζ£ων κατ�α µ�ηκο̋ του δακτυλ�ιου σε �ενα τ�ετοιο Σ�υµπαν. Η βαρυτικ�η δ�υ-
ναµη σε �ενα µονοδι�αστατο κ�οσµο –�οπω̋ συµ1α�ινει και µε την ελκτικ�η δ�υ-
ναµη δ�υο φορτισµ�ενων �απειρων πλακ£ων εν�ο̋ πυκνωτ�η που ε�ιναι ανεξ�αρ-
τητη τη̋ µεταξ�υ του̋ απ�οσταση̋– αποδεικν�υεται �οτι ε�ιναι σταθερ�η και
ανεξ�αρτητη απ�ο την απ�οσταση µεταξ�υ των σωµ�ατων. Συνεπ£ω̋, το αντ�ι-
στοιχο τη̋ νευτ£ωνεια̋ βαρυτικ�η̋ �ελξη̋ δ�υο µαζ£ων σε �ενα µονοδι�αστατο
κ�οσµο θα ε�ιναι

F1→2 = Gm1m2
x2 − x1

|x2 − x1|
.

6Aν, β�ε1αια, η τρι1�η ε�ιναι αν�αλογη µε την ταχ�υτητα κ�ινηση̋, ο χρ�ονο̋ απ�οσ1εση̋,
�οπω̋ γνωρ�ιζουµε απ�ο την περ�ιπτωση του ταλαντωτ�η µε απ�οσ1εση, δεν θα εξαρτ�αται
απ�ο τη συχν�οτητα τη̋ ταλ�αντωση̋.
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Σχ�ηµα 7.10: Το µονοδι�αστατο Σ�υµπαν µε του̋ γαλαξ�ιε̋ του.

Γενν�αται, β�ε1αια, το ερ£ωτηµα τι γ�ινεται �οταν η µ�ια δι�ασταση παρουσι�α-
ζει περιοδικ�ε̋ συνθ�ηκε̋. Σε αυτ�ην την περ�ιπτωση πρ�επει να λ�α1ουµε τη
δ�υναµη ω̋ ανωτ�ερω, µετρ£ωντα̋ τι̋ αποστ�ασει̋ µεταξ�υ των µαζ£ων· δεξι-
�οστροφα �οµω̋ �η αριστερ�οστροφα; Θα επιλ�εξουµε εκε�ινη τη φορ�α κατ�α
την οπο�ια η απ�οσταση των δ�υο µαζ£ων ε�ιναι ελ�αχιστη.7 Η δυναµικ�η, λοι-
π�ον, εν�εργεια εν�ο̋ ζε�υγου̋ σωµατιδ�ιων, οι θ�εσει̋ των οπο�ιων σε αυτ�ο τον
κ�οσµο καθορ�ιζονται απ�ο τι̋ γων�ιε̋ θi, θj , θα �εχει τη µορφ�η

Vij(θi, θj) = G(1◦)mimjR

(

min
n=0,±1,±2,...

|θi − θj − 2nπ|

)

, (7.38)

�οπου ο συµ1ολισµ�ο̋ G(1◦) αναφ�ερεται στη σταθερ�α τη̋ βαρ�υτητα̋ στο
µονοδι�αστατο κλειστ�ο Σ�υµπαν και R ε�ιναι η ακτ�ινα του δακτυλ�ιου. Ε�ιναι
ε�υκολο να διαπιστ£ωσουµε �οτι πρ�αγµατι η δυναµικ�η εν�εργεια τη̋ σχ�εση̋
(7.38) δηµιουργε�ι µεταξ�υ δ�υο µαζ£ων µια ελκτικ�η δ�υναµη µε σταθερ�ο µ�ε-
τρο και φορ�α αυτ�ην του κοντιν�οτερου τ�οξου που συνδ�εει τι̋ δ�υο µ�αζε̋,
ανεξαρτ�ητω̋ των πολλαπλασ�ιων του 2π που πιθαν£ω̋ εµπερι�εχονται στη
µ�ετρηση τη̋ κ�αθε γων�ια̋.
Α̋ υποθ�εσουµε στη συν�εχεια �οτι γεµ�ιζουµε ολ�οκληρο το δακτυλιοει-

δ�ε̋ Σ�υµπαν µε �ισε̋ µ�αζε̋ οµοι�οµορφα κατανεµηµ�ενε̋, �ετσι ωστε να σχη-
µατ�ιζουν �ενα κανονικ�ο N-γωνο. Λ�ογω τη̋ κανονικ�οτητα̋ του N-γ£ωνου
οι µ�αζε̋ θα ισορροπο�υν στην αρχικ�η του̋ θ�εση. Αν, µ�αλιστα, σα̋ προ1λη-

7Για ενεργειακο�υ̋ λ�ογου̋ θα πρ�επει να επιλεγε�ι εκε�ινη η φορ�α που οδηγε�ι στη µικρ�ο-
τερη δυνατ�η συνολικ�η δυναµικ�η εν�εργεια του πεδ�ιου και, επειδ�η η δ�υναµη ε�ιναι σταθερ�η,
η �εκταση ισχ�υο̋ τη̋ δ�υναµη̋ πρ�επει να ε�ιναι η µικρ�οτερη δυνατ�η, δηλαδ�η η κοντιν�οτερη
απ�οσταση. Ευχαριστο�υµε τον Καθηγητ�η Φ. Χατζἠω�αννου για την επισ�ηµανση αυτ�η.
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µατ�ιζει η ευστ�αθει�α του̋, υποθ�εστε �οτι οN ε�ιναι περιττ�ο̋ αριθµ�ο̋, οπ�οτε,
επειδ�η η δ�υναµη ε�ιναι σταθερ�η και υπ�αρχει �ισο̋ αριθµ�ο̋ µαζ£ων στα αρι-
στερ�α και στα δεξι�α τη̋ κ�αθε µ�αζα̋, θα ασκε�ιται σε κ�αθε µ�αζα µηδενικ�η
συνολικ�η δ�υναµη. Επιπλ�εον, ακ�οµη και αν µετακιν�ησουµε ελαφρ£ω̋ (λι-
γ�οτερο απ�ο 2π/N) τι̋ µ�αζε̋ απ�ο τη θ�εση ισορροπ�ια̋ του̋, αυτ�ε̋ θα εξα-
κολουθ�ησουν �ολε̋ να βρ�ισκονται σε ισορροπ�ια. Υποθ�ετουµε, λοιπ�ον, �οτι
οι γωνιακ�ε̋ θ�εσει̋ των µαζ£ων ε�ιναι σταθερ�ε̋ στι̋ κορυφ�ε̋ του κανονικο�υ
N-γ£ωνου. Θα επιτρ�εψουµε �οµω̋ στο δακτυλιοειδ�ε̋ αυτ�ο Σ�υµπαν να �εχει
µετα1λητ�η µε το χρ�ονο ακτ�ινα R(t).
Ποια θα ε�ιναι τ�οτε η κινητικ�η εν�εργεια του συστ�ηµατο̋; Χρειαζ�οµαστε

�ενα σ�υστηµα εντ�ο̋ του Σ�υµπαντο̋ αυτο�υ για να µετρ�αµε ταχ�υτητε̋. Αν
επιλ�εξουµε να µετρ�αµε τι̋ ταχ�υτητε̋ ω̋ προ̋ µ�ια οποιαδ�ηποτε µ�αζα,8 η
ταχ�υτητα τη̋ k-οστ�η̋ µ�αζα̋ στα δεξι�α �η στα αριστερ�α απ�ο τη µ�αζα που
επιλ�εξαµε θα ε�ιναι

vk = Ṙ(t)
2πk

N
, 1 ≤ k ≤

N − 1

2
.

Εποµ�ενω̋, η κινητικ�η εν�εργεια �ολου του Σ�υµπαντο̋ θα ε�ιναι αν�αλογη του
Ṙ(t)2. Ηδυναµικ�η εν�εργεια, �οντα̋ το �αθροισµα �ολων των δυναµικ£ων ενερ-
γει£ων αλληλεπ�ιδραση̋ των επ�ι µ�ερου̋ µαζ£ων θα ε�ιναι

V =
1

2

∑

i

∑

j 6=i

Vij =
N

2

N−1
∑

i=1

ViN ,

δηλαδ�η θα ε�ιναι αν�αλογη τη̋ ακτ�ινα̋ R(t). Συνολικ�α, η Λαγκρανζιαν�η
του Σ�υµπαντο̋ θα ε�ιναι

L =
1

2
mα

(

2π

N

)2

Ṙ2 −
1

2
G(1◦)m2β

(

2π

N

)

R , (7.39)

�οπου α, β αριθµητικο�ι παρ�αγοντε̋ που σχετ�ιζονται µε το �αθροισµα των
κινητικ£ων και δυναµικ£ων ενεργει£ων αντ�ιστοιχα. Συγκεκριµ�ενα,

α = 2

(N−1)/2
∑

k=1

k2 =
N(N − 1)(N + 1)

12
,

–το διπλ�ασιο του αθρο�ισµατο̋ των τετραγ£ωνων των σχετικ£ων θ�εσεων για
κ�αθε ηµικ�υκλιο– και

β = 2N

(N−1)/2
∑

k=1

k =
N(N − 1)(N + 1)

4
,

–το διπλ�ασιο του αθρο�ισµατο̋ των σχετικ£ων θ�εσεων για κ�αθε ηµικ�υκλιο
και για κ�αθε µ�αζα. Ηεξ�ελιξη του Σ�υµπαντο̋ θα δι�επεται απ�ο τη δυναµικ�η
σχ�εση που υπαγορε�υει η εξ�ισωση Euler - Lagrange

R̈ = −G(1◦)m

(

β

α

)

N

4π
= −

3G(1◦)

4π
Mολ (7.40)

8Αυτ�ο̋ ε�ιναι ουσιαστικ�α ο αντ�ιστοιχο̋ ν�οµο̋ του Hubble για το µονοδι�αστατο αυτ�ο
Σ�υµπαν, αφο�υ, �οσο µακρ�υτερα βρ�ισκεται �ενα �αστρο, τ�οσο ταχ�υτερα θα φα�ινεται �οτι
αποµακρ�υνεται.



214 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 7. ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ ΛΑΓΚΡΑΝΖΙΑΝΩΝ

�οπουMολ = Nm η ολικ�η µ�αζα του Σ�υµπαντο̋. Με �αλλα λ�ογια το Σ�υµπαν
θα επι1ραδ�υνει την α�υξηση τη̋ ακτ�ινα̋ του µε σταθερ�ο ρυθµ�ο. Αν ο αρ-
χικ�ο̋ ρυθµ�ο̋ διαστολ�η̋ του Σ�υµπαντο̋ �ηταν Ṙ(0) = u0, το Σ�υµπαν θα
φτ�ασει στο µ�εγιστο µ�εγεθ�ο̋ του

Rmax =
2πu2

0

3G(1◦)Mολ
(7.41)

σε χρ�ονο

T =
4πu0

3G(1◦)Mολ
(7.42)

µε την πρὁπ�οθεση β�ε1αια �οτι ε�ιχε ξεκιν�ησει µε σχεδ�ον µηδενικ�ε̋ διαστ�α-
σει̋. Φυσικ�α, �υστερα απ�ο �αλλο τ�οσο χρονικ�ο δι�αστηµα οι διαστ�ασει̋ του
θα εκµηδενιστο�υν και π�αλι. Απ�ο µια �αποψη αυτ�ο ε�ιναι το µονοδι�αστατο
αν�αλογο του χρονικο�υ τη̋ εξ�ελιξη̋ του πραγµατικο�υ µα̋ Σ�υµπαντο̋, εφ�ο-
σον οι µοναδικ�ε̋ δυν�αµει̋ που δρουν ε�ιναι οι βαρυτικ�ε̋ �ελξει̋ µεταξ�υ των
συνιστωσ£ων του.
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7.11 Προ1λ�ηµατα

1. �Ενα φορτισµ�ενο σωµατ�ιδιο ε�ιναι υποχρεωµ�ενο να κινε�ιται επ�ανω
σε �ενα επ�ιπεδο. Το σωµατ�ιδιο βρ�ισκεται µ�εσα σε οµογεν�ε̋ µαγνη-
τικ�ο πεδ�ιο, εν γ�ενει πλ�αγιο σε σχ�εση µε το επ�ιπεδο. Τι µορφ�η �εχει η
τροχι�α τη̋ κ�ινηση̋ που εκτελε�ι το σωµατ�ιδιο;

2. �Ενα σωµατ�ιδιο κινε�ιται ελε�υθερα στην επιφ�ανεια µ�ια̋ σφα�ιρα̋.
Προσδιορ�ιστε την κ�ινησ�η του.

3. Αβαρ�ε̋ σχοιν�ι περν�α γ�υρω απ�ο α1αρ�η τροχαλ�ια που ε�ιναι στηριγ-
µ�ενη στην οροφ�η εν�ο̋ δωµατ�ιου. Στη µ�ια �ακρη του σχοινιο�υ ε�ιναι
δεµ�ενη µ�ια αρµαθι�α µπαν�ανε̋ µ�αζα̋M , εν£ω στην �αλλη �ακρη �ενα̋
π�ιθηκο̋ µ�αζα̋ επ�ιση̋M αναρριχ�αται µε σκοπ�ο να φτ�ασει τι̋ µπα-
ν�ανε̋. Αρχικ�α ο π�ιθηκο̋ και οι µπαν�ανε̋ δεν βρ�ισκονται στο �ιδιο
�υψο̋. Η σχετικ�η µετατ�οπιση του πιθ�ηκου ω̋ προ̋ την �ακρη του
σχοινιο�υ ε�ιναι ψ(t) µε αρχικ�ε̋ συνθ�ηκε̋ ψ(0) = ψ̇(0) = 0. Γρ�αψτε
τη λαγκρανζιαν�η συν�αρτηση του συστ�ηµατο̋ και µελετ�ηστε την κ�ι-
νηση. Ποιε̋ ε�ιναι οι διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ και ποια η φυσικ�η
σηµασ�ια του̋. Θα καταφ�ερει να φτ�ασει ο π�ιθηκο̋ τι̋ µπαν�ανε̋;

4. Κυκλικ�ο̋ δακτ�υλιο̋ ακτ�ινα̋ R κυλ�ιεται χωρ�ι̋ να ολισθα�ινει επ�ανω
σε οριζ�οντιο δ�απεδο που κινε�ιται οριζ�οντια κατ�α x(t) �οπω̋ στο σχ�η-
µα. Ηµ�αζα του δακτυλ�ιουM ε�ιναι συγκεντρωµ�ενη στην περιφ�ερει�α
του. Προσδιορ�ιστε το λ�ογο τη̋ µετατ�οπιση̋ του κ�εντρου του δακτυ-
λ�ιου προ̋ τη µετατ�οπιση του δαπ�εδου. Θεωρ�ηστε στη συν�εχεια �ενα
ν�οµισµα µε την �ιδια συνολικ�η µ�αζαM , την �ιδια ακτ�ιναR και το �ιδιο
κ�εντρο µ�αζα̋, αλλ�α µε τη µ�αζα κατανεµηµ�ενη µε τ�ετοιο τρ�οπο£ωστε
η περιστροφικ�η κινητικ�η εν�εργεια να ε�ιναι

1

2
M ′R2θ̇2 ,

µε M ′ < M . Προσδιορ�ιστε το ν�εο λ�ογο µετατ�οπιση̋ του κ�εντρου
β�αρου̋ προ̋ τη µετατ�οπιση του δαπ�εδου. Τι θα συµ1ε�ι στι̋ δ�υο πε-
ριπτ£ωσει̋, αν τοποθετηθο�υν δ�υο δακτ�υλιοι διαφορετικ�η̋ ακτ�ινα̋,
ο �ενα̋ δ�ιπλα στον �αλλο, στο κινο�υµενο δ�απεδο; Επι1ε1αι£ωστε την
απ�αντησ�η σα̋ εκτελ£ωντα̋ το πε�ιραµα.
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5. Κατασκευ�αστε τη Λαγκρανζιαν�η και στη συν�εχεια υπολογ�ιστε την
κ�ινηση εν�ο̋ συστ�ηµατο̋ που αποτελε�ιται απ�ο �ενα δακτ�υλιο µ�αζα̋
M και ακτ�ινα̋R, ο οπο�ιο̋ µπορε�ι να κυλ�ιεται σε οριζ�οντιο επ�ιπεδο,
και εν�ο̋ σωµατιδ�ιου µ�αζα̋ m που ολισθα�ινει χωρ�ι̋ τρι1�ε̋ επ�ανω
στο δακτ�υλιο ξεκιν£ωντα̋ απ�ο το αν£ωτερο σηµε�ιο του δακτυλ�ιου �ο-
ταν αυτ�ο̋ ε�ιναι ακ�ινητο̋. Πο�υ βρ�ισκονται τα δ�υο σ£ωµατα, �οταν συµ-
1α�ινει ο διαχωρισµ�ο̋ του̋;

6. Η Λαγκρανζιαν�η µια̋ �εκρηξη̋: Θεωρ�ηστε ω̋ απλουστευµ�ενο µο-
ντ�ελο µια̋ �εκρηξη̋ �ενα σ�υστηµα δ�υο µαζ£ων που µπορο�υν να κινο�υ-
νται π�ανω σε �εναν �αξονα δ�ιχω̋ τρι1�ε̋. Μεταξ�υ των δ�υο µαζ£ων υ-
π�αρχει συµπιεσµ�ενο ελατ�ηριο, το οπο�ιο κ�αποια στιγµ�η αφ�ηνεται ε-
λε�υθερο να αποσυµπιεστε�ι, �εω̋ �οτου αποκτ�ησει το φυσικ�ο του µ�η-
κο̋ οπ�οτε οι δ�υο µ�αζε̋ διαχωρ�ιζονται. Γρ�αψτε τη Λαγκρανζιαν�η
και υπολογ�ιστε την κ�ινηση των δ�υο σωµ�ατων, αν αρχικ�α αυτ�α �ηταν
ακ�ινητα. Στο �οριο που η σταθερ�α του ελατηρ�ιου τε�ινει στο �απειρο,
αλλ�α η εν�εργεια του συµπιεσµ�ενου ελατηρ�ιου ε�ιναι δεδοµ�ενη, ποια
ε�ιναι η εξ�ισωση τη̋ κ�ινηση̋; �Εχοντα̋ καταλ�ηξει στο επιθυµητ�ο α-
ποτ�ελεσµα θα µπορο�υσατε µ�ηπω̋ να γρ�αψετε τη λαγκρανζιαν�η συ-
ν�αρτηση του συστ�ηµατο̋ συµπεριλαµ1�ανοντα̋ µ�ονο τι̋ κινητικ�ε̋
εν�εργειε̋ των σωµ�ατων µε δεδοµ�ενη τη σχετικ�η ταχ�υτητα των δ�υο
σωµ�ατων πριν και µετ�α την εκτ�ιναξη του ελατηρ�ιου;

7. Στηριζ�οµενοι στο αποτ�ελεσµα τη̋ προηγο�υµενη̋ �ασκηση̋, γρ�αψτε
τη Λαγκρανζιαν�η εν�ο̋ πυρα�υλου, ο οπο�ιο̋ προωθε�ιται απ�ο την ε-
κτ�οξευση αερ�ιων µε σταθερ�ο ρυθµ�ο και σχετικ�η ταχ�υτητα V , απου-
σ�ια οποιουδ�ηποτε πεδ�ιου. Στη συν�εχεια υπολογ�ιστε την εξ�ισωση κ�ι-
νηση̋ του πυρα�υλου.

8. �Ενα σωµατ�ιδιο κινε�ιται µ�εσα σε οµογεν�ε̋ µαγνητικ�ο πεδ�ιο. Ναανα-
φ�ερετε �ολε̋ τι̋ συµµετρ�ιε̋ τη̋ λαγκρανζιαν�η̋ συν�αρτηση̋ και να
προσδιορ�ισετε τι̋ διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋. Να συγκρ�ινετε κατ�ο-
πιν τι̋ διατηρο�υµενε̋ ποσ�οτητε̋ µε αυτ�ε̋ που διατηρο�υνται σε �ενα
ελε�υθερο σωµατ�ιδιο.

9. Προσδιορ�ιστε την κ�ινηση σωµατιδ�ιου που κινε�ιται ελε�υθερα επ�ι µια̋
ζ£ωνη̋ του Mɻobius. Η ζ£ωνη προσδιορ�ιζεται παραµετρικ�α απ�ο τι̋
σχ�εσει̋

x = −v sin(u/2) cos(u) + cos(u) ,

y = −v sin(u/2) sin(u) + sin(u) ,

z = cos(u/2) ,

µε 0 ≤ v ≤ 0.2 και 0 ≤ u < 4π.


