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◉ Αστάθεια ροής µε κατακόρυφη 
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◉ Αστάθεια Kelvin - Helmholtz  
 
◉ Αστάθεια Rayleigh - Taylor  

 
◉ Αστάθεια ροής µε κατακόρυφη 

διάτµηση: συνεχές προφίλ 

5. ˃υναµική  Αστάθεια 

Τµήµα Φυσικής 
 
˃υναµική Ατµόσφαιρας 



Eλέγχουµε την ευστάθεια ως προς µια ή κάποιο υποσύνολο διαδικασιών µε αποτέλεσµα να µελετάµε:   
 

Static (gravitational/vertical) Stability 

Στατική ευστάθεια 

Dynamic Stability 

˃υναµική ευστάθεια 

Αγνοούµε όλες τις διαδικασίες πλην της 
πλευστότητας (άνωση-βαρύτητα). Καθορίζεται 
από το αποτελέσµατα κατακόρυφης µετακίνησης 
στοιχείου αέρα, υπό την επίδραση της δύναµης 
πλευστότητας. 
 
Η Ατµόσφαιρα βρίσκεται σε υδροστατική 
ισορροπία. 

Εκτός από την δύναµη πλευστότητας µελετάµε 
και την επιρροή πχ των µεταβολών της 
ταχύτητας της ροής σε οριζόντια & κατακόρυφη 
διεύθυνση:  
 
Κατακόρυφη & οριζόντια διάτµηση της 
ταχύτητας του ανέµου (horizontal & vertical 
wind shear). 

1. ˃υναµική ευστάθεια/αστάθεια 

˃υναµική ευστάθεια/αστάθεια: εξετάζουµε το αποτέλεσµα εισαγωγής µικρής µετατόπισης 
πακέτου αέρα ή συνηθέστερα µικρής κυµατικής διαταραχής σε ροή. Η προκύπτουσα αστάθεια 
χαρακτηρίζει την προσέγγιση του συστήµατος εξισώσεων κίνησης και την επικρατούσα ισορροπία.  

Centrifugal Instability Inertial Instability Symmetric Instability 

Horizontal Shear Instability Barotropic – Baroclinic 
Instability 

Vertical Shear Instability 

Parcel instability: Μετατόπιση πακέτου αέρα & µελέτη της κίνησής του, πχ στη στατική ευστάθεια. 

Wave instability: Απαιτεί την εισαγωγή κυµατικής διαταραχής (σύνηθες στην Ατµόσφαιρα). 



2. Shear instabilities in parallel flows 

 1824–1907 
William Thomson, 

Lord Kelvin 

1842–1919 
John William Strutt, 

Lord Rayleigh 

Shear instability - αστάθεια σε ροές διάτµησης: η µελέτη ευστάθειας/αστάθειας σε παράλληλες ροές.  

Parallel flows – παράλληλες ροές: “flows in which all 
but one of the mean velocity components are zero”  

Η αστάθεια αναπτύσσεται παρουσία διάτµησης της 
ροής σε οριζόντια ή κατακόρυφη διεύθυνση. 

Shear instability 

Vertical shear instability Horizontal shear instability 

1821–1894 

Hermann  
von Helmholtz 

1886–1975 

Sir Geoffrey  
Ingram Taylor 

1901–1976 
Werner  

Heisenberg 

Η µελέτη αστάθειας σε παράλληλες ροές προσέλκυσε το 
ενδιαφέρον γνωστών ερευνητών. 



3. Shear instability: horizontal shear instability  

Η µεταβολή του ανέµου στην οριζόντια διεύθυνση (οριζόντια διάτµηση ανέµου) παρουσιάζει µοτίβα κάποια 
από τα οποία µπορεί να οδηγούν σε αστάθεια στην περίπτωση εισαγωγής κυµατικών διαταραχών.  

Weinand (2000) 

Wind Shift Line 
Mesoscale vortices: Σε 
περιοχές απότοµης µεταβολής 
του ανέµου στην οριζόντια 
διεύθυνση (windshift lines) 
υπάρχουν ευνοικές συνθήκες 
ανάπτυξης στροβίλων.

Roberto Giudici 



3. Shear instability: vertical shear instability  

Η µεταβολή του ανέµου στην κατακόρυφη διεύθυνση υπό συνθήκες στατικής ευστάθειας µπορεί να 
οδηγήσει στην αστάθεια Kelvin-Helmholtz στην περίπτωση εισαγωγής κυµατικών διαταραχών.  

Billow clouds: Σε περιοχές απότοµης µεταβολής του ανέµου στην  
κατακόρυφη διεύθυνση δηµιουργούνται κύµατα Kelvin-Helmholtz. 
Παρουσία επαρκούς υγρασίας δηµιουργούνται χαρακτηριστικά νέφη.

Clear Air Turbulence: Καθώς τα κύµατα αυτά “σπάνε”, το δυναµικά 
ασταθές στρώµα καθίσταται τυρβώδες. Μακριά από το ΑΟΣ και 
καταιγίδες οι περιοχές CAT δεν συνοδεύονται από νέφη. Επειδή 
είναι αόρατες αποτελούν κίνδυνο για την αεροπλοοία. 

Τα κύµατα Kelvin-Helmholtz θεωρούνται ότι οδηγούν στη 
δηµιουργία κυµάτων βαρύτητας αλλά και νεφικών σχηµατισµών 
όπως τα mammatus.



4. Πηγή της ενέργειας της αστάθειας  

Η ενέργεια που συντηρεί την αστάθεια λόγω διάτµησης σε παράλληλες ροές προέρχεται από την µέση ροή. 

“˃ιάδροµος” όπου η ροή προς οριζόντια ή κατακόρυφη 
διεύθυνση χαρακτηρίζεται από µεγάλη χωρική µεταβολή της 
ταχύτητας του ανέµου και άρα µεγάλο στροβιλισµό

𝜔 =
𝜕𝑤

𝜕𝑦
−

𝜕𝑣

𝜕𝑧
𝚤̂   +   

𝜕𝑢

𝜕𝑧
−

𝜕𝑤

𝜕𝑥
𝚥̂   +   

𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝝏𝒖

𝝏𝒚
𝑘෠

𝜁 ≡ 𝑘෠ ȉ 𝜔 = 𝑘෠ ȉ 𝛻 × 𝑈 =
𝜕𝑣

𝜕𝑥
−

𝜕𝑢

𝜕𝑦
𝑈 =

𝑢
𝑣
𝑤

𝑥

𝑦 𝜁 < 0

−
𝝏𝒖

𝝏𝒚
< 𝟎

Η διεπιφάνεια υψηλού στροβιλισµού αναδιπλώνεται στον 
εαυτό της ώστε όταν η κυµατική διαταραχή σπάσει να 
δηµιουργηθούν διακριτά, σχεδόν κυκλικά, κέντρα στροβιλισµού

Εάν εκδηλωθεί αστάθεια και η διεπιφάνεια υψηλού στροβιλισµού 
διαταραχθεί, η διεπιφάνεια θα αναδιπλωθεί στον εαυτό της. Όταν 
κυµατική διαταραχή ενισχυθεί και τελικά σπάσει, αυτό που ήταν αρχικά 
ένας διάδροµος υψηλού στροβιλισµού θα µετατραπεί σε σειρά 
διακριτών κέντρων στροβιλισµού. 



5. Ευστάθεια ροής µε κατακόρυφη διάτµηση: µαθηµατική περιγραφή  

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

𝑧

𝑥

𝒗

𝝆

Μελετάµε την αστάθεια vertical shear instability: σε δυο εξιδανικευµένες περιπτώσεις παραλλήλων ροών 
αέρα (επίπεδο x-z) παρουσία κατακόρυφης διάτµησης σε οριζόντια ροή (sheared flow) και στρωµάτωσης 
περιβάλλοντος (δηλαδή µεταβολής της πυκνότητας).  

Ιδεατή ροή παρουσία ασυνέχειας στη 
πυκνότητα και πεδίο ταχύτητας 

Πιο ρεαλιστική ροή παρουσία συνεχούς 
στρωµάτωσης και πεδίου ταχύτητας 

Discontinuous field of velocity and stratification. Continuous field of velocity and stratification. 

Linear stability analysis: Γραµµικοποιώντας τις αρχικές εξισώσεις θα παράξουµε εξισώσεις που 
περιγράφουν διαταραχές κυµατικής µορφής από βασική κατάσταση. Η µελέτη της εξίσωσης διασποράς θα 
καθορίσει το κριτήριο αστάθειας για κάθε τύπου αστάθειας (Kelvin – Helmholtz & Rayleigh - Taylor). 

Περιορισµοί: 1) Η µέθοδος προβλέπει µόνο την έναρξη της αστάθειας και όχι τη µη γραµµική 
αλληλεπίδραση των στροβίλων που οδηγεί σε καθεστώς τύρβης. 2) Εφαρµόζεται µόνο σε µικρές 
διαταραχές κυµατικής µορφής (όχι για finite-amplitude disturbances). 



6. Ευστάθεια ροής µε κατακόρυφη διάτµηση (ασυνέχεια): µαθηµατική περιγραφή  

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐  =
𝑈ଶ

0
0

𝐷𝑣⃗ 

𝐷𝑡
= −2𝛺 × 𝑣⃗ −

1

𝜌
𝛻𝑝 + 𝑔⃗ + 𝐹𝑟

Το σύστηµα των εξισώσεων που θα χρησιµοποιηθεί 
 

Εξισώσεις κίνησης: 
 αρχή διατήρησης ορµής

Υποθέσεις 

• Η περιστροφή δεν είναι σηµαντική – δεν υπάρχουν όροι Coriolis. 

• Inviscid flow: δεν υπάρχουν όροι τριβής 

• Incompressible flow: τα στοιχεία του ρευστού δεν υπόκεινται σε µεταβολές της πυκνότητας 

ακολουθώντας τη ροή (δηλ. 
஽ఘ 

஽௧
= 0).  

(𝟏)

(𝟏) ⇒
𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ (𝒗 ȉ  ∇)𝒗 = −𝛻

𝑝

𝜌
+ 𝒈

• Potential flow (δυναµική ροή): υπάρχει συνάρτηση Φ(x,z,t) - velocity potential - ώστε να ισχύει 

𝑣⃗ଶ = 𝛻𝛷ଶ

𝑣⃗ଵ = 𝛻𝛷ଵ

𝑧 > 0

𝑧 < 0

Επάνω περιοχή 2

Κάτω περιοχή 1

Εξίσωση κίνησης για ασυµπίεστο 
ρευστό (σταθερή πυκνότητα), χωρίς 
τριβές και επίδραση περιστροφής. 

𝒗 = 𝛻𝛷 ∇ × 𝒗 = ∇ × 𝛻𝛷 = 0και

(𝟒)

𝒗𝟏  =
𝑈ଵ

0
0

1

𝜌

𝐷𝜌 

𝐷𝑡
+ 𝛻 ȉ 𝑣⃗ = 0 (𝟐)

Εξίσωση συνέχειας: 
αρχή διατήρησης µάζας𝒗 =

𝑢
𝑣
𝑤

(𝟐) ⇒ 𝛻 ȉ 𝑣⃗ = 0 (𝟑)

και (𝟑) ⇒ 𝛻ଶ𝛷 = 0

𝛻ଶ𝛷ଶ = 0

𝛻ଶ𝛷ଵ = 0

𝑔⃗



6. Ευστάθεια ροής µε κατακόρυφη διάτµηση (ασυνέχεια): µαθηµατική περιγραφή  

𝜕𝒗

𝜕𝑡
+ (𝒗 ȉ  ∇)𝒗 = −𝛻

𝑝

𝜌
+ 𝒈 (𝟒)

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

𝑣⃗  ȉ  𝛻 𝑣⃗ = 𝛻
1

2
𝑣⃗ ଶ − ∇ × 𝒗Ισχύει η ιδιότητα

Για δυναµική ροή 𝑣⃗  ȉ  𝛻 𝑣⃗ = 𝛻
1

2
𝑣⃗ ଶ

𝛻 × 𝑣⃗ = 0

(𝟒) ⇒ 𝛻
𝜕𝛷

𝜕𝑡
+ 𝛻

1

2
𝑣⃗ ଶ + 𝛻

𝑝

𝜌
− 𝑔⃗ = 0 𝑔⃗ = −𝑔𝑘෠

𝜕𝛷

𝜕𝑡
+

1

2
𝑣⃗ ଶ + 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. (𝟓) Θεώρηµα Bernoulli – unsteady flow 

Θεωρούµε δυναµικά 𝛷ଵ & 𝛷ଶ στις δυο περιοχές  

𝛷ଶ = 𝑈ଶ𝑥 + 𝛷ଶ
ᇱ

𝛷ଵ = 𝑈ଵ𝑥 + 𝛷ଵ
ᇱ

𝑧 > 0

𝑧 < 0

𝛻ଶ𝛷ଶ = 0Eπειδή θα πρέπει 𝛻ଶ𝛷ଶ
ᇱ = 0

Eπειδή 𝛻ଶ𝛷ଵ = 0 θα πρέπει 𝛻ଶ𝛷ଵ
ᇱ = 0

(𝟔)

(𝟕)



6. Ευστάθεια ροής µε κατακόρυφη διάτµηση (ασυνέχεια): µαθηµατική περιγραφή  

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

Αδιατάραχτη κατάσταση ˃ιαταραγµένη κατάσταση 

𝑥

𝜉(𝑥, 𝑡)

ξ(x,t): Κατακόρυφη 
συντεταγµένη της διεπιφάνειας

𝐷𝜉

𝐷𝑡
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑢

𝜕𝜉

𝜕𝑥
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥
Κατακόρυφη ταχύτητα διεπιφάνειας 

𝒗 =
𝑢
0
𝑤

= 𝛻𝛷 =

𝜕𝛷

𝜕𝑥
0

𝜕𝛷

𝜕𝑧

𝐷𝜉

𝐷𝑡
= 𝑤ଵ =

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑢ଵ

𝜕𝜉

𝜕𝑥
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥
⇒

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝐷𝜉

𝐷𝑡
= 𝑤ଶ =

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑢ଶ

𝜕𝜉

𝜕𝑥
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥
⇒

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥

Για να µην δηµιουργηθεί “σχίσµα”  
στο ρευστό θα πρέπει η κατακόρυφη 
ταχύτητα της διεπιφάνειας να ισούται 
ακριβώς µε τη κατακόρυφη συνιστώσα 
της ταχύτητας ροής και στα δυο 
στρώµατα. 

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥
(𝟖) (𝟗)
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𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

˃ιαταραγµένη κατάσταση 

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥
⇒

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ (𝑈ଶ +

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑥
)

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥
⇒

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ (𝑈ଵ +

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥
)

𝜕𝜉

𝜕𝑥
(𝟖) ⇒

(𝟗) ⇒

𝛷ଶ = 𝑈ଶ𝑥 + 𝛷ଶ
ᇱ ⇒

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑥
= 𝑈ଶ +

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑥

𝛷ଵ = 𝑈ଵ𝑥 + 𝛷ଵ
ᇱ ⇒

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑥
= 𝑈ଵ +

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥

(𝟔) ⇒

(𝟕) ⇒

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥
⇒     

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝜉

𝜕𝑥
+

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑥

𝜕𝜉

𝜕𝑥
⇒     

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝜉

𝜕𝑥

(𝟏𝟎)

(𝟏𝟏)

Leading order approximation: οι όροι 
που περιέχουν γινόµενα διαταραχών 
µπορούν να αγνοηθούν.

𝑥

𝜉(𝑥, 𝑡)

⇒
𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑧
=

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑧

⇒
𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑧
=

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑧
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𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

Αδιατάραχτη κατάσταση ˃ιαταραγµένη κατάσταση 

𝜕𝛷

𝜕𝑡
+

1

2
𝑣⃗ ଶ + 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

(𝟓)

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Bernoulli για 
να συνδέσουµε τα χαρακτηριστικά της 
ροής στην περιοχή της διεπιφάνειας 
ανάµεσα σε δυο χρονικές στιγµές: 
 
1. Αδιατάρακτη κατάσταση όπου 

υπάρχει η βασική κατάσταση. 
2. ˃ιαταραγµένη κατάσταση όπου 

αναπτύσσονται κυµατικές µορφές.

1

2
𝑈ଵ

ଶ +
𝑝̅ଵ

𝜌ଵ
  =   

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑡
+

1

2
𝑣⃗ଵ

ଶ + 𝑔𝜉 +
𝑝ଵ

𝜌ଵ
⇒

𝒗𝟏  =
𝑈ଵ

0
0

𝑝ଵ = 𝑝̅ଵ

Στην αδιατάραχτη κατάσταση δεν υπάρχει όρος 
χρονικής µεταβολής, η διεπιφάνεια είναι  𝑧 =
0 και η πίεση είναι αυτή της βασικής κατάστασης.

𝑝ଶ = 𝑝̅ଶ

Περιοχή 1

𝒗𝟐  =
𝑈ଶ

0
0

𝑣⃗ଵ
ଶ = 𝛻𝛷ଵ

ଶ = (𝑈ଵ +
𝜕𝛷ଵ

ᇱ

𝜕𝑥
)ଶ+(

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑧
)ଶ

≈ (𝑈ଵ +
𝜕𝛷ଵ

ᇱ

𝜕𝑥
)ଶ

𝑣⃗ଵ = 𝛻𝛷ଵ =

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑥
0

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑧

=

𝑈ଵ +
𝜕𝛷ଵ

ᇱ

𝜕𝑥
0

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑧

𝛷ଵ = 𝑈ଵ𝑥 + 𝛷ଵ
ᇱ

(𝟕) ⇒
𝜕𝛷ଶ

ᇱ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝜉

𝜕𝑥

1

2
𝑈ଵ

ଶ +
𝑝̅ଵ

𝜌ଵ
  =   

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑡
+

1

2
(𝑈ଵ +

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥
)ଶ+𝑔𝜉 +

𝑝ଵ

𝜌ଵ
⇒

1

2
𝑈ଵ

ଶ +
𝑝̅ଵ

𝜌ଵ
  =   

𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑡
+

1

2
𝑈ଵ

ଶ + 2𝑈ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉 +

𝑝ଵ

𝜌ଵ
⇒

𝑝ଵ = 𝑝̅ଵ − 𝜌ଵ(
𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉) (𝟏𝟐)
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𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

Αδιατάραχτη κατάσταση ˃ιαταραγµένη κατάσταση 

𝜕𝛷

𝜕𝑡
+

1

2
𝑣⃗ ଶ + 𝑔𝑧 +

𝑝

𝜌
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.

(𝟓)

Εφαρµόζουµε το Θεώρηµα Bernoulli για 
να συνδέσουµε τα χαρακτηριστικά της 
ροής στην περιοχή της διεπιφάνειας 
ανάµεσα σε δυο χρονικές στιγµές: 
 
1. Αδιατάρακτη κατάσταση όπου 

υπάρχει η βασική κατάσταση. 
2. ˃ιαταραγµένη κατάσταση όπου 

αναπτύσσονται κυµατικές µορφές.

𝒗𝟏  =
𝑈ଵ

0
0

𝑝ଵ = 𝑝̅ଵ

𝑝ଶ = 𝑝̅ଶ

Περιοχή 1

𝒗𝟐  =
𝑈ଶ

0
0

𝑝ଵ = 𝑝̅ଵ − 𝜌ଵ(
𝜕𝛷ଵ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉) (𝟏𝟐)

Περιοχή 2 𝑝ଶ = 𝑝̅ଶ − 𝜌ଶ(
𝜕𝛷ଶ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉) (𝟏𝟑)

Και στην αρχική, αδιατάραχτη αλλά και 
στην διαταραγµένη κατάσταση, οι 
πιέσεις και στις δυο περιοχές θα πρέπει 
να εξισώνονται στην διεπιφάνεια.

𝑝ଵ = 𝑝ଶ 𝑝̅ଵ = 𝑝̅ଶκαι

𝜌ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉 = 𝜌ଶ(

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉)(𝟏𝟐, 𝟏𝟑) ⇒ (𝟏𝟒)
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𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜌ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉 = 𝜌ଶ(

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉) (𝟏𝟒)

(𝟏𝟎)

(𝟏𝟏)

Στο σύστηµα τριών εξισώσεων αναζητούµε λύση ως προς 𝛷ଵ
ᇱ , 𝛷ଶ

ᇱ   & 𝜉 

𝛻ଶ𝛷ଶ
ᇱ = 0 ⇒

𝜕2𝑓ଶ(𝑧)

𝜕𝑧ଶ
− 𝑘ଶ = 0

𝛻ଶ𝛷ଵ
ᇱ = 0 ⇒

𝜕2𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥ଶ
+

𝜕2𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑧ଶ
= 0 ⇒ 𝑖ଶ𝑘ଶ𝑓ଵ 𝑧 𝑒௜ ௞௫ିఠ௧ +

𝜕2𝑓ଵ(𝑧)

𝜕𝑧ଶ
𝑒௜(௞௫ିఠ௧) = 0 ⇒

𝜕2𝑓ଵ(𝑧)

𝜕𝑧ଶ
− 𝑘ଶ = 0

Με την προυπόθεση ότι 𝛷ଵ
ᇱ  & 𝛷ଶ

ᇱ  ικανοποιούν τις παρακάτω εξισώσεις Laplace:  

Αναζητούµε λύσεις µε µορφή, για παράδειγµα 𝛷ଵ
ᇱ = 𝑓ଵ(𝑧)𝑒௜(௞௫ିఠ௧) Λαµβάνοντας υπόψη τη 

συµµετρία του προβλήµατος

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟏

𝒗𝟐

Περιοχή 1 

𝑓ଵ(𝑧) = 𝐴𝑒௞௭ + 𝐵𝑒ି௞௭

𝑧 → −∞ 𝑓ଵ → 0 ⇒ 𝐵 = 0

Περιοχή 2 

𝑓ଶ(𝑧) = 𝐶𝑒௞௭ + 𝐷𝑒ି௞௭

𝑧 → ∞ 𝑓ଶ → 0 ⇒ 𝐶 = 0

𝜕2𝑓ଵ(𝑧)

𝜕𝑧ଶ
− 𝑘ଶ = 0

𝜕2𝑓ଶ(𝑧)

𝜕𝑧ଶ
− 𝑘ଶ = 0

𝛷ଵ
ᇱ = 𝐴𝑒௞௭𝑒௜(௞௫ିఠ௧) 𝛷ଶ

ᇱ = 𝐷𝑒ି௞௭𝑒௜(௞௫ିఠ௧)
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𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑧
=

𝜕𝜉

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝜉

𝜕𝑥

𝜌ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଵ

𝜕𝛷ଵ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉 = 𝜌ଶ(

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑡
+ 𝑈ଶ

𝜕𝛷ଶ
ᇱ

𝜕𝑥
+ 𝑔𝜉) (𝟏𝟒)

(𝟏𝟎)

(𝟏𝟏)

Στο σύστηµα τριών εξισώσεων αναζητούµε λύση ως προς 𝛷ଵ
ᇱ , 𝛷ଶ

ᇱ   & 𝜉 

Αναζητούµε λύσεις µε µορφή  

𝛷ଵ
ᇱ = 𝐴𝑒௞௭𝑒௜(௞௫ିఠ௧)    ⇒ 𝛷ଵ

ᇱ = 𝜑ොଵ𝑒௞௭𝑒௜(௞௫ିఠ )

𝛷ଶ
ᇱ = 𝐷𝑒ି௞௭𝑒௜(௞௫ିఠ ) ⇒ 𝛷ଶ

ᇱ = 𝜑ොଶ𝑒ି௞௭𝑒௜(௞௫ିఠ௧)

Το πλάτος της διαταραχής µεταβάλλεται στην 
κατακόρυφη διεύθυνση και “σβήνει” όσο 
αποµακρυνόµαστε από την διεπιφάνεια.

𝛷ଵ
ᇱ = 𝜑ොଵ𝑒௞௭𝑒௜(௞௫ିఠ௧)

𝛷ଶ
ᇱ = 𝜑ොଶ𝑒ି௞௭𝑒௜(௞௫ିఠ௧)

𝜉 = 𝜉መ 𝑒௜(௞௫ିఠ௧)

Γενικά η κυκλική συχνότητα 
ω είναι µιγαδικός αριθµός

𝜔 = 𝜔௥ + 𝑖 𝝎𝒊
𝛷ଵ

ᇱ = 𝜑ොଵ𝑒௞௭  𝒆𝝎𝒊𝒕 𝑒௜(௞௫ିఠೝ௧)

Αστάθεια διαταραχών 

Αν η συχνότητα έχει φανταστικό µέρος 
τότε το πλάτος της διαταραχής θα 
αυξάνει εκθετικά στο χρόνο. 
Οδηγεί στον καθορισµό διαµόρφωσης 
κριτηρίου αστάθειας. 

Αντικαθιστώντας τις παραπάνω µορφές στις (10), (11) & (14) λαµβάνουµε τις αλγεβρικές εξισώσεις 

𝟏𝟎 ⇒ 𝑘𝜑ොଵ𝑒௞௭ = 𝑖𝜉መ(𝑘𝑈ଵ − 𝜔) 𝟏𝟏 ⇒ −𝑘𝜑ොଶ𝑒ି௞௭ = 𝑖𝜉መ(𝑘𝑈ଶ − 𝜔)

𝟏𝟒 ⇒ 𝑖𝜌ଵ𝜑ොଵ𝑒௞௭ 𝑘𝑈ଵ − 𝜔 + 𝜌ଵ𝑔𝜉መ = 𝑖𝜌ଶ𝜑ොଶ𝑒ି௞௭ 𝑘𝑈ଶ − 𝜔 + 𝜌ଶ𝑔𝜉መ
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𝑘𝜑ොଵ𝑒௞௭ = 𝑖𝜉መ(𝑘𝑈ଵ − 𝜔)

−𝑘𝜑ොଶ𝑒ି௞௭ = 𝑖𝜉መ(𝑘𝑈ଶ − 𝜔)

𝑖𝜌ଵ𝜑ොଵ𝑒௞௭ 𝑘𝑈ଵ − 𝜔 + 𝜌ଵ𝑔𝜉መ = 𝑖𝜌ଶ𝜑ොଶ𝑒ି௞௭ 𝑘𝑈ଶ − 𝜔 + 𝜌ଶ𝑔𝜉መ

(𝟏𝟓)

(𝟏𝟔)

(𝟏𝟕)

𝟏𝟕 ⇒ 𝑖𝜌ଵ𝜑ොଵ𝑒௞௭ 𝑘𝑈ଵ − 𝜔 + 𝜌ଵ𝑔𝜉መ = 𝑖𝜌ଶ𝜑ොଶ𝑒ି௞௭ 𝑘𝑈ଶ − 𝜔 + 𝜌ଶ𝑔𝜉መ ⇒

−𝜌ଵ 𝑘𝑈ଵ − 𝜔 ଶ𝜉መ + 𝜌ଵ𝑔𝑘𝜉መ = 𝜌ଶ 𝑘𝑈ଶ − 𝜔 ଶ𝜉መ + 𝜌ଶ𝑔𝑘𝜉መ

Μη τετριµµένες λύσεις είναι δυνατές για 𝜉መ ≠ 0  

−𝜌ଵ 𝑘𝑈ଵ − 𝜔 ଶ + 𝜌ଵ𝑔𝑘 = 𝜌ଶ 𝑘𝑈ଶ − 𝜔 ଶ + 𝜌ଶ𝑔𝑘 ⇒

𝜔ଶ 𝜌ଵ + 𝜌ଶ − 2𝜔𝑘 𝜌ଵ𝑈ଵ + 𝜌ଶ𝑈ଶ + 𝑘ଶ 𝜌ଵ𝑈ଵ
ଶ + 𝜌ଶ𝑈ଶ

ଶ + 𝜌ଶ −𝜌ଵ 𝑔𝑘 = 0

Εξίσωση διασποράς 

Ανάλογα µε το αν η κυκλική συχνότητα ω έχει φανταστικό µέρος ή όχι οι λύσεις θα έχουν ή όχι πλάτος το 
οποίο αυξάνει εκθετικά µε τον χρόνο. Αν πράγµατι αυξάνει µε αυτό τον τρόπο τότε θα µιλάµε για εκδήλωση 
αστάθειας. Παρακάτω µελετούµε την εξίσωση διασποράς για µερικές ειδικές περιπτώσεις. 

(𝟏𝟖)



7. ˃ιερεύνηση εξίσωσης διασποράς: Rayleigh – Taylor instability 

𝜔ଶ =
𝜌ଵ −𝜌ଶ

𝜌ଵ + 𝜌ଶ
𝑔𝑘

Ας εξετάσουµε πρώτα την ειδική περίπτωση όπου και τα δύο στρώµατα του ρευστού βρίσκονται σε 
ακινησία. ˃ηλαδή ισχύει 

𝑈ଵ = 𝑈ଶ = 0 𝟏𝟖 ⇒ Εξίσωση διασποράς 

1) Το πυκνότερο ρευστό βρίσκεται από κάτω 𝜌ଵ > 𝜌ଶ ⇒ 𝜌ଵ−𝜌ଶ> 0 

𝜔ଶ > 0 Η κυκλική συχνότητα ω είναι πραγµατικός αριθµός 𝜔 = 𝜔௥ + 𝑖 𝝎𝒊

𝛷ଵ
ᇱ = 𝜑ොଵ𝑒௞௭  𝒆𝝎𝒊𝒕 𝑒௜(௞௫ିఠೝ௧) = 𝜑ොଵ𝑒௞௭  𝑒௜(௞௫ିఠೝ௧)

˃υναµικά ευσταθής κατάσταση: ˃ιαταραχές οι οποίες αναπτύσσονται στη διεπιφάνεια δεν θα 
γιγαντώνονται αλλά θα “σβήνουν” γρήγορα. 

2) Το πυκνότερο ρευστό βρίσκεται από επάνω 𝜌ଵ < 𝜌ଶ ⇒ 𝜌ଵ−𝜌ଶ< 0 

𝜔ଶ < 0 Η κυκλική συχνότητα ω έχει φανταστικό µέρος 𝜔 = 𝜔௥ + 𝑖 𝝎𝒊

˃υναµικά ασταθής κατάσταση: ˃ιαταραχές οι οποίες αναπτύσσονται στην διεπιφάνεια θα εµφανίζουν 
εκθετική αύξηση του πλάτους τους. Αυτή η αστάθεια ονοµάζεται Rayleigh – Taylor. 

Ουσιαστικά πρόκειται για αστάθεια, η οποία πυροδοτείται από την δύναµη της άνωσης και οδηγεί στην 
άνοδο του λιγότερου πυκνού υλικού. Πριν την αστάθεια στο σύστηµα το πυκνότερο υλικό βρίσκονταν 
επάνω από το ελαφρύτερο, µια κατάσταση αυξηµένης δυναµικής ενέργειας. 

Η εκδήλωση αστάθειας αντλεί ενέργεια από αυτή την δυναµική ενέργεια λόγω στρωµάτωσης και την 
µετατρέπει σε κινητική ενέργεια. 



8. Αστάθεια Rayleigh – Taylor 

Προσοµοίωση ανάµιξης αρχικά ακίνητων στρωµάτων ρευστών µετά την εκδήλωση αστάθειας Rayleigh-
Taylor. Το κόκκινο ρευστό έχει ελαφρώς υψηλότερη πυκνότητα από το µπλε ρευστό.  

https://www.youtube.com/watch?v=-va3ET2anNI



8. Αστάθεια Rayleigh – Taylor 

Προσοµοίωση ανάµιξης αρχικά ακίνητων στρωµάτων ρευστών µετά την εκδήλωση αστάθειας Rayleigh-
Taylor µε τη µορφή λοβού. Το µπλε ρευστό έχει υψηλότερη πυκνότητα από το κίτρινο ρευστό.  

Λόγω της ισχυρής 
διάτµησης της ροής 
αναπτύσσεται αστάθεια 
Kelvin – Helmholtz.

“Mushroom cap”



8. Αστάθεια Rayleigh – Taylor 

Eκδήλωση αστάθειας Rayleigh-Taylor µεταξύ δυο στρωµάτων. Πυκνότερο θαλασσινό νερό τοποθετείται 
επάνω από λιγότερο πυκνό χρωµατισµένο (πράσινο) νερό.  

Το σύστηµα είναι ασταθές. Μόλις αφαιρεθεί το φράγµα που χωρίζει τα δυο µέρη, η εκδήλωση αστάθειας 
προκαλεί ανάµιξη ώστε να µειωθεί η δυναµική ενέργεια του συστήµατος. 

https://www.youtube.com/watch?v=NI85oC-3mJ0



8. Αστάθεια Rayleigh – Taylor και νέφη mammatus  

Η αστάθεια Rayleigh-Taylor έχει προταθεί ως µηχανισµός δηµιουργίας των νεφών mammatus.   

Μοιάζουν µε λοβούς οι οποίοι ξεπροβάλλουν από τη βάση του 
επάνω µέρους καταιγιδοφόρου νέφους (cumulonimbus anvil). 

Προτεινόµενος µηχανισµός: Αστάθεια Rayleigh-Taylor 
αναπτύσσεται στο όριο µεταξύ του περισσότερο πυκνού αέρα 
που φέρει υδροµετέωρα από πάνω και του λιγότερου πυκνού 
αέρα περιβάλλοντος. Οι λοβοί προεξέχουν προς τα κάτω 
αντιστρέφοντας τη συνήθη προς τα πάνω ανάπτυξη των νεφών 
(upward growth). 

Μειονέκτηµα: Σε πραγµατικές συνθήκες υπάρχει µεγάλη 
κατακόρυφη διάτµηση ανέµου µεταξύ των στρωµάτων 
διαφορετικής πυκνότητας (static stability interface). Αυτό 
παραβιάζει τις συνθήκες ανάπτυξης αστάθειας Rayleigh-Taylor. 

X/Twitter X/Twitter

X/Twitter



9. ˃ιερεύνηση εξίσωσης διασποράς: Kelvin - Helmholtz instability 

𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜔ଶ − 2𝑘 𝜌ଵ𝑈ଵ + 𝜌ଶ𝑈ଶ 𝜔 + 𝑘ଶ 𝜌ଵ𝑈ଵ
ଶ + 𝜌ଶ𝑈ଶ

ଶ = 0(𝟏𝟖) ⇒

Στην περίπτωση που υπάρχει σχετική κίνηση µεταξύ των δύο στρωµάτων του ρευστού (𝑈ଵ
 ≠ 𝑈ଶ

 ) αλλά 
απουσία βαρυτικού πεδίου (𝑔 = 0). Εξετάζουµε την εκδήλωση ή µη της αστάθειας Kelvin – Helmholtz :     

(𝟏𝟗) “Pure Shear Flow” 

Αποτελεί δευτεροβάθµια εξίσωση µε ρίζες

𝑎𝑟ଶ + 𝛽𝑟 + 𝛾 = 0

𝜔ଵ =
−𝛽 + 𝛽ଶ − 4𝛼𝛾

2𝛼
& 𝜔ଶ =

−𝛽 − 𝛽ଶ − 4𝛼𝛾

2𝛼

𝛥 = 𝛽ଶ − 4𝛼𝛾

˃ιακρίνουσα

𝜔ଵ,ଶ =
2𝑘 𝜌ଵ𝑈ଵ + 𝜌ଶ𝑈ଶ   ±   −4𝑘ଶ𝜌ଵ𝜌ଶ (𝑈ଵ

 − 𝑈ଶ
 )ଶ  

2(𝜌ଵ + 𝜌ଶ)
=

2𝑘 𝜌ଵ𝑈ଵ + 𝜌ଶ𝑈ଶ   ±   2𝑘 −1 𝜌ଵ𝜌ଶ (𝑈ଵ
 − 𝑈ଶ

 )ଶ

2(𝜌ଵ + 𝜌ଶ)

𝜔ଵ,ଶ =
𝑘 𝜌ଵ𝑈ଵ + 𝜌ଶ𝑈ଶ   ±   𝑖𝑘 𝜌ଵ𝜌ଶ   𝑈ଵ

 − 𝑈ଶ
 

𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜔 = 𝜔௥ + 𝑖 𝝎𝒊

Αστάθεια διαταραχών 

𝛷ଵ
ᇱ = 𝜑ොଵ𝑒௞௭  𝒆𝝎𝒊𝒕 𝑒௜(௞௫ିఠೝ௧)

Αν η ω έχει φανταστικό µέρος τότε το πλάτος 
της διαταραχής θα αυξάνει εκθετικά στο χρόνο. 

Υπό αυτές τις συνθήκες η αστάθεια ονοµάζεται Kelvin – Helmholtz instability. Θα εκδηλώνεται πάντοτε 
σε ελεύθερη ροή ρευστού όταν υπάρχει διάτµηση του πεδίου ταχύτητας µεταξύ δυο στρωµάτων. 

Επειδή 𝑼𝟏
 ≠ 𝑼𝟐

 , πάντα ω µε µη µηδενικό φανταστικό µέρος 
ώστε κάποια λύση/διαταραχή να χαρακτηρίζεται από πλάτος 
το οποίο αυξάνει εκθετικά µε τον χρόνο και να εκδηλώνεται 
αστάθεια (growing mode component).  



9. ˃ιερεύνηση εξίσωσης διασποράς: Kelvin - Helmholtz instability 

Όµως για την περίπτωση ύπαρξης σχετικής κίνησης µεταξύ των δύο στρωµάτων του ρευστού (𝑈ଵ
 ≠ 𝑈ଶ

 ), 
υπάρχει κάποιο σενάριο όπου η εκδήλωση αστάθειας Kelvin – Helmholtz µπορεί να ανασχεθεί και αυτό 
συµβαίνει παρουσία βαρυτικού πεδίου (𝑔 ≠ 0). ˃ηλαδή ισχύει 

𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜔ଶ − 2𝑘 𝜌ଵ𝑈ଵ + 𝜌ଶ𝑈ଶ 𝜔 + 𝑘ଶ 𝜌ଵ𝑈ଵ
ଶ + 𝜌ଶ𝑈ଶ

ଶ + 𝜌ଶ −𝜌ଵ 𝑔𝑘 = 0(𝟏𝟖) ⇒

Αποτελεί δευτεροβάθµια εξίσωση µε ρίζες𝑎𝑟ଶ + 𝛽𝑟 + 𝛾 = 0

𝜔ଵ,ଶ =
2𝑘 𝜌ଵ𝑈ଵ + 𝜌ଶ𝑈ଶ   ±   −4𝑘ଶ𝜌ଵ𝜌ଶ 𝑈ଵ

 − 𝑈ଶ
 ଶ  − 4 𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜌ଶ − 𝜌ଵ 𝑔𝑘

2(𝜌ଵ + 𝜌ଶ)
⇒

𝜔ଵ,ଶ =
𝑘 𝜌ଵ𝑈ଵ + 𝜌ଶ𝑈ଶ

𝜌ଵ + 𝜌ଶ
±

−𝑘ଶ𝜌ଵ𝜌ଶ 𝑈ଵ
 − 𝑈ଶ

 ଶ − 𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜌ଶ − 𝜌ଵ 𝑔𝑘

𝜌ଵ + 𝜌ଶ

Η παρουσία βαρύτητας αλλάζει τα δεδοµένα. Η εκδήλωση αστάθειας Kelvin – Helmholtz δεν είναι πάντα 
δυνατή. Λαµβάνει χώρα µόνο υπό προυποθέσεις. ˃ιαταραχές µε ορισµένα µ.κ. αποσβένονται παρουσία 
βαρύτητας (stabilized modes) ενώ άλλες χαρακτηρίζονται από εκθετική αύξηση πλάτους (αστάθεια). 

Ευστάθεια:  
1) 𝜌ଶ < 𝜌ଵ ˃ηλαδή το 
ελαφρύτερο στρώµα είναι 
από επάνω. 
 
2) Εάν η ποσότητα που 
βρίσκεται κάτω από τη 
ρίζα είναι θετική τότε 
µόνο η λύση για τη 
συχνότητα δεν θα έχει 
φανταστικό µέρος. 

−𝑘ଶ𝜌ଵ𝜌ଶ 𝑈ଵ
 − 𝑈ଶ

 ଶ − 𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜌ଶ − 𝜌ଵ 𝑔𝑘 > 0  ⇒

𝑈ଵ
 − 𝑈ଶ

 ଶ <
𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜌ଵ − 𝜌ଶ 𝑔

𝑘𝜌ଵ𝜌ଶ

(𝟐𝟎) 𝑈ଵ
 − 𝑈ଶ

 ଶ >
𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜌ଵ − 𝜌ଶ 𝑔

𝑘𝜌ଵ𝜌ଶ

Αστάθεια  Ευστάθεια  



10. Kelvin - Helmholtz instability: εφαρµογή 

Εφαρµογή

Να βρεθεί το πάχος της 
ζώνης ανάµιξης η οποία 
λαµβάνει χώρα όταν 
αστάθεια αναπτύσσεται 
στη διεπιφάνεια 
στρωµάτων µε 𝜌ଶ & 𝜌ଵ 
και 𝑈ଶ& 𝑈ଵ 

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

Kelvin-Helmholtz instability

Αρχική διαταραχή κυµατικής 

µορφής µε µ.κ. 𝜆 =
ଶగ

௞
 

καθίσταται συνήθως ασταθής 
σε συνθήκες µεγάλης 
διάτµησης. Κύµατα αρχικά 
µικρού µ.κ. “σπάνε” 
προκαλώντας µη αντιστρεπτή 
ανάµιξη. 

2π/k

𝒗𝟏

Χρησιµοποιούµε την παρακάτω προσέγγιση 
 πλην εκεί που εµφανίζεται διαφορά 

𝜌଴ ≈ 𝜌ଵ ≈ 𝜌ଶ

(𝟐𝟎)

(𝟐𝟎) ⇒ (𝜌ଵ
 −𝜌ଶ

 )(𝜌ଶ
 + 𝜌ଵ

 )𝑔 < 𝜌଴
 𝜌଴𝑘 𝑈ଵ

 − 𝑈ଶ
 ଶ  ⇒  (𝜌ଵ

 −𝜌ଶ
 )2𝜌଴

 𝑔 < 𝜌଴
ଶ𝑘 𝑈ଵ

 − 𝑈ଶ
 ଶ  ⇒

(𝜌ଵ
 −𝜌ଶ

 )2𝑔 < 𝜌଴
 𝑘 𝑈ଵ

 − 𝑈ଶ
 ଶ ⇒ 𝑘 >

2(𝜌ଵ
 − 𝜌ଶ

 )𝑔

𝜌଴
 𝑈ଵ

 − 𝑈ଶ
 ଶ

Κυµατικές διαταραχές µε 𝑘 > 𝑘௠௜௡ καθίστανται 
ασταθείς. Το κατώφλι µειώνεται για µικρότερη διαφορά 
πυκνοτήτων και µεγαλύτερη διάτµιση.  

𝑘௠௜௡ =
2(𝜌ଵ

 − 𝜌ଶ
 )𝑔

𝜌଴
 𝑈ଵ

 − 𝑈ଶ
 ଶ

𝜆௠௔௫~
𝜌଴

 𝑈ଵ
 − 𝑈ଶ

 ଶ

2(𝜌ଵ
 − 𝜌ଶ

 )𝑔

𝑘
0 0

𝜆
ΑστάθειαΕυστάθεια Αστάθεια Ευστάθεια

𝑘~ 1
𝜆ൗ

Κυµατικές διαταραχές µε 𝜆 < 𝜆௠௔௫ καθίστανται 
ασταθείς. Το όριο αυτό αυξάνεται για µικρότερη 
διαφορά πυκνοτήτων και µεγαλύτερη διάτµιση.  

𝑈ଵ
 − 𝑈ଶ

 ଶ >
𝜌ଵ + 𝜌ଶ 𝜌ଵ − 𝜌ଶ 𝑔

𝑘𝜌ଵ𝜌ଶ

𝜌ଵ > 𝜌ଶ



10. Kelvin - Helmholtz instability: εφαρµογή 

Η δηµιουργία και το “σπάσιµο” των κυµάτων Kelvin – Helmholtz προκαλεί τυρβώδη αµάµιξη των 
δυο στρωµάτων σε µια ζώνη πάχους ˃H. Είναι λογικό να υποθέσουµε ότι είναι της ίδιας τάξης 
µεγέθους µε το µ.κ. του κύµατος µε µέγιστο µ.κ. 𝜆௠௔௫

𝛥𝛨 ~ 𝜆௠௔௫~
𝜌଴

 𝑈ଵ
 − 𝑈ଶ

 ଶ

2(𝜌ଵ
 − 𝜌ଶ

 )𝑔

Η ζώνη ανάµιξης είναι µεγαλύτερη όταν η διάτµιση είναι µεγαλύτερη 
στα δυο στρώµατα και όταν η διαφορά πυκνοτήτων είναι µικρότερη. 

Μέσα σε αυτό το στρώµα πάχους ˃Η η τύρβη αναπτύσσεται λόγω ισχυρής διάτµησης. 

Linear regime: Το πλάτος των µικρών κυµατόµορφων διαταραχών (wave 
amplitude) µεγαλώνει γρήγορα. Οι διαταραχές αναπτύσσονται κατά µήκος 
της διεπιφάνειας. 

Μετάβαση: Ανάπτυξη µεγαλύτερων σε πλάτος Kelvin –Helmholtz billows. 

Non - linear regime : Τα κύµατα µεγαλώνουν και τυλίγονται προκαλώντας 
τη δηµιουργία στροβίλων. H αύξηση του πλάτους είναι ταχύτερη για κύµατα 
µε µεγαλύτερο 𝝎𝒊 .  

𝛷ଵ
ᇱ = 𝜑ොଵ𝑒௞௭  𝒆𝝎𝒊𝒕 𝑒௜(௞௫ିఠೝ௧)

Τυρβώδης φάση: Ανάπτυξη πλήρους τύρβης κατά µήκος της διεπιφάνειας. 
Ανάµιξη µεταξύ των δυο στρωµάτων. 



11. Ευστάθεια ροής µε κατακόρυφη διάτµηση: µαθηµατική περιγραφή  

𝑧

𝑥

𝝆𝟏

𝝆𝟐

𝒗𝟐

𝒗𝟏

𝑧

𝑥

𝒗

𝝆

Μελετάµε την αστάθεια vertical shear instability: σε δυο εξιδανικευµένες περιπτώσεις παραλλήλων ροών 
αέρα (επίπεδο x-z) παρουσία κατακόρυφης διάτµησης σε οριζόντια ροή (sheared flow) και στρωµάτωσης 
περιβάλλοντος (δηλαδή µεταβολής της πυκνότητας).  

Ιδεατή ροή παρουσία ασυνέχειας στη 
πυκνότητα και πεδίο ταχύτητας 

Πιο ρεαλιστική ροή παρουσία συνεχούς 
στρωµάτωσης και πεδίου ταχύτητας 

Discontinuous field of velocity and stratification. Continuous field of velocity and stratification. 

Linear stability analysis: Γραµµικοποιώντας τις αρχικές εξισώσεις θα παράξουµε εξισώσεις που 
περιγράφουν διαταραχές κυµατικής µορφής από βασική κατάσταση. Η µελέτη της εξίσωσης διασποράς θα 
καθορίσει το κριτήριο αστάθειας για κάθε τύπου αστάθειας (Kelvin – Helmholtz & Rayleigh - Taylor). 

Περιορισµοί: 1) Η µέθοδος προβλέπει µόνο την έναρξη της αστάθειας και όχι τη µη γραµµική 
αλληλεπίδραση των στροβίλων που οδηγεί σε καθεστώς τύρβης. 2) Εφαρµόζεται µόνο σε µικρές 
διαταραχές κυµατικής µορφής (όχι για finite-amplitude disturbances). 



12. Ευστάθεια ροής µε κατακόρυφη διάτµησης: συνεχές προφίλ  

𝑧

𝑥

𝒗

𝝆

Gradient Richardson Number 𝑅𝑖 ≡
𝑁ଶ

𝜕𝑢ത
𝜕𝑧

ଶ < 𝑅𝑖௖ =
1

4

Παρουσία συνεχούς στρωµάτωσης της Ατµόσφαιρας 
(δηλαδή µεταβολής της πυκνότητας) και µεταβολής του 
πεδίου ταχύτητας, αστάθεια Kelvin – Helmholtz 
εκδηλώνεται όταν ισχύει η παρακάτω συνθήκη: 

Στρωµάτωση

˃ιάτµηση

1881-1953

L.F. Richardson

Εκτός ΑΟΣ και του αεροχειµάρρου, σε Στρατόσφαιρα και Τροπόσφαιρα, η στρωµάτωση εµποδίζει 
τη διάτµηση να οδηγήσει σε τύρβη και κατακόρυφη ανάµιξη (Ri>1).

Critical 
Richardson 
number



13. Αστάθεια Kelvin-Helmholtz: φυσική εξήγηση  

Η αστάθεια Kelvin-Helmholtz δύναται να αναπτυχθεί στην περίπτωση που υπάρχει ροή διαφορετικών 
υλικών µε διαφορετική ταχύτητα ροής.  Απαιτείται σχετική κίνηση µεταξύ των στρωµάτων. 

1. Για ευκολία θεωρούµε ότι τα στρώµατα των 
υλικών εκατέρωθεν διεπιφάνειας κινούνται σε 
αντίθετη κατεύθυνση.

2. Μικρή διαταραχή δύναται να µεγαλώσει σε 
πλάτος. Η µελέτη των συνθηκών προς αυτήν 
την εξέλιξη είναι ενδιαφέρουσα.

4. Φαινόµενο Bernoulli: Σε περιοχές στένωσης 
(πλάτυνσης) της ροής, αυτή καθίσταται ταχύτερη 
(πιο αργή) ενώ η πίεση µειώνεται (αυξάνεται).

3. Η παρουσία της κυµατικής διαταραχής 
δηµιουργεί και στα δύο στρώµατα περιοχές 
όπου το πέρασµα στενεύει ή πλαταίνει. 

−∇p −∇p −∇p 

5. Η αναπτυσσόµενη δύναµη βαροβαθµίδας είναι 
κάθετη στην διεπιφάνεια και συντελεί στην 
αύξηση του πλάτους της κυµατική διαταραχής. 

6. Οι εγκολπώσεις παρασύρονται και 
τυλίγονται υπό την επίδραση και των πεδίων 
στροβιλισµού.   

Φαινόµενο Bernoulli

Ο παραπάνω µηχανισµός εξηγεί πως αυξάνεται το πλάτος των 
κυµατικών διαταραχών όταν εκδηλώνεται η αστάθεια Kelvin-Helmholtz. 
Με µαθηµατική επεξεργασία θα καταλήξουµε στο κριτήριο που µας 
πληροφορεί για τις απαιτούµενες συνθήκες εκδήλωσης αστάθειας.  



14. Kelvin – Helmholtz clouds: billow clouds  

• Ύψος βάσης: οποιοδήποτε αλλά συνήθως βρίσκεται σε              
                         µεγάλο ύψος.  

• Μορφή: επαναλαµβανόµενη δοµή κύµατος που σπάει µε  
                 εγκολπώσεις νέφους σε ανέφελο περιβάλλον.   

• Υετός: µη σηµαντικός 

• Καιρός: η εµφάνισή τους υποδηλώνει ισχυρούς ανέµους  
                σε κάποιο ύψος. Η παρουσία τους είναι  
                υποδηλωτική παρουσίας clear air turbulence. 

• Μηχανισµός: η ύπαρξη ισχυρής διάτµησης ανέµου στην  
                κατακόρυφη διεύθυνση µεταξύ στρωµάτων  
                διαφορετικής πυκνότητας. Το επάνω µέρος του  
                νέφους παρασύρεται δίνοντας την εικόνα  
                κύµατος που σπάει.  



15. Παραδείγµατα αστάθειας Kelvin - Helmholtz  

K-H Waves in Earth’s Magnetic Field K-H in contrails 

K-H in Jupiter 

K-H in solar coronal mass ejections 

© EDP Sciences  

© John A. Adam 
© Quanqi Shi 



15. Παραδείγµατα αστάθειας Kelvin - Helmholtz  

The Starry Night  
Vincent van Gogh (1889) 

The Great Wave off Kanagawa  
Katsushika Hokusai (1831) 



15. Παραδείγµατα αστάθειας Kelvin - Helmholtz  

Ανάπτυξη αστάθειας Kelvin-Helmholtz σε εργαστηριακή διάταξη. 

https://www.youtube.com/watch?v=mf_143gkKSQ

Πυκνότερο (µπλε) ρευστό εκχέεται κάτω από λιγότερο πυκνό (κόκκινο) σε εργαστηριακή διάταξη. 
Πρόσδοση κλίσης στη διάταξη προκαλεί σχετική κίνηση των στρωµάτων µε το πυκνότερο να ρέει κάτω από 
το αραιότερο προς τα δεξιά. Η εµφάνιση διάτµησης προκαλεί την εκδήλωση αστάθειας.      



15. Παραδείγµατα αστάθειας Kelvin - Helmholtz  

2D Simulation of a Kelvin-Helmholtz instability with 4th order discontinuous Galerkin (DG) and adaptive 
mesh refinement. 

https://www.youtube.com/watch?v=cTRQP6DSaqA

Η προσοµοίωση παρουσιάζει το πως αναπτύσσεται η αστάθεια Kelvin-Helmholtz οδηγώντας σε ανάπτυξη 
στροβίλων οι οποίοι αλληλεπιδρούν µεταξύ τους καθώς και τη µετάβαση σε καθεστώς τυρβώδους ροής.  


