
Εθνικό και Καποδιστριακό Πανεπιστήμιο Αθηνών, Τμήμα Φυσικής
Πρόοδος στη Μηχανική Ι, 27 Νοεμβρίου 2024
Διάρκεια εξέτασης 2½ ώρες, Καλή επιτυχία

Θέμα 1ο:
Σώμα κινείται σε ελικοειδή τροχιά ακτίνας R και
σταθερού βήματος β, η οποία περιγράφεται από
ϖ = R, z =

β

2π
ϕ σε κυλινδρικές συντεταγμένες.

Σε κάθε χρόνο είναι ϕ = ωt με σταθερό ω > 0.
(α) Βρείτε την ταχύτητα (σε κυλινδρικές συντεταγ-
μένες) και το εφαπτόμενο μοναδιαίο της τροχιάς.
(β) Βρείτε την επιτάχυνση και τις επιτρόχια και
κεντρομόλο συνιστώσες της.
(γ) Βρείτε την ακτίνα καμπυλότητας της τροχιάς.
(δ) Για ποιο β το κέντρο καμπυλότητας διαγράφει
την ίδια έλικα;

Θέμα 2ο:
Σώμα μάζας m = 1 κινείται στον άξονα x υπό
την επίδραση πεδίου δύναμης με δυναμική ενέργεια
V =

1

2
Ω2e−x2 sin(x2), όπου Ω = 21/4eπ/8.
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2

π

2

x

1

2

V(x)

(α) Αν αρχικά βρίσκεται στο xi = 0 περιγράψτε την
κίνηση ανάλογα με την τιμή της αρχικής του ταχύ-
τητας vi ≥ 0.
(β) Βρείτε την περίοδο των μικρών ταλαντώσεων

γύρω από το ευσταθές σημείο ισορροπίας x = 0.
(γ) Έστω ο άξονας x περιστρέφεται γύρω από τον
άξονα z με σταθερή γωνιακή ταχύτητα ωẑ και το
σώμα παραμένει πάντα πάνω στον άξονα x. Για
ποιες τιμές της ω το x = 0 παραμένει ευσταθές
σημείο ισορροπίας;
(δ – bonus) Έστω υπάρχει τριβή ολίσθησης μεταξύ
του σώματος και του άξονα x, με συντελεστή µ.
Ποια είναι η εξίσωση κίνησης κοντά στο x = 0;
(Ο άξονας περιστρέφεται όπως στο προηγούμενο
ερώτημα.)

Θέμα 3ο:
Θεωρήστε έναν ταχυτητο-εξαρτώμενο ταλαντωτή,
μάζας m = 1, με σημείο ισορροπίας το x = 0. Ο
ταλαντωτής όταν κινείται με θετική ταχύτητα χαρα-
κτηρίζεται από συχνότηταω2 = 1, ενώ όταν κινείται
με αρνητική ταχύτητα χαρακτηρίζεται από ω2 = 4.
(α) Το διάγραμμα φάσης του είναι κλειστή καμπύλη;
Τι σχήμα έχει;
(β) Να υπολογιστεί η περίοδος του ταλαντωτή.
(γ) Αν το ακραίο θετικό σημείο που φτάνει ο ταλα-
ντωτής είναι xmax = 1 και διέρχεται από αυτό τη
χρονική στιγμή t = 0, ποια είναι η μέγιστη τιμή που
λαμβάνει η απόλυτη τιμή της ταχύτητας |v| και ποια
χρονική στιγμή θα λάβει ο ταλαντωτής για πρώτη
φορά την ταχύτητα αυτή;
(δ) Τη στιγμή που ο ταλαντωτής λαμβάνει τη
μέγιστη αυτή (κατ’ απόλυτη τιμή) ταχύτητα δρα
πάνω στο σωματίδιο μια θετική δύναμη στιγμιαίας
διάρκειας, αλλά ικανή να αλλάξει την ορμή του
σώματος, δίνοντάς του ώθηση +2. Περιγράψτε την
κίνηση του σώματος στη συνέχεια.

ΤΥΠΟΛΟΓΙΟ: (δεν χρειάζονται απαραίτητα)

a⃗ = (ϖ̈ −ϖϕ̇2)ϖ̂ + (2ϖ̇ϕ̇+ϖϕ̈)ϕ̂+ z̈ẑ

ma⃗σ = ΣF⃗ −ma⃗0 − 2mω⃗ × v⃗σ −mω⃗ × (ω⃗ × r⃗)−m ˙⃗ω × r⃗



ΛΥΣΕΙΣ:

Θέμα 1ο:

(α) v⃗ = ϖ̇ϖ̂ + ϖϕ̇ϕ̂ + żẑ και αντικαθιστώντας
ϖ = R, ϕ = ωt, z = (β/2π)ωt βρίσκουμε
v⃗ = Rωϕ̂+ (β/2π)ωẑ.
Το εφαπτόμενο μοναδιαίο είναι

ε̂ =
v⃗

|v⃗|
=

Rϕ̂+ (β/2π)ẑ√
R2 + (β/2π)2

(β) a⃗ = (ϖ̈−ϖϕ̇2)ϖ̂+
1

ϖ

d(ϖ2ϕ̇)

dt
ϕ̂+z̈ẑ = −Rω2ϖ̂.

(Η κίνηση μπορεί να θεωρηθεί επαλληλία ευθύ-
γραμμης και ομαλής στην διεύθυνση z, για την
οποία δεν υπάρχει επιτάχυνση, και ομαλής κυκλικής
σε επίπεδο z = σταθερό, για την οποία η επιτάχυνση
είναι η κεντρομόλος −Rω2ϖ̂.)
Επιτρόχια συνιστώσα της επιτάχυνσης δεν υπάρχει
αφού η ταχύτητα έχει σταθερό μέτρο, κάτι που
προκύπτει και από a⃗ · ε̂ = 0.
Επομένως a⃗κ = a⃗− a⃗ε = −Rω2ϖ̂.

(γ) aκ =
v2

R
⇔ R =

R2 + (β/2π)2

R
.

(δ) Το κέντρο καμπυλότητας K κάθε στιγμή
βρίσκεται πάνω στην διεύθυνση n̂ = −ϖ̂, δηλ.
στο ίδιο z με το σώμα και σε απόσταση R > R.
Επομένως διαγράφει την ίδια έλικα, ευρισκόμενο
κάθε φορά στο αντιδιαμετρικό σημείο, αν R =
2R ⇔ β = 2πR.

Θέμα 2ο:

Η συνάρτηση V (x) είναι άρτια και αρκεί να μελε-
τηθεί στο x ∈ [0,+∞).
Η παράγωγος V ′ = Ω2xe−x2

[cos(x2) − sin(x2)]
μηδενίζεται για x = 0 και για tan(x2) = 1 ⇔
x =

√
nπ + π/4, n = 0, 1, 2, . . . Η δεύτερη

παράγωγος είναι V ′′(0) > 0, άρα η V έχει
ελάχιστο στο x = 0, ίσο με V (0) = 0 (όπως
φαίνεται και στο σχήμα). Στα άλλα ακρότατα είναι
V ′′(

√
nπ + π/4) ∝ − cos(nπ + π/4) ∝ −(−1)n,

επομένως για άρτια n είναι μέγιστα και για περιττά
n είναι ελάχιστα. Το πρώτο μέγιστο αντιστοιχεί σε
x =

√
π/2 και έχει τιμή V (

√
π/2) = 1/2 (όπως

φαίνεται και στο σχήμα).
(α) Για vi = 0 το σώμα μένει ακίνητο στο x = 0,
αφού είναι σημείο ισορροπίας.
Για 0 < E < 1/2 ⇔ 0 < vi < 1 το σώμα εκτελεί
ταλάντωση μεταξύ των θέσεων όπουE = V (x) (τις

πρώτες τομές εκατέρωθεν του x = 0).
Για E > 1/2 ⇔ vi > 1 το σώμα περνά το λόφο
δυναμικού (και τους επόμενους που έχουν μικρό-
τερο ύψος) και καταλήγει στο x = +∞ κινούμενο
με ταχύτητα vi.
Για E = 1/2 ⇔ vi = 1 το σώμα πλησιάζει επ’
άπειρον το ασταθές σημείο ισορροπίας x =

√
π/2.

(β) Για |x| ≪ 1 είναι V (x) ≈ V (0) + V ′(0)x +
1

2
V ′′(0)x2 =

Ω2x2

2
, άρα η εξίσωση κίνησης είναι

ẋ2

2
+

Ω2x2

2
= σταθερά, ή ισοδύναμα παραγωγίζο-

ντας ẍ+Ω2x = 0, οπότε η κυκλική συχνότητα είναι
Ω και η περίοδος T =

2π

Ω
.

(γ) Στο περιστρεφόμενο σύστημα υπάρχει ολοκλή-
ρωμα «ενέργειας», προσθέτοντας την δυναμική

ενέργεια της φυγόκεντρου −mω2r2⊥
2

= −ω2x2

2
,

αφού r⊥ = |x|. Άρα ẋ2

2
+Vσ(x)−

ω2x2

2
= σταθερά,

όπου Vσ(x) = V (x)−ω2x2

2
. Είναι V ′

σ(0) = 0 (παρα-
μένει σημείο ισορροπίας). Για να είναι ευσταθές
πρέπει V ′′

σ > 0 ⇔ ω2 < V ′′(0), δηλ. |ω| < Ω.
(δ) Η σχέση ma⃗σ = ΣF⃗ − ma⃗0 − 2mω⃗ × v⃗σ −
mω⃗ × (ω⃗ × r⃗) − m ˙⃗ω × r⃗ δίνει ẍx̂ = −V ′x̂ +

N⃗ + T⃗ − 2ωẋŷ + ω2xx̂ όπου N⃗ η κάθετη αντί-
δραση και T⃗ η τριβή. H ŷ συνιστώσα του νόμου
Νεύτωνα δίνει N⃗ = 2ωẋŷ και άρα |T⃗ | = µ|N⃗ | =
2µ|ωẋ|. Αφού η T⃗ είναι αντίρροπη της ταχύτητας
η διανυσματική της έκφραση είναι T⃗ = −2µ|ω|ẋx̂
και η x̂ συνιστώσα του νόμου Νεύτωνα δίνει ẍ =
−V ′− 2µ|ω|ẋ+ω2x. Για κινήσεις κοντά στο x = 0
είναι V ′ ≈ V ′(0) + V ′′(0)x = Ω2x, επομένως η
εξίσωση κίνησης είναι ẍ = −Ω2x−2µ|ω|ẋ+ω2x ⇔
ẍ+2µ|ω|ẋ+(Ω2−ω2)x = 0 (περιγράφει φθίνουσα
ταλάντωση αν |ω| < Ω).

Θέμα 3ο:
(α) Όταν ο ταλαντωτής κινείται με θετική ταχύτητα
(δηλαδή, ẋ > 0 – πάνω από τον άξονα x) η καμπύλη
θα έχει τη μορφή

ẋ2

2
+

x2

2
= E

και όταν ο ταλαντωτής κινείται με αρνητική ταχύ-
τητα (δηλαδή, ẋ < 0 – κάτω από τον άξονα x) η



καμπύλη θα έχει τη μορφή

ẋ2

2
+ 4

x2

2
= E ′.

Οι E,E ′ δεν είναι κατ’ ανάγκη ίσες αφού όταν
το σωματίδιο φτάσει με θετική (αρνητική) ταχύ-
τητα στην μέγιστη (ελάχιστη) θέση και αντιστραφεί
η φορά της κίνησης η σταθερά επαναφοράς k =
mω2 αλλάζει τιμή έτσι ώστε να προσαρμόζεται η
δυναμική ενέργεια στην αλλαγή που συμβαίνει στο
ω2. Επιπλέον επειδή στα ακραία σημεία η ταχύ-
τητα μηδενίζεται ισχύει ότι E ′ = 4E. Οι καμπύλες
λοιπόν που περιγράφουν την κίνηση στο χώρο των
φάσεων είναι (α) (για θετικά v) μια ημιέλλειψη με
ημιάξονα στον x, a =

√
2E και ημιάξονα στον v,

b =
√
2E (δηλαδή ημικύκλιο) και (β) (για αρνη-

τικά v) μια ημιέλλειψη με ημιάξονα στον x, a′ =√
2E ′/4 =

√
2E = a και ημιάξονα στον v, b′ =√

2E ′ = 2
√
2E = 2b.

(β) Η περίοδος του ταλαντωτή θα είναι

T =
T1

2
+

T2

2
=

1

2

(
2π

ω1

+
2π

ω2

)
= π +

π

2
=

3π

2
.

(γ) Όπως φαίνεται από το διάγραμμα φάσης η
μέγιστη κατ’ απόλυτη τιμή ταχύτητα θα είναι αυτή
στο κατώτερο σημείο δηλαδή θα είναι στο x = 0,
καθώς κινείται προς τα αρνητικά. Έτσι

|v|max = b′ = 2
√
2E = 2a = 2xmax = 2.

Αυτό θα συμβεί μετά από T2/4 = π/4.
(δ) Δεδομένου ότι στο σημείο αυτό η ταχύτητα είναι
αρνητική και ίση με v = −2, η ώθηση θα εκμη-
δενίσει την ταχύτητα στιγμιαία και το σωματίδιο
θα βρεθεί ακίνητο στην θέση ισορροπίας. Επομένως
στη συνέχεια (για t > π/4) θα είναι

x(t) = 0.


