
Παρ�αρτηµα

Μαθηµατικ�α Εργαλε�ια

“...ε�ιχα ενδοιασµο�υς σχετικ�α µε
τα πλεονεκτ�ηµατα των δι�αφορων συµ1ολισµ£ων
και αυτ�ο �ηταν που µε �εκανε να ανα1�αλλω τη

δηµοσ�ιευση των αποτελεσµ�ατων της �ερευν�ας µου.
∆εν µπορο�υσα να προχωρ�ησω σε καµι�α δηµοσ�ιευση...
Ε�ιχα µια �εντονη α�ισθηση �οτι υπ�ηρχε κ�ατι ακατ�εργαστο

στον τρ�οπο που χρησιµοποιο�υσα τα σ�υµ1ολα.”
Josiah Willard Gibbs

“�Εχω αποκτ�ησει πλ�εον µεγ�αλο σε1ασµ�ο για τα µαθηµατικ�α,
τα λεπτ�οτατα σηµε�ια των οπο�ιων, µε το φτωχ�ο µου µυαλ�ο,

τα θεωρο�υσα �εως τ£ωρα καθαρ�η πολυτ�ελεια!”
Albert Einstein

A-1 ∆ε�ικτες και αθροιστικ�η σ�υµ1αση

Στη φυσικ�η χειριζ�οµαστε αντικε�ιµενα, τα οπο�ια προσδιορ�ιζονται απ�ο
µια πλει�αδα αριθµ£ων. Πρ£ωτιστο παρ�αδειγµα τ�ετοιων αντικειµ�ενων ε�ιναι
τα διαν�υσµατα, τα οπο�ια προσδιορ�ιζονται απ�ο την τρι�αδα των συνιστω-
σ£ων τους σε �ενα ορθογ£ωνιο καρτεσιαν�ο σ�υστηµα αξ�ονων

����������
	��
��	��
���
,

�οπου ��� ε�ιναι η συνιστ£ωσα στον πρ£ωτο �αξονα, �
� στο δε�υτερο και ��� στον
τρ�ιτο. Το αντικε�ιµενο, �οµως, αυτ�ο µπορε�ι απλ�α να συµ1ολισθε�ι µε τη συ-
ντοµογραφ�ια ��� , �οπου ο δε�ικτης � διατρ�εχει �ολες τις δυνατ�ες τιµ�ες, που σε Θα γρ�αφουµε���

, αντ�ι του ��αυτ�η την περ�ιπτωση ε�ιναι ����� 	���	�� . Εν£ωη συντοµογραφ�ια ��� αναφ�ερεται
στη συγκεκριµ�ενη � -οστ�η συνισταµ�ενη του �� , επειδ�η η τιµ�η του � δεν �εχει
δηλωθε�ι (π.χ. ��� � ), το �
� προσδιορ�ιζει συγχρ�ονως ολ�οκληρο το αντικε�ι-
µενο

��
, δηλ£ωνοντας �αµεσα �ολα τα στοιχε�ια του. Με αυτ�ον το συµ1ολισµ�ο,

αν τα διαν�υσµατα
�� και �! ε�ιναι �ισα, αρκε�ι να γρ�αψουµε ��� � ! � .

Χρησιµοποι£ωντας τους δε�ικτες, �εχουµε τη δυνατ�οτητα να χειριστο�υµε
σ�υνθετα αντικε�ιµενα µε πολ�υ οικονοµικ�ο τρ�οπο. �Οταν γρ�αφουµε ��� !#" ,
εννοο�υµε �ενα απ�ο τα ενν�εα γιν�οµενα που σχηµατ�ιζονται απ�ο τις τρεις συ-
νιστ£ωσες του

�� και τις τρεις συνιστ£ωσες του �! και συγκεκριµ�ενα το γιν�ο-
µενο της � -οστ�ης συνιστ£ωσας του �� µε την $ -οστ�η συνιστ£ωσα του �! . Επειδ�η,
�οµως, και π�αλι δεν καθορ�ιζεται η ακρι1�ης τιµ�η των � και $ , το παραπ�ανω
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αντικε�ιµενο προσδιορ�ιζει και το γιν�οµενο κ�αθε � -οστ�ης συνιστ£ωσας του ��
µε κ�αθε $ -οστ�η συνιστ£ωσα του �! , δηλ£ωνοντας µε τρ�οπο �εµµεσο και τα εν-
ν�εα στοιχε�ια του σ�υνθετου αυτο�υ αντικειµ�ενου. �Οταν, �οµως, γρ�αφουµε
το γενικ�ο στοιχε�ιο σ�υνθετων αντικειµ�ενων µε αυτ�ο τον τρ�οπο, πρ�επει να
προσ�εχουµε να χρησιµοποιο�υµε διαφορετικ�ο γρ�αµµα για κ�αθε δε�ικτη % εδ£ω
χρησιµοποι�ησαµε τα � και $ . Αν το αντικε�ιµενο � �εχει & στοιχε�ια και το !
�εχει ' στοιχε�ια, τα ��� !#" , υπ�ο την �εννοια που αναφ�εραµε, συµ1ολ�ιζουν τα&)(*' γιν�οµενα που σχηµατ�ιζονται απ�ο τα στοιχε�ια του � και του ! . Στη
συν�εχεια, για λ�ογους απλο�υστευσης, θα θεωρ�ησουµε �οτι οι δε�ικτες λαµ-
1�ανουν µ�ονο τρεις τιµ�ες.
Με την �ιδια λογικ�η, �οταν γρ�αφουµε + � " , εννοο�υµε το αντικε�ιµενο ,

που αποτελε�ιται απ�ο ενν�εα στοιχε�ια (θεωρ£ωντας �οτι αναφερ�οµαστε σε �ε-
ναν τρισδι�αστατο χ£ωρο). Το αντικε�ιµενο αυτ�ο µπορε�ι να παρασταθε�ι και
ως �ενας π�ινακας � ( � . Οµο�ιως, το + �.-/�10#2 2 2 �43 προσδιορ�ιζει το αντικε�ιµενο, που �εχει �65 στοιχε�ια.
�Ενα σηµαντικ�ο πλεον�εκτηµα της χρ�ησης των δεικτ£ων στη φυσικ�η ε�ι-

ναι η συντ�οµευση της γραφ�ης πολ�υπλοκων σχ�εσεων. Ας θεωρ�ησουµε, για
παρ�αδειγµα, �ενα γενικ�ο γραµµικ�ο µετασχηµατισµ�ο των τρι£ων συντεταγ-
µ�ενων 798:7<; , �οπου µε 7 εννοο�υµε τις τρεις συντεταγµ�ενες 7 � και µε 7<; τις7 ;� . O µετασχηµατισµ�ος µπορε�ι να γραφε�ι διεξοδικ�α ως εξ�ης :7 ; � � ���=� 7 �?>@����� 7 �A>@����� 7 �B	7 ; � � �
�C� 7 �?>@�
�=� 7 �A>@�
�=� 7 �B	7 ; � � �
�C� 7 �?>@�
�=� 7 �A>@�
�=� 7 �BD
Αυτ�ος, �οµως, ο τρ�οπος γραφ�ης ε�ιναι εκτεν�ης και επ�ιπονος. Ο �ιδιος µετα-
σχηµατισµ�ος µπορε�ι να γραφε�ι πιο σ�υντοµα και κοµψ�α µε τη χρ�ηση δει-
κτ£ων ως ακολο�υθως : 7 ;� � �E "CF � ��� " 7 " D (A-1)

Μ�ια ακ�οµη µεγαλ�υτερη συντ�οµευση αυτ�ης της �εκφρασης µπορε�ι να επι-
τευχθε�ι µε την παρ�αλειψη του συµ1�ολου της �αθροισης. Στην (A-1) πα-
ρατηρο�υµε �οτι οι δε�ικτες $ που εµφαν�ιζονται δ�υο φορ�ες ε�ιναι οι δε�ικτες
στους οπο�ιους γ�ινεται η �αθροιση. �Ετσι, στις περιπτ£ωσεις επαναλαµ1α-
ν�οµενων δεικτ£ων µπορο�υµε να παραλε�ιψουµε το σ�υµ1ολο της �αθροισης
και να συµφων�ησουµε �οτι, �οταν εµφαν�ιζονται ζευγ�αρια δεικτ£ων σε γιν�ο-
µενα αντικειµ�ενων, οι επαναλαµ1αν�οµενοι δε�ικτες θα λαµ1�ανουν �ολες τις
δυνατ�ες τιµ�ες και τα αντικε�ιµενα που προκ�υπτουν θα αθρο�ιζονται. Αυτ�η
ε�ιναι η αθροιστικ�η σ�υµ1αση που εισ�ηχθη απ�ο τον Α°νστ�αιν. Σ�υµφωνα,Η αθροιστικ�η σ�υµ1αση

του Α°νστ�αιν λοιπ�ον, µε αυτ�η τη σ�υµ1αση, τη σχ�εση (A-1) µπορο�υµε να τη γρ�αψουµε
ως 7 ;� � ��� " 7 " D (A-2)

Ο επαναλαµ1αν�οµενος δε�ικτης $ , επειδ�η λαµ1�ανει �ολες τις δυνατ�ες τιµ�ες,
µπορε�ι να αντικατασταθε�ι µε κ�αποιο �αλλο γρ�αµµα, �οπως συµ1α�ινει και
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µε τις µετα1λητ�ες ολοκλ�ηρωσης, οι οπο�ιες µπορο�υν να παρασταθο�υν µε
οποιοδ�ηποτε γρ�αµµα. Για παρ�αδειγµα, θα µπορο�υσαµε να γρ�αψουµε την
(A-2) ισοδυν�αµως ως 7<;� � ���4H 7 H . Γι� αυτ�ον το λ�ογο οι επαναλαµ1αν�οµε-
νοι δε�ικτες ονοµ�αζονται εικονικο�ι δε�ικτες (dummy indices).1 �Αλλο παρ�α-
δειγµα σ�υντοµης γραφ�ης σχ�εσης µε αθροιστικ�η σ�υµ1αση ε�ιναι το εσωτε-
ρικ�ο γιν�οµενο δ�υο διανυσµ�ατων

�� % �! , που β�ασει αυτ�ης της σ�υµ1ασης γρ�α-
φεται ως �� % �! � ��� ! �ID
Απαιτε�ιται, β�ε1αια, προσοχ�η £ωστε να µην επαναλαµ1�ανεται το �ιδιο γρ�αµ- Ποτ�ε π�ανω απ�ο

δ�υο φορ�ες το �ιδιο

γρ�αµµα!

µα δε�ικτη π�ανω απ�ο δ�υο φορ�ες, δι�οτι τ�οτε η �εκφραση δεν �εχει σαφ�ες ν�οη-
µα. Για παρ�αδειγµα, η �εκφραση �
� ! �/J��LK�� στερε�ιται νο�ηµατος στην αθροι-
στικ�η σ�υµ1αση % σηµα�ινει��� ! �CJ��MK��N>@�
� ! ��J���K
�A>@�
� ! ��J���K
�O	
�η µ�ηπως ����� ! �?>@�
� ! �A>@�
� ! �
�P��J��MK��N>@J���K
��>@J���K
���

;

Συνεπ£ως, αν θ�ελουµε να γρ�αψουµε την �εκφραση � �� % �! �P� �J % �K�� µε αθροιστικ�η
σ�υµ1αση, πρ�επει να τη γρ�αψουµε ως� �� % �! �P� �J % �K�� � ��� ! �/J " K " 	
χρησιµοποι£ωντας δ�υο διαφορετικ�α γρ�αµµατα για τα δ�υο ζευγ�αρια εικονι-
κ£ων δεικτ£ων. Θα �ηταν, τ�ελος, σκ�οπιµο να αναφ�ερουµε �οτι, απ�ο τη στιγµ�η
που τα αντικε�ιµενα που χειριζ�οµαστε δεν ε�ιναι τ�ιποτε �αλλο απ�ο γιν�οµενα
καθαρ£ων αριθµ£ων, δεν �εχει σηµασ�ια µε ποια σειρ�α παραθ�ετουµε τους δι�α-
φορους �ορους. �Ετσι, η παραπ�ανω �εκφραση δεν διαφ�ερει απ�ο την �εκ-
φραση !#" K��LJ��/� " D
A-2 Οι αριθµο�ι Q �R$
Ορ�ιζουµε τους αριθµο�υς G � " ως εξ�ης :G � " �TS � 	 �οταν ���U$ 	V 	 �οταν �XW�U$ D (A-3)

Παρατηρο�υµε �οτι τα G � " ε�ιναι τα στοιχε�ια του µοναδια�ιου π�ινακα. Το G � " To Y του Kronecker
ονοµ�αζεται και δ�ελτα του Kronecker.
Κ�ανοντας χρ�ηση του G � " , µπορο�υµε να γρ�αψουµε τις συνιστ£ωσες εν�ος

διαν�υσµατος ως ��� �ZG � " � " 	
1Dummy index σηµα�ινει κατ�α λ�εξη βου1�ος δε�ικτης, αλλ�α η µετ�αφραση εικονικ�ος δε�ι-

κτης, που πρ�οτεινε �ενας φοιτητ�ης του Φυσικο�υ Τµ�ηµατος Αθην£ων, πιστε�υουµε �οτι ε�ιναι
καλ�υτερη και γι� αυτ�ον το λ�ογο την υιοθετο�υµε.
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εν£ω το εσωτερικ�ο γιν�οµενο δ�υο διανυσµ�ατων µπορε�ι να γραφε�ι ως ακο-
λο�υθως : �� % �! �ZG � " ��� !#" D
Επ�ισης, επειδ�η οι δε�ικτες � και $ του G � " λαµ1�ανουν εδ£ω 3 τιµ�ες, το �αθροι-
σµα των διαγ£ωνιων στοιχε�ιων του µοναδια�ιου π�ινακα (το �ιχνος του), γραµ-
µ�ενο µε αθροιστικ�η σ�υµ1αση, γρ�αφεται ωςG �[� � �\D
Μ�ια πολ�υ χρ�ησιµη ταυτ�οτητα που εµφαν�ιζεται συχν�α, �οταν παραγω-

γ�ιζουµε συναρτ�ησεις πολλ£ων µετα1λητ£ων ε�ιναι η] 7 �] 7 "^�_G � " D
Θα εφαρµ�οσουµε στη συν�εχεια την παραπ�ανω ταυτ�οτητα στον υπολογι-Ο τελεστ�ης αν�αδελτα

µε δε�ικτες σµ�ο της βαθµ�ιδας της ακτινικ�ης απ�οστασης εν�ος σηµε�ιου απ�ο την αρχ�η
των αξ�ονων

�`^a
, �οπου

a �cb �7dbI�fe 7 H 7 H . Επειδ�η η βαθµ�ιδα ε�ιναι δι�ανυ-
σµα µε συνιστ£ωσες

]hgi] 7 � , λαµ1�ανουµε� �`^a �=� � ] a] 7 � � ] e 7 H 7 H] 7 �� �� e 7 " 7 " ] � 7 H 7 Hj�] 7 �� 7 Ha ] 7 H] 7 �� 7 HakG �4H� 7 �a 	
δηλαδ�η αποδεικν�υουµε �οτι η βαθµ�ιδα της ακτινικ�ης απ�οστασης ε�ιναι το
µοναδια�ιο ακτινικ�ο δι�ανυσµα �`^a � �7b �7db D
Προσ�εξτε �οτι στην παραπ�ανω µαθηµατικ�η αν�αλυση, αν και δεν υπ�ηρχε
κ�ινδυνος σ�υγχυσης, σκοπ�ιµως αποφ�υγαµε στο δε�υτερο β�ηµα να χρησιµο-
ποι�ησουµε για δε�υτερη φορ�α το ζε�υγος των εικονικ£ων δεικτ£ων l και εισα-
γ�αγαµε �ενα ν�εο ζε�υγος εικονικ£ων δεικτ£ων $ .
Οµο�ιως, µπορο�υµε να υπολογ�ισουµε την απ�οκλιση εν�ος διανυσµατι-

κο�υ πεδ�ιου
�` % �� . H απ�οκλιση δ�ινεται, β�ασει της αθροιστικ�ης σ�υµ1ασης,

απ�ο τον τ�υπο �` % �� � ] ���] 7 � D
Εποµ�ενως, η απ�οκλιση του διαν�υσµατος θ�εσεως

�7 ε�ιναι�` % �79� ] 7 �] 7 � �_G �[� � �mD
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Επ�ισης, ορ�ιζουµε τη Λαπλασιαν�η ως τον τελεστ�η που προκ�υπτει απ�ο το
εσωτερικ�ο γιν�οµενο δ�υο διανυσµατικ£ων τελεστ£ων παραγ£ωγισης` � � �` % �` � ]] 7 � ]] 7 � � ] �] 7 � ] 7 � D
�Ασκηση A-1. ∆ε�ιξτε �οτι ΑΣΚΗΣΕΙΣ�oBpBq1r�sutwv pv r �x rzy
�Ασκηση A-2. ∆ε�ιξτε �οτι για

rX{t9|
ισχ�υειo~}��N�r�� t9| y

A-3 Οι αριθµο�ι � �R$�l
Ορ�ιζουµε τους 27 αριθµο�υς n � " H ως εξ�ης : (i) Ε�αν δ�υο δε�ικτες απ�ο τους Ο αντισυµµετρικ�ος

τανυστ�ης� ,$ , l ε�ιναι �ισοι, τ�οτε n � " H � V . (ii) Αν �ολοι οι δε�ικτες �εχουν διαφορετικ�ες
τιµ�ες και εµφαν�ιζονται στη σειρ�α των �αρτιων µεταθ�εσεων του 123, δηλαδ�η
στη σειρ�α 123 �η 312 �η 231, τ�οτε n � " H ��� . (iii) Αν �ολοι οι δε�ικτες �εχουν
διαφορετικ�ες τιµ�ες και εµφαν�ιζονται στη σειρ�α των περιττ£ων µεταθ�εσεων
του 123, δηλαδ�η στη σειρ�α 213 �η 321 �η 132, τ�οτε n � " H ���\� . ∆ηλαδ�η, τα
στοιχε�ια του n � " H ε�ιναιn ���=� �_n �C��� ��n �=�C� � > � 	n �C��� �_n �=�C� ��n ���=� � �\� 	n � " H � V 	 για �ολες τις �αλλες τρι�αδες D
Οι �οροι �αρτια καιπεριττ�η µετ�αθεση αναφ�ερονται στον αριθµ�ο εναλλα- �Αρτιες και περιττ�ες

µεταθ�εσειςγ£ων των θ�εσεων δ�υο δεικτ£ων που απαιτε�ιται για να προκ�υψει η συγκεκρι-
µ�ενη σειρ�α των δεικτ£ων ξεκιν£ωντας απ�ο τη σειρ�α 123. Αν ο αριθµ�ος των
εναλλαγ£ων ε�ιναι �αρτιος, η µετ�αθεση λ�εγεται �αρτια, ειδ�αλλως περιττ�η. Για
παρ�αδειγµα, για να προκ�υψει το 312 απ�ο το 123, απαιτε�ιται πρ£ωτα εναλ-
λαγ�η του 3 µε το 1, οπ�οτε � �i� 8 �
� � και �επειτα εναλλαγ�η του 2 µε το 1,
οπ�οτε �
� �m8 � � � και ως εκ το�υτου το 312 ε�ιναι �αρτια µετ�αθεση του 123.
Οµο�ιως προκ�υπτει �οτι το 213 ε�ιναι περιττ�η µετ�αθεση του 123.
�Αµεση συν�επεια του ορισµο�υ της �αρτιας και περιττ�ης µετ�αθεσης ε�ιναι

η αλλαγ�η του προσ�ηµου του αριθµο�υ n � " H στην περ�ιπτωση εναλλαγ�ης δ�υο
δεικτ£ων του. Για παρ�αδειγµα, αν εναλλ�αξουµε τα � και $ , λαµ1�ανουµεn � " H ����n " �4H�	
δι�οτι, ε�αν η τρι�αδα �R$�l �ηταν �αρτια (περιττ�η) µετ�αθεση των 123, η τρι�αδα$
�=l θα ε�ιναι περιττ�η (�αρτια) µετ�αθεση. Εποµ�ενως, σε κ�αθε περ�ιπτωση αλ-
λ�αζει το πρ�οσηµο του n � " H . Στις παραπ�ανω ιδι�οτητες του αντικειµ�ενου n � " H
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οφε�ιλεται και η ποµπ£ωδης ονοµασ�ια του : πλ�ηρως αντισυµµετρικ�ος τανυ-
στ�ης τρ�ιτης τ�αξης. Η πλ�ηρης αντισυµµετρικ�οτητα εκφρ�αζει την αλλαγ�η
προσ�ηµου σε κ�αθε δυνατ�η επιλογ�η δεικτ£ων, εν£ω το γεγον�ος �οτι το αντι-
κε�ιµενο αυτ�ο ε�ιναι τανυστ�ης οφε�ιλεται στο �οτι διατηρε�ι ακρι1£ως την �ιδια
µορφ�η σε µετασχηµατισµο�υς στροφ£ων. Κατ� αναλογ�ιαν µε τον n � " H µπο-
ρε�ι να κατασκευ�ασει κανε�ις �εναν αντ�ιστοιχο αντισυµµετρικ�ο τανυστ�η για
�ενα διανυσµατικ�ο χ£ωρο δι�αστασης & , µ�ονο που τ�οτε ο τανυστ�ης θα �εχει& δε�ικτες.
Ας θεωρ�ησουµε τ£ωρα το �αθροισµαn � " H��
H (A-4)

στο οπο�ιο ο δε�ικτης l επαναλαµ1�ανεται. Απ�ο αυτ�ο το �αθροισµα ορ�ιζο-
νται οι ενν�εα αριθµο�ι + � " , οι οπο�ιοι σχηµατ�ιζουν �εναν αντισυµµετρικ�ο π�ι-
νακα. Πρ�αγµατι, λ�ογω της αντισυµµετρικ�ης ιδι�οτητας των n � " H ισχ�υει �οτι

�Ενας αντισυµµετρικ�ος

π�ινακας απ�ο δι�ανυσµα + � " ��n � " H��
H ����n " �4H��
H ���X+ " �ID
O π�ινακας + � " �εχει τη µορφ�η�� V �
� � �
�� �
� V ����
� � ��� V:�� D (A-5)

Κ�αθε αντισυµµετρικ�ος � ( � π�ινακας , �εχει τρ�ια µ�ονο ανεξ�αρτητα στοι-
χε�ια, οπ�οτε απ�ο την (A-5), θ�ετοντας ��� ��+ �=� , �
� ��+ �C� και �
� ��+ ��� ,
συν�αγουµε �οτι κ�αθε αντισυµµετρικ�ος � ( � π�ινακας ορ�ιζεται απ�ο �ενα δι�α-
νυσµα µ�εσω της (A-4).

Ας θεωρ�ησουµε επ�ισης το �αθροισµαn � " HP� "
! H�	 (A-6)

στο οπο�ιο οι δε�ικτες $ και l επαναλαµ1�ανονται. Για κ�αθε τιµ�η του δε�ικτη� �εχουµε �ενα �αθροισµα ενν�εα αριθµ£ων. Οι �οροι, �οµως, του αθρο�ισµατος
που αντιστοιχο�υν σε τιµ�ες των δεικτ£ων για τους οπο�ιους $��)� , l��)� , �η$^��l , ε�ιναι µηδενικο�ι, δι�οτι τ�οτε n � " H � V . Εποµ�ενως, οι µ�ονοι µη µηδενι-
κο�ι �οροι ε�ιναι αυτο�ι για τους οπο�ιους οι δε�ικτες λαµ1�ανουν διαφορετικ�ες
τιµ�ες και συνεπ£ως για κ�αθε � το �αθροισµα (A-6) �εχει µ�ονο δ�υο µη µηδενι-
κο�υς �ορους. Για παρ�αδειγµα, για ����� η (A-6) ε�ιναι ηn � " H�� "
! H ��n ���=���
� ! �A> n ���=�
�
� ! � � �
� ! � � �
� ! �BD
Με κυκλικ�η µετ�αθεση του παραπ�ανω αποτελ�εσµατος βρ�ισκουµε �οτιn � " H�� "
! H � �
� ! � � ��� ! �B	 n � " HP� "
! H � ��� ! � � �
� ! ��D
Το n � " H�� "�! H δ�ινει, λοιπ�ον, τις συνιστ£ωσες του εξωτερικο�υ γινοµ�ενου �� ( �! .
Πρ�αγµατι το εξωτερικ�ο γιν�οµενο δ�υο διανυσµ�ατων ε�ιναιTo εξωτερικ�ο γιν�οµενο

µ�εσω του � � ���
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��6� ���� ���������
�:�
�! � ! � ! � ������� ���
� ! � � �
� ! �
� ��6�N>_���
� ! � � ��� ! �
� ����A>_����� ! � � �
� ! ��� ����O	

�οπου
��P� ε�ιναι τα τρ�ια µοναδια�ια διαν�υσµατα στη διε�υθυνση των τρι£ων αξ�ο-

νων.
Απ�ο τα παραπ�ανω προκ�υπτει η σχ�εσηn � " HP� " �
H � V 	 (A-7)

για οποιαδ�ηποτε ��� (γνωρ�ιζετε εξ�αλλου �οτι �� ( �� � �V ). Γενικ�οτερα, αν ο Συµµετρικ�ο επ�ι

αντισυµµετρικ�ο
t9|

π�ινακας , ε�ιναι συµµετρικ�ος, δηλαδ�η αν + � " ��+ " � , τ�οτε ισχ�υειn � " H + " H � V D (A-8)

Η σχ�εση αυτ�η αποδεικν�υεται ως εξ�ης :n � " H + " H �_n �4H " + H " ����n � " H + " HX	
και συνεπ£ως ισχ�υει η (A-8). Στο πρ£ωτο β�ηµα της απ�οδειξης εναλλ�αξαµε
τις ονοµασ�ιες των εικονικ£ων δεικτ£ων $ 	 l , εν£ω στο δε�υτερο β�ηµα χρησιµο-
ποι�ησαµε την αντισυµµετρικ�η ιδι�οτητα του n � " H και τη συµµετρικ�η ιδι�οτητα
του + " H για να εναλλ�αξουµε τη θ�εση των δεικτ£ων $ 	 l .
Χρησιµοποι£ωντας τα n � " H , ο στρο1ιλισµ�ος εν�ος διανυσµατικο�υ πεδ�ιου,��u� �7 � , γρ�αφεται ως εξ�ης : Ο στρο1ιλισµ�ος

µ�εσω του � � ���� �` ( ����=� �_n � " H ]] 7 " �
H ��n � " H ] �
H] 7 " D
Τ�ελος, αν χρησιµοποι�ησουµε τα n � " H , το τριπλ�ο γιν�οµενο διανυσµ�ατων�� % � �! ( �JP� γρ�αφεται ως �� % � �! ( �JP� ��n � " H���� !#" J�H�D

Αν γρ�αψουµε, τ£ωρα, το τριπλ�ο γιν�οµενο στη µορφ�η ορ�ιζουσας, παρατη-
ρο�υµε �οτι ισχ�υει n � " H���� !#" J�H ��������

�����
�:�
�! � ! � ! �J���J���J�� ������
D

(A-9)

Η µορφ�η αυτ�η του τριπλο�υ γινοµ�ενου υποδεικν�υει την �αµεση σχ�εση
που �εχει το n � " H µε τον ορισµ�ο των οριζουσ£ων (βλ. Εδ�αφιο 5 του παρ�ο- Ορ�ιζουσα και � � ���
ντοςΜαθηµατικο�υ Παραρτ�ηµατος), αφο�υ, αν στη θ�εση του π�ινακα , ορ�ι-
σουµε τα διαν�υσµατα–γραµµ�ες του , , � " ��+ � " , !#" ��+ � " και J " ��+ � " ,
τ�οτε η ορ�ιζουσα του π�ινακα,  ¢¡
£ � , � , προκ�υπτει απ�ο την �εκφραση (A-9) ¢¡
£ � , � �_n � " H + �/� + � " + �=H�D
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�Ασκηση A-3. Η συν�αρτηση – πρ�οσηµο, ¤�¥
¦ , ορ�ιζεται ως εξ�ης:ΑΣΚΗΣΕΙΣ ¤�¥
¦ q x sht)§¨ © �
ª x¬« | ,| ª x t9| ,­ �
ª x¬® | . y
∆ε�ιξτε �οτι το � � ��� µπορε�ι να οριστε�ι µ�εσω αυτ�ης της συν�αρτησης ως εξ�ης:

� �4¯L� °±� ² t ¤�¥
¦´³µµµµµ¶ ·�¸®º¹� ª ¹ t �
ª�»jª±¼ q1½/¾ ­ ½/¿�sLÀMÁÁÁÁÁÂ y
�Ασκηση A-4. Υπολογ�ιστε τις ποσ�οτητες Y � � Y ��� , Y �[� � �[�=Ã .
�Ασκηση A-5. ∆ε�ιξτε �οτι� � ��� � � ��Ä t » Y ��Ä ª � � ��� � � ��� tºÅ y
�Ασκηση A-6. Εφαρµ�οζοντας τις ιδι�οτητες του � � ��� , δε�ιξτε �οτι���Æ q �¹ÈÇ �É sÊt �¹hÆ q �É�Ç �� sht �ÉIÆ q ��XÇ �¹ s y
�ΑσκησηA-7. Βασιζ�οµενοι στο αποτ�ελεσµα της �Ασκησης A-6και των ιδιοτ�ητων του� � ��� , δε�ιξτε �οτι � Ä ÃIËIÌjÍ#Î qÐÏ�sht � � ����Ñ?Ä �RÑÈÃÊ�CÑÈË
� y

A-4 Το γιν�οµενο � �R$�l � ��ÒLÓ
Μ�ια απ�ο τις σηµαντικ�οτερες ιδι�οτητες των αριθµ£ων n � " H ε�ιναι µια ταυ-

τ�οτητα που ικανοποιε�ιται απ�ο τους 81 αριθµο�υςn � " H n �4Ô ÕUD
Στην παραπ�ανω �εκφραση αθρο�ιζουµε µ�ονο τους δε�ικτες � . Ε�αν $Ö�fl �ηÒB�TÓ , τ�οτε n � " H n �4Ô Õ � V . Ε�αν $×��Ò , τ�οτε µ�ονο αν και lØ�TÓ (αλλ�α δια-
φορετικ�ο απ�ο τα $ 	 Ò ) το n � " H n �4Ô Õ ε�ιναι µη µηδενικ�ο και µ�αλιστα τ�οτε ε�ιναι
�ισο µε 1. Ε�αν $���Ó , η παραπ�ανω �εκφραση λαµ1�ανει τη µη µηδενικ�η τιµ�ηn � " H n �4Ô Õ ���\� µ�ονον εφ�οσον lÙ�kÒ (αλλ�α διαφορετικ�ο απ�ο τα $ 	 Ó ), δι�οτι
το n � " H λαµ1�ανει µ�ια απ�ο τις τιµ�ες Ú�� και αντιστο�ιχως τ�ο n �4Ô Õ λαµ1�ανει το
αντ�ιθετο πρ�οσηµο. Με αυτο�υς του συλλογισµο�υς συν�αγουµε �οτι οι αριθ-
µο�ι n � " H n �4Ô Õ ε�ιναι οι εξ�ης :n � " H n �4Ô Õ � V 	 �οταν $��Ûl� V 	 �οταν ÒN��Ó� > � 	 �οταν $z�_ÒOW�_l´��Ó�Ü�\� 	 �οταν $���Ó:W�Ûl´��Ò� V 	 �οταν $×W�_Ò και Ó 	 �η l�W�_Ò και Ó D (A-10)
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Αξ�ιζει να επαληθε�υσετε την τιµ�η της τελευτα�ιας σειρ�ας της (A-10) µε πα-
ραδε�ιγµατα.
Ας θεωρ�ησουµε τ£ωρα τους 81 αριθµο�υςG " Ô G HCÕ �ÝG " Õ G H�ÔÊD

Αυτο�ι οι αριθµο�ι, �οπως µπορε�ιτε να διαπιστ£ωσετε, λαµ1�ανουν ακρι1£ως τις
τιµ�ες της (A-10) και εποµ�ενως ισχ�υει η ταυτ�οτηταn � " H n �4Ô Õ �_G " Ô G HCÕ �wG " Õ G H�Ô<D (A-11)

Η ταυτ�οτητα αυτ�η ε�ιναι π�αρα πολ�υ σηµαντικ�η και αξ�ιζει να την αποµνη-
µονε�υσετε. �Ενας µνηµονικ�ος καν�ονας µ�αλιστα που θα σας βοηθ�ησει να
τη θυµ�αστε ε�ιναι ο εξ�ης : γρ�αφοντας τους µη κοινο�υς δε�ικτες των δ�υο n σε
δ�υο στ�ηλες $ºÞß8àÒáâã älåÞß8æÓ
κατασκευ�αζουµε δ�υο γιν�οµενα απ�ο G . Τα πρ£ωτα δ�υο G �εχουν ως δε�ικτες
τα αντ�ιστοιχα ζευγ�αρια δεικτ£ων των δ�υο στηλ£ων (πρ£ωτο µε πρ£ωτο και
δε�υτερο µε δε�υτερο), εν£ω τα δ�υο �αλλα G �εχουν ως δε�ικτες τα ζευγ�αρια
που σχηµατ�ιζονται, αν λ�α1ουµε τα στοιχε�ια των στηλ£ων χιαστ�η (πρ£ωτο
µε δε�υτερο και δε�υτερο µε πρ£ωτο). Το δε�υτερο, µ�αλιστα, γιν�οµενο των G
�εχει αρνητικ�ο πρ�οσηµο. Αυτ�ος ο καν�ονας �εχει γενικ�η ισχ�υ και µπορε�ιτε να
τον χρησιµοποιε�ιτε ακ�οµη και αν ο επαναλαµ1αν�οµενος (ο εικονικ�ος) δε�ι-
κτης δεν βρ�ισκεται στην �ιδια θ�εση στα δ�υο n , αφο�υ πρ£ωτα εκτελ�εσετε τ�ο-
σες µεταθ�εσεις (�αρα και τ�οσες αλλαγ�ες προσ�ηµου), �οσες χρει�αζονται για
να φ�ερετε τους επαναλαµ1αν�οµενους δε�ικτες στην �ιδια θ�εση στα δ�υο n .
Για παρ�αδειγµα, αξ�ιζει να επαληθε�υσετε �οτιn " �4H n Ô ÕÈ� �Ü��n " �4H n Ô �[Õ�Ü��G " Ô G HCÕØ> G " Õ G H�Ô<D
Αν γνωρ�ιζετε αυτ�η την ταυτ�οτητα, δεν χρει�αζεται να αποµνηµονε�υετε

τις δι�αφορες πολ�υπλοκες ταυτ�οτητες του διανυσµατικο�υ λογισµο�υ. Ως
παρ�αδειγµα, θα υπολογ�ισουµε το

�� ( � �! ( �JP� . Οι συνιστ£ωσες αυτο�υ του
διαν�υσµατος ε�ιναιn � " HP� " � �! ( �JP�#H �:n � " H�� " � n H�Ô Õ ! ÔÐJ�ÕB��:n � " H n H�Ô Õ~� "
! ÔÐJ�Õ� � G �4Ô G " Õ �wG �[Õ G " Ô.��� "
! ÔÐJ�Õ� � "
! �/J " � � "
!#" J��� ! ����� " J " � � J������ "
!#" �´D
Καταλ�ηγουµε µε αυτ�ο τον τρ�οπο στη γνωστ�η ταυτ�οτητα�� ( � �! ( �JP� � �! � �� % �JP� � �Ji� �� % �! ��D



400

Η σχ�εση αυτ�η γενικε�υεται αναλ�ογως στην περ�ιπτωση που τα διαν�υσµατα
αντικατασταθο�υν απ�ο διανυσµατικο�υς τελεστ�ες (βλ.Πλα�ισιοA-1). �Ενας
�αλλος, καθαρ�α γεωµετρικ�ος, τρ�οπος απ�οδειξης της παραπ�ανω διανυσµα-
τικ�ης ταυτ�οτητας παρατ�ιθεται και αυτ�ος στο Πλα�ισιο A-1.

Πλα�ισιο A-1. Γεωµετρικ�η απ�οδειξη της διανυσµατικ�ης ταυτ�οτηταςΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ��XÇ q �¹ÈÇ �É sÊç�q ���Æ �É s �¹ ­ q ���Æ �¹ s �É y
Η ταυτ�οτητα αυτ�η, �οπως ε�ιδαµε, ε�ιναι ε�υκολο να αποδειχθε�ι µε τη χρ�ηση δεικτ£ων. Εδ£ω
θαπαρουσι�ασουµε µια πιο µακροσκελ�η αλλ�απερισσ�οτερο εποπτικ�η απ�οδειξη, την οπο�ια
ε�υκολα µπορε�ιτε να επαναλ�α1ετε. Γι� αυτ�ον το λ�ογο θα “σπ�ασουµε” τα διαν�υσµατα �¹
και �É σε διαν�υσµατα παρ�αλληλα και κ�αθετα στο δι�ανυσµα �� . ∆ηλαδ�η,�¹ t �¹�è¢é �¹#ê
και �É t �É�è¢é �ÉMê ª
µε ���Æ �¹#ê t ���Æ �ÉMê tº| y
�Ετσι ��¸Ç q �¹ÈÇ �É s�t ��¸ÇÖë q �¹�è�é �¹#ê s Ç q �É�è¢é �ÉMê sRìt ��¸ÇÖë �¹�èNÇ �É�è¢é �¹#ê´Ç �É�è�é �¹#ê´Ç �ÉMêíé �¹�èNÇ �ÉMê ì y
Απ�ο τους τ�εσσερις �ορους µ�εσα στις αγκ�υλες µ�ονο οι τρεις τελευτα�ιοι ε�ιναι, εν γ�ενει, µη
µηδενικο�ι

Æ
ο πρ£ωτος ε�ιναι ταυτοτικ�α µηδ�εν. Συγχρ�ονως, ο τρ�ιτος �ορος ε�ιναι �ενα δι�ανυ-

σµα κ�αθετο στα �¹#ê ª �ÉMê και εποµ�ενως παρ�αλληλο στο �� Æ ως εκ το�υτου, δεν συνεισφ�ερει
καθ�ολου στο εξωτερικ�ο γιν�οµενο µε το �� . Ο δε�υτερος �ορος, αφο�υ αποτελε�ιται απ�ο δ�υο
κ�αθετα διαν�υσµατα, δηµιουργε�ι �ενα ν�εο δι�ανυσµα κ�αθετο σε αυτ�α µε µ�ετρο �οσο το γι-
ν�οµενο των µ�ετρων τους. Ε�ιναι ε�υκολο να διαπιστ£ωσετε �οτι το εξωτερικ�ο γιν�οµενο του�� µε το ν�εο αυτ�ο δι�ανυσµα ε�ιναι �ενα δι�ανυσµα παρ�αλληλο µε το �¹#ê και �εχει µ�ετρο �οσο
το γιν�οµενο των µ�ετρων των τρι£ων διανυσµ�ατων, δηλαδ�η��XÇ q �¹#ê´Ç �É�è sht�î �� î�î �É�è î �¹#ê tÖq ���Æ �É s �¹#ê y
Ηπερ�ιπτωση που το �É
è �εχει αντ�ιθετη φορ�α µε το �� �εχει ληφθε�ι ορθ�α στην τελικ�η�εκφραση
µε το εσωτερικ�ο γιν�οµενο, εν£ω η ενδι�αµεση �εκφραση µε τα µ�ετρα απαιτε�ι τ�οτε �ενα πλην.
Τ�ελος, ο τ�εταρτος �ορος µοι�αζει εκπληκτικ�α µε το δε�υτερο �ορο και µ�αλιστα καθ�ισταται
πανοµοι�οτυπος, αν εναλλαχθε�ι η σειρ�α των �¹ και �É µε φυσικ�ο επακ�ολουθο την αλλαγ�η
προσ�ηµου. Το αρχικ�ο, λοιπ�ον, διπλ�ο εξωτερικ�ο γιν�οµενο �εχει απλοποιηθε�ι σε��XÇ q �¹ÈÇ �É sÊt ��¸Ç q �¹#êßÇ �É�è�é �¹�èNÇ �ÉMê shtÖq ���Æ �É s �¹#ê ­ q ���Æ �¹ s �ÉMê y (A-12)

Παρατηρο�υµε, µ�αλιστα, �οτι q ���Æ �É s �¹�è ­ q ���Æ �¹ s �É�è t �| ª
αφο�υ και τα δ�υο αυτ�α διαν�υσµατα �εχουν το �ιδιο µ�ετροî �� î î �¹ î î �É î/ï#ð ¤ q�ñ�� ª �¹ sjï#ð ¤ q ñ�� ª �É s
και ε�ιναι παρ�αλληλα στο �� . Αν προσθ�εσουµε το τελευτα�ιο αυτ�ο ταυτοτικ�α µηδενικ�ο δι�α-
νυσµα στην προηγο�υµενη σχ�εση (A-12) καταλ�ηγουµε στην επιθυµητ�η ταυτ�οτητα��XÇ q �¹ÈÇ �É sÊç�q ���Æ �É s �¹ ­ q ���Æ �¹ s �É y (A-13)
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Γνωρ�ιζοντας αυτ�η τη διανυσµατικ�η ταυτ�οτητα, ε�ιναι ε�υκολο να την εφαρµ�οσουµε, µε
την απαιτο�υµενη β�ε1αια προσοχ�η, ακ�οµη και στην περ�ιπτωση που κ�αποιο απ�ο τα διαν�υ-
σµατα ε�ιναι διανυσµατικ�ος τελεστ�ης. Ο τελεστ�ης πρ�επει να τοποθετηθε�ι σε τ�ετοια θ�εση
£ωστε να δρα αποκλειστικ�α και µ�ονο �οπου δρο�υσε αρχικ�α. �Ετσι, αν θ�ελουµε να υπο-

λογ�ισουµε το αντικε�ιµενο �p Ç q �o Ç �Ñ s , µπορο�υµε να το αναλ�υσουµε σ�υµφωνα µε τη
διανυσµατικ�η ταυτ�οτητα ως �o�òjq �p Æ �Ñ ò�s ­ q �p Æ �oOs �Ñ ª (A-14)

αρκε�ι να προσ�εξουµε ο διαφορικ�ος τελεστ�ης του πρ£ωτου �ορου να δρ�ασει µ�ονο στο �Ñ
(αυτ�ο το ν�οηµα �εχουν εξ�αλλου τα σηµ�αδια ó δ�ιπλα στα εν λ�ογω µεγ�εθη). Η επισ�ηµανση,
β�ε1αια, αυτ�η ε�ιναι ανο�υσια, αν το δι�ανυσµα �p δεν εξαρτ�αται απ�ο το �x . Αν το µ�εγεθος�p εξαρτι�οταν και αυτ�ο απ�ο το �x £ωστε να δρα επ�ανω του ο �o , δεν θα �ηταν αυτ�οµατη η
µετ�α1αση απ�ο τη διανυσµατικ�η ταυτ�οτητα (A-13) στη διανυσµατικ�η ταυτ�οτητα των τε-
λεστ£ων. Στην περ�ιπτωση αυτ�η η ταυτ�οτητα των τανυστ£ων γραµµ�ενη µε δε�ικτες θα λ�αµ-
1ανε τη µορφ�η ë �p Ç q �o Ç �Ñ sRì � tåp �iô ÑI�ô xi� ­ p �iô ÑÈ�ô xj� y
Η σχ�εση αυτ�η ε�ιναι διαφορετικ�η απ�ο αυτ�ο που θα�εδινε η σχ�εση (A-14) αν το �p εξαρτι�ο-
ταν απ�ο το �x και ο διαφορικ�ος τελεστ�ης στον πρ£ωτο �ορο του δεξιο�υ σκ�ελους της (A-14)
δρο�υσε και στο �p .
�Ασκηση A-8. Κ�ανοντας χρ�ηση δεικτ£ων, αποδε�ιξτε την ταυτ�οτητα ΑΣΚΗΣΕΙΣ�» �o�q �õ¸Æ �õ shtÖq �õXÆ �oOs �õBé �õíÇ �ö ª

�οπου �ö t �o Ç �õ .
�Ασκηση A-9. ∆ε�ιξτε µε απευθε�ιας υπολογισµ�ο �οτι το δι�ανυσµα ��� που παρ�αγει τον

αντισυµµετρικ�ο ¼ Ç ¼ π�ινακα ÑÈ� � t � � �����j� ε�ιναι το��� tc�» � � ����ÑI��� y
A-5 Περ�ι οριζουσ£ων

Ας αρχ�ισουµε µε �εναν δισδι�αστατο επ�ιπεδο χ£ωρο. Λαµ1�ανουµε δ�υο
διαν�υσµατα

�÷ � � � 7 ��	�ø��C� και �÷ � � � 7 �j	�øi��� . Τα δ�υο αυτ�α διαν�υσµατα
ορ�ιζουν �ενα παραλληλ�ογραµµο (βλ. Σχ�ηµα A-1), το εµ1αδ�ον του οπο�ιου
το συµ1ολ�ιζουµε µε ù � �÷ ��	 �÷ ��� . ∆ιαπιστ£ωνουµε ε�υκολα �οτι το εµ1αδ�ον
αυτο�υ του παραλληλογρ�αµµου, �ισως µε αρνητικ�ο πρ�οσηµο,2 δ�ινεται απ�ο

2Το πρ�οσηµο εξαρτ�αται απ�ο τη σχετικ�η θ�εση των διανυσµ�ατων. Αν το πρ£ωτο δι�ανυ-
σµα χρει�αζεται να στραφε�ι αντ�ιθετα απ�ο τους δε�ικτες του ρολογιο�υ κατ�α γων�ια µικρ�ο-
τερη απ�ο ú για να φτ�ασει στο δε�υτερο, το p ε�ιναι θετικ�ο Æ αλλι£ως ε�ιναι αρνητικ�ο. Στο
εξ�ης, �οταν αναφερ�οµαστε σε εµ1αδ�α �η �ογκους, θα αγνοο�υµε τα αρνητικ�α πρ�οσηµα που
πιθαν£ως να εµφαν�ιζονται.
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Σχ�ηµα A-1: Tα δ�υο διαν�υσµατα �ûXüIt�q x ü ª�ý ü#s και �û } t�q x } ª�ý } s ορ�ιζουν �ενα παραλλη-
λ�ογραµµο εµ1αδο�υ

p¸q �ûXü ª �û } s .
τον τ�υπο ù � �÷ ��	 �÷ ��� � ���� 7

� 7 �ø��Zøi� ���� ��7 �Møi� ��7 ��ø���	δηλαδ�η το εµ1αδ�ον του παραλληλογρ�αµµου ε�ιναι η ορ�ιζουσα του π�ινακα
που �εχει ως στ�ηλες τις συντεταγµ�ενες των διανυσµ�ατων που ορ�ιζουν το
παραλληλ�ογραµµο. Ο π�ινακας �οµως,)��þ 7 � 7 �ø��Zøi�ºÿ 	
ορ�ιζει στο επ�ιπεδο και �ενα γραµµικ�ο µετασχηµατισµ�ο. O µετασχηµατι-
σµ�ος αυτ�ος απεικον�ιζει το πρ£ωτο δι�ανυσµα της κανονικ�ης β�ασης στο δι�α-
νυσµα που �εχει ως συντεταγµ�ενες τα στοιχε�ια της πρ£ωτης στ�ηλης του π�ι-
νακα, δηλαδ�η þ �V ÿ 8 þ 7 �ø��ßÿ 	
και οµο�ιως þ V � ÿ 8 þ 7 �øi� ÿ D
Τα αρχικ�α �οµως διαν�υσµατα της κανονικ�ης β�ασης

��6� � � � 	 V � και ���� �� V 	 � � σχηµατ�ιζουν �ενα τετρ�αγωνο µοναδια�ιου εµ1αδο�υ ù � ��6��	 ����
� ��� . Ο
µετασχηµατισµ�ος που περιγρ�αφεται απ�ο τον π�ινακα , µετασχηµατ�ιζει το
τετρ�αγωνο στο παραλληλ�ογραµµο του Σχ�ηµατος A-1. Εποµ�ενως, η ορ�ι-
ζουσα του π�ινακα του γραµµικο�υ µετασχηµατισµο�υ , ε�ιναι ο λ�ογος του
εµ1αδο�υ του παραλληλογρ�αµµου που προκ�υπτει απ�ο το µετασχηµατισµ�ο
του τετραγ£ωνου που σχηµατ�ιζεται απ�ο την κανονικ�η β�αση προς το εµ1α-
δ�ον του τετραγ£ωνου αυτο�υ ¢¡
£ � , �d� ���� 7

� 7 �ø��Zøi� ���� � ù
� �÷ ��	 �÷ ���ù � ��6��	 ����
� D (A-15)

Ας εξετ�ασουµε, τ£ωρα, τι συµ1α�ινει στον τρισδι�αστατο χ£ωρο. Τρ�ια διαν�υ-
σµατα

�÷ � � � 7 ��	�ø���	��6��� , �÷ � � � 7 �j	�øi��	������ και �÷ � � � 7 �j	�øi�P	����
� ορ�ιζουν �ενα
παραλληλεπ�ιπεδο (βλ. Σχ�ηµα A-2), του οπο�ιου ο �ογκος συµ1ολ�ιζεται µε
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Σχ�ηµα A-2: Τρ�ια µη συγγραµµικ�α διαν�υσµατα, τα �ûXü~tUq x ü ª�ý ü ª�� ü#s , �û } tUq x } ª�ý } ª�� } s
και �û�� t_q x � ª�ý � ª�� �Cs , του τρισδι�αστατου χ£ωρου ορ�ιζουν �ενα παραλληλεπ�ιπεδο �ογκουp¸q �ûXü ª �û } ª �û��Ms .ù � �÷ ��	 �÷ ��	 �÷ ��� . Γνωρ�ιζουµε �οτι ο �ογκος του παραλληλεπιπ�εδου ισο�υται
µε την απ�ολυτη τιµ�η του τριπλο�υ γινοµ�ενου :ù � �÷ ��	 �÷ ��	 �÷ ��� �Tb �÷ � % � �÷ � ( �÷ ��� b 	
η οπο�ια µπορε�ι να γραφε�ι και ως η απ�ολυτη τιµ�η της ορ�ιζουσας του π�ι-
νακα που �εχει ως στ�ηλες τις συντεταγµ�ενες των τρι£ων διανυσµ�ατων :ù � ÷ ��	 ÷ ��	 ÷ �
� �Tb6������

7 � 7 � 7 �ø�� øi��øi��6��������� ������ b
	

Ο π�ινακας αυτ�ος, �οµως, απεικον�ιζει τον κ�υ1ο που σχηµατ�ιζεται απ�ο την
κανονικ�η β�αση � � 	 V 	 V � , � V 	 � 	 V � , � V 	 V 	 � � στο παραλληλεπ�ιπεδο του Σχ�η-
µατος A-2 και συνεπ£ως η ορ�ιζουσα κ�αθε � ( � π�ινακα

,�� �� 7 � 7 � 7 �ø��Zøi��øi��6��������� �� 	
καθορ�ιζει π�οσο µετα1λ�ηθηκε ο αρχικ�ος µοναδια�ιος �ογκος.
Γενικε�υουµε τ£ωρα το παρ�αδειγµα στις � διαστ�ασεις. Ορ�ιζουµε π�αλι µε Η ορ�ιζουσα ως �ογκος

του µετασχηµατισµο�υ

των διανυσµ�ατων

β�ασης

� διαν�υσµατα �εναν � -δι�αστατο παραλληλ�οχωρο (το αντ�ιστοιχο του πα-
ραλληλεπιπ�εδου στις � διαστ�ασεις), λαµ1�ανοντας ως βασικ�ες ακµ�ες του
παραλληλοχ£ωρου τα διαν�υσµατα αυτ�α και συµπληρ£ωνοντας το σχ�ηµα,
�οπως ακρι1£ως κ�αναµε και προηγουµ�ενως, κατασκευ�αζοντας παρ�αλληλες
υπερεπιφ�ανειες. Ποιος ε�ιναι ο �ογκος εν�ος τ�ετοιου παραλληλοχ£ωρου ; Σκε-
πτ�οµενοι κατ� αναλογ�ιαν µε τα προηγο�υµενα, συµπερα�ινουµε �οτι ο �ογκος
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του παραλληλοχ£ωρου θα πρ�επει να δ�ινεται απ�ο την απ�ολυτη τιµ�η της ορ�ι-
ζουσας του π�ινακα που �εχει ως στ�ηλες τις συντεταγµ�ενες των διανυσµ�α-
των και �οτι γενικ�οτερα η ορ�ιζουσα κ�αθε �9(	� π�ινακα , καθορ�ιζει τη µε-
τα1ολ�η του µοναδια�ιου �ογκου, που σχηµατ�ιζεται απ�ο τα διαν�υσµατα της
κανονικ�ης β�ασης, �υστερα απ�ο τη δρ�αση του γραµµικο�υ µετασχηµατισµο�υ,
που ορ�ιζεται απ�ο τον π�ινακα , , σε αυτ�ην.
Για να προ1ο�υµε, �οµως, σε αυτ�η τη γεν�ικευση θα πρ�επει να ορ�ισουµε

τι ε�ιναι ο �ογκος � -δι�αστατων παραλληλοχ£ωρων. Συµ1ολ�ιζουµε και π�αλιΤι ε�ιναι “�ογκος”;

τον �ογκο που σχηµατ�ιζεται απ�ο τα � διαν�υσµατα �÷ � , �÷ � , �÷ � , %j%j% , �÷ 5 µεù � �÷ ��	�D�D�D �÷ 5 � και απαιτο�υµε, οδηγο�υµενοι απ�ο γεωµετρικ�η δια�ισθηση, η
συν�αρτηση ù να �εχει τις εξ�ης ιδι�οτητες :

1. ù ��
 �÷ ��	 �÷ ��	�D�D�D �÷ 5 � � 
 ù � �÷ ��	 �÷ ��	�D�D�DP	 �÷ 5 � . Ο �ογκος δηλαδ�η που
σχηµατ�ιζεται απ�ο τα διαν�υσµατα 
 �÷ � , �÷ � , �÷ � , D�D�D , �÷ 5 πρ�επει να ε�ι-
ναι 
 φορ�ες ο �ογκος που σχηµατ�ιζεται απ�ο τα διαν�υσµατα �÷ � , �÷ � ,�÷ �

,
D�D�D

,
�÷ 5 .

2. ù � �÷ �
> �� ��	 �÷ ��	�D�D�D
	 �÷ 5 � � ù � �÷ ��	 �÷ ��	�D�D�D
	 ÷ 5 �
> ù � �� ��	 �÷ ��	�D�D�DP	 �÷ 5 � .
Απαιτο�υµε η συν�αρτηση-�ογκος ù να ε�ιναι γραµµικ�η ως προς κ�αθε
�ορισµ�α της, δηλαδ�η η ù να ε�ιναι µια πολυγραµµικ�η (multilinear) συ-
ν�αρτηση.

3. ù � �÷ ��	 �÷ ��	 �÷ ��	�D�D�DP	 �÷ 5 � � V . Ο�ογκος δηλαδ�η που σχηµατ�ιζεται �οταν
δ�υο απ�ο τα διαν�υσµατα των ακµ£ων του ε�ιναι �ισα, για παρ�αδειγµα�÷ � � �÷ � , ε�ιναι µηδενικ�ος.
Υπ�αρχει, �αραγε, συν�αρτηση µε αυτ�ες τις ιδι�οτητες; Και αν υπ�αρχει, ε�ι-

ναι µοναδικ�η; Θα αποδε�ιξουµε �οτι οι παραπ�ανω συνθ�ηκες εξασφαλ�ιζουν
στην ουσ�ια την �υπαρξη µ�ιας µοναδικ�ης συν�αρτησης του �ογκου ù , η οπο�ια
δεν ε�ιναι �αλλη απ�ο την ορ�ιζουσα του π�ινακα που �εχει ως στ�ηλες τις συντε-
ταγµ�ενες των διανυσµ�ατων που ορ�ιζουν τον παραλληλ�οχωρο.

Προσδιορ�ιζουµε πρ£ωτα τη συν�αρτηση ù στις δ�υο διαστ�ασεις. Συµ-
1ολ�ιζουµε την κανονικ�η β�αση µε

��6�
,
����
. Αν γνωρ�ιζουµε τις τιµ�ες της συ-

ν�αρτησης ù � ��i�
	 ������ , ù � ����j	 ��6�C� , τ�οτε γνωρ�ιζουµε την τιµ�η της ù � �÷ ��	 �÷ ��� για
κ�αθε

�÷ � και �÷ � . Πρ�αγµατι, επειδ�η�÷ � ��7 � ��6�N>Ýø�� ����B	 �÷ � � 7 � ��6�?>Ýøi� ����O	
απ�ο τη γραµµικ�οτητα της συν�αρτησης ù λαµ1�ανουµε :ù � �÷ ��	 �÷ ��� � ù � 7 � ��6�?>Ýø�� ����j	 �÷ ���� 7 � ù � ��6�
	 �÷ ���N>Ýø�� ù � �����	 �÷ ���� 7 � ù � ��6�
	 7 � ��6�?>Ýøi� ����
�N>Ýø�� ù � �����	 7 � ��6�N>Ýøi� ����
�� 7 �Møi� ù � ��6�
	 ������N>Ýø�� 7 � ù � �����	 ��6���d	
�οπου για να καταλ�ηξουµε στην τελευτα�ια σειρ�α χρησιµοποι�ησαµε την ιδι-
�οτητα (3) : ù � ��6��	 ��6��� � ù � ����j	 ������ � V . Εποµ�ενως, αν γνωρ�ιζουµε τα ù � ��i��	
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� και ù � �����	 ��6��� , �εχουµε προσδιορ�ισει πλ�ηρως τη συν�αρτηση ù . Επειδ�η,
�οµως, επιπλ�εον ισχ�υει �οτι ù � ��6�?> �����	 ��6�?> ������ � V , θα ισχ�υει καιù � ��6��	 ����
� ��� ù � �����	 ��6����	
δηλαδ�η η ù πρ�επει να ε�ιναι αντισυµµετρικ�η. Εποµ�ενωςù � �÷ ��	 �÷ ��� � � 7 �#øi� � 7 ��ø��C� ù � ��6�
	 �������D (A-16)

Συµπερα�ινουµε λοιπ�ον �οτι, αν ορ�ισουµε τον �ογκο που σχηµατ�ιζεται
απ�ο την κανονικ�η β�αση ù � ��6��	 ������ , υπ�αρχει µ�ια µοναδικ�η συν�αρτηση που
προσδιορ�ιζει τον �ογκο στις δ�υο διαστ�ασεις. Ο λ�ογος των �ογκωνù � �÷ ��	 �÷ ���ù � ��6��	 ����
�
ε�ιναι η ορ�ιζουσα του π�ινακα που �εχει ως στ�ηλες τις συντεταγµ�ενες των

�÷ �
και
�÷ �
. Η ορ�ιζουσα αυτ�η µπορε�ι να γραφε�ι και ωςù � �÷ ��	 �÷ ���ù � ��6��	 ������ ��n � " ÷ �/� ÷ � " 	 (A-17)

�οπου
÷ �/� ε�ιναι η � -οστ�η συντεταγµ�ενη του �÷ � και ÷ � " ε�ιναι η $ -οστ�η συ-

ντεταγµ�ενη του
�÷ �
, εν£ω το n � " ορ�ιζεται, �οπως και στις τρεις διαστ�ασεις : (i)n � " ��� , �οταν οι � � 	 $ � ε�ιναι �αρτια µετ�αθεση των � � 	���� (που εδ£ω συµ1α�ινει

µ�ονο, �οταν οι δε�ικτες ε�ιναι οι � � ��� ), (ii) n � " �)�\� �οταν � � 	 $ � ε�ιναι περιττ�η
µετ�αθεση των � � 	���� (που εδ£ω συµ1α�ινει µ�ονο �οταν οι δε�ικτες ε�ιναι οι �±� � � )
και (iii) n � " � V �οταν ����$ . H σχ�εση (A-17) προκ�υπτει απ�ο την παρατ�η-
ρηση �οτι λ�ογω της πολυγραµµικ�οτητας της ù θα ε�ιναιù � �÷ ��	 �÷ ��� � ÷ �/� ÷ � " ù � ��P�=	 �� " ��	
αλλ�α ù � ��P��	 �� " � ��n � " ù � ��6��	 ����
��	 (A-18)

επειδ�η η ù αλλ�αζει πρ�οσηµο, �οταν γ�ινεται εναλλαγ�η των στοιχε�ιων της,
εν£ω, �οταν ���U$ , ε�ιναι ù � ��P��	 �� " � � V .

Mε τον �ιδιο τρ�οπο προκ�υπτει �οτι στις � διαστ�ασεις η συν�αρτησηù � �÷ ��	�D�D�DP	 �÷ 5 �
προσδιορ�ιζεται µοναδικ�α, αν δοθε�ι η τιµ�η του �ογκου του υπερκ�υ1ου που
σχηµατ�ιζει η κανονικ�η β�αση � ��6�
	�D�D�DP	 �� 5 � . Συγκεκριµ�ενα, ισχ�υειù � �÷ ��	�D�D�DP	 �÷ 5 � �_n �.-/�10M2 2 2 �43 ÷ �/�.- ÷ ���10 %j%j% ÷ 5 �43 ù � ��6��	 ����j	�D�D�D
	 �� 5 ��	 (A-19)

�οπου n �.-/�10#2 2 2 �43 �c� , �οταν οι αριθµο�ι � � �
	 %j%j% 	 � 5 � ε�ιναι �αρτια µετ�αθεση των� � 	�D�D�DP	 � � , n �.-/�10
� � � �43 � �\� , �οταν οι αριθµο�ι � � �
	�D�D�DP	 � 5 � ε�ιναι περιττ�η µετ�α-
θεση των � � 	�D�D�D
	 � � και n �.-/�10#2 2 2 �43 � V �οταν δ�υο οποιοιδ�ηποτε δε�ικτες ε�ιναι
�ισοι. Πρ�αγµατι, η πολυγραµµικ�οτητα της ù συνεπ�αγεταιù � �÷ ��	�D�D�DP	 �÷ 5 � � ÷ �/�.- ÷ ���10 %j%j% ÷ 5 �43 ù � ��P�.-�	 ��P�10P	�D�D�DP	 ��P�43i��	
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και κ�αθε ù � ��P�.-�	 ��P�10P	�D�D�DP	 ��P�43i� ��n �.-��10#2 2 2 �43 ù � ��6�
	 �����	�D�D�DP	 �� 5 ��	
δι�οτι σε κ�αθε εναλλαγ�η των δεικτ£ων η ù αλλ�αζει πρ�οσηµο και, ε�αν απαι-
τε�ιται �αρτιος αριθµ�ος εναλλαγ£ων για να µετατεθο�υν οι αριθµο�ι � � �
	�D�D�D
	 � 5 �
στους � � 	���	�D�D�D
	 � � , τ�οτεù � ��P�.-�	�D�D�DP	 ��P�43�� �Ûù � ��6�
	�D�D�DP	 �� 5 ��D
Οµο�ιως, �οταν οι αριθµο�ι � � �
	�D�D�DP	 � 5 � προκ�υπτουν απ�ο περιττ�η µετ�αθεση
των � � 	���	�D�D�D
	 � � , τ�οτεù � ��P�.-�	�D�D�D
	 ��P�43�� � � ù � ��6�
	�D�D�DP	 �� 5 ��D
Αν δ�υο απ�ο τους αριθµο�υς � H ε�ιναι �ισοι, τ�οτε ù � ��P�.-�	�D�D�DP	 ��P�43i� � V . Με αυτ�ο
τον τρ�οπο καταλ�ηγουµε στην (A-19).
Εποµ�ενως, η ορ�ιζουσα του π�ινακα , µε στοιχε�ια ÷ � " ορ�ιζεται ως ο λ�ο-

γος των �ογκων  ¢¡
£ � , � � ù � �÷ ��	�D�D�D
	 �÷ 5 �ù � ��6�
	�D�D�D
	 �� 5 � 	
�η ισοδυν�αµως ως  ¢¡
£ � , � ��n �.-/�10M2 2 2 �43 ÷ �/�.- ÷ ���10 %j%j% ÷ 5 �43íD
A-6 Ιδι�οτητες των οριζουσ£ων

�Οπως δε�ιξαµε στο προηγο�υµενο εδ�αφιο, η ορ�ιζουσα εν�ος π�ινακα ,
δ�ινεται απ�ο την �εκφραση ¢¡
£ � , � ��n �.-/�10#2 2 2 �43i���/�.-M�
���10 %j%j% � 5 �43\	 (A-20)

�οπου ��� " ε�ιναι τα στοιχε�ια του π�ινακα. Το αν�απτυγµα αυτ�ο ισο�υται µε
το �αθροισµα �ολων των γινοµ�ενων ���/�.-M�
���10ND�D�D�� 5 �43 που µπορο�υν να σχη-
µατιστο�υν απ�ο � στοιχε�ια, �ενα απ�ο κ�αθε γραµµ�η του , , µε τον κ�αθε �ορο
του αθρο�ισµατος πολλαπλασιασµ�ενο επ�ι το πρ�οσηµο της µετ�αθεσης των� � 	���	�D�D�D
	 � � προκειµ�ενου να προκ�υψει ο � � �
	 � ��	�D�D�DP	 � 5 � . Απ�ο αυτ�ο τον ορι-
σµ�ο της ορ�ιζουσας µπορε�ι να αποδειχθε�ι �οτι ο αν�αστροφος π�ινακας του, �εχει την �ιδια ορ�ιζουσα µε τον , , δηλαδ�ηΟ αν�αστροφος π�ινακα

�εχει �ιδια ορ�ιζουσα

µε τον π�ινακα
 ¢¡
£ � ,�� � �� ¢¡
£ � , ��D

Αυτ�ο το διαπιστ£ωνουµε παρατηρ£ωντας �οτι η ορ�ιζουσα ¢¡
£ � ,�� � ��n �.-/�10M2 2 2 �43i���.-��C���10�� %j%j% ���43 5 	 (A-21)

ε�ιναι �ιση µε το �αθροισµα των γινοµ�ενων ���.-=�M���10�� %j%j% ���43 5 �οπου το κ�αθε µ�ε-
λος του αθρο�ισµατος �εχει πολλαπλασιαστε�ι επ�ι το πρ�οσηµο της µετ�αθε-
σης που δ�ινει τη σειρ�α των πρ£ωτων δεικτ£ων � � �
	 � ��	�D�D�DP	 � 5 � των στοιχε�ιων.
Αλλ�α η µετ�αθεση ε�ιναι µ�ια απεικ�ονιση ���� � � 	���	�D�D�D
	 � � 8 � � �
	 � �j	�D�D�D
	 � 5 ��	
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η οπο�ια αντιστοιχ�ιζει τον εκ�αστοτε φυσικ�ο αριθµ�ο l (µε l���� ) στον � � l � �� H . Μπορο�υµε να γρ�αψουµε την (A-21) ισοδυν�αµως ως ¢¡
£ � ,�� � � E � ����� � � �M� ��� ���R� � ��� �
�1� %j%j% � ��� 5 � 5 	 (A-22)

�οπου χρησιµοποι�ησαµε τη συν�αρτηση – πρ�οσηµο (βλ. �Ασκηση A-3) της
µετ�αθεσης ����� � � � � ����� � n ��� ���R2 2 2 ��� 5 ��� �_n ��� ���R2 2 2 ��� 5 �?D
Επαναδιατ�ασσοντας, �οµως, τα γιν�οµενα στην (A-22) ως προς τους δε�υτε-
ρους δε�ικτες και κ�ανοντας χρ�ηση της αντ�ιστροφης απεικ�ονισης� � � � � � �
	 � ��	�D�D�DP	 � 5 � 8 � � 	���	�D�D�D
	 � �d	
λαµ1�ανουµε το �ιδιο �αθροισµα, δι�οτι ισχ�υει ¢¡
£ � ,�� � � E ��! - ����� � � � � �M� � ��! - � ��� � � ��! - � �
� D�D�D�� 5 ��! - � 5 �� E � ����� � � �M� � ��� ��� � � ��� �
� D�D�D�� 5 ��� 5 ��  ¢¡
£ � , �d	
επειδ�η το πρ�οσηµο της µετ�αθεσης � � � ε�ιναι το �ιδιο µε το πρ�οσηµο της � ,
αφο�υ το πλ�ηθος των εναλλαγ£ων δεικτ£ων που απαιτο�υνται £ωστε να προ-
κ�υψει ε�ιτε η µετ�αθεση � ε�ιτε η � � � ε�ιναι �ιδιο.
Η ορ�ιζουσα ισο�υται, επ�ισης, µε την ορ�ιζουσα των διανυσµ�ατων που

ορ�ιζονται απ�ο τις στ�ηλες του , , δηλαδ�η ¢¡
£ � , � �� ¢¡
£#" ���
	��
��	�D�D�DP	�� 5%$
�οπου ��� η � -οστ�η στ�ηλη του π�ινακα.
Ε�αν εναλλ�αξουµε δ�υο στ�ηλες του π�ινακα , , για παρ�αδειγµα, την πρ£ωτη Εναλλ�ασσοντας

γραµµ�ες �η στ�ηλες

η ορ�ιζουσα αλλ�αζει

πρ�οσηµο

µε τη δε�υτερη, η ορ�ιζουσα του ν�εου π�ινακα ,ß; θα ε�ιναι ¢¡
£ � , ; � � n �.-/�10M2 2 2 �436� ; �/�.- � ; ���10 D�D�D�� ;5 �43� n �.-/�10M2 2 2 �436�
���.-C���/�10ID�D�D�� 5 �43� ��n �10��.-�2 2 2 �43i���/�10��
���.-uD�D�D�� 5 �43� �× ¢¡
£ � , �d	
οπ�οτε η εναλλαγ�η δ�υο στηλ£ων του π�ινακα οδηγε�ι σε αλλαγ�η προσ�ηµου
της ορ�ιζουσας του π�ινακα, δηλαδ�η ¢¡
£#" ���
	��
��	�D�D�DP	�� 5%$ � �× ¢¡
£%" �
�j	�����	�D�D�DP	�� 5%$ D
Λ�ογω των ιδιοτ�ητων του n �.-/�10M2 2 2 �43 ,το �ιδιο θα �ισχυε αν εναλλ�ασσαµε δ�υο ο-
ποιεσδ�ηποτε γραµµ�ες. Η παραπ�ανω ιδι�οτητα συνεπ�αγεται �αµεσα �οτι, αν
δ�υο στ�ηλες του π�ινακα ε�ιναι �ισες (�η ακ�οµη και πολλαπλ�ασιες η µ�ια της �αλ-
λης), τ�οτε η ορ�ιζουσα του π�ινακα ε�ιναι µηδενικ�η. Λ�ογω του αναλλοι£ωτου
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της ορ�ιζουσας σε αναστροφ�η του π�ινακα, το �ιδιο ισχ�υει και �οταν εναλλ�ασ-
σονται οι γραµµ�ες του π�ινακα.
Ας θεωρ�ησουµε τ£ωρα την ορ�ιζουσα του π�ινακα ¢¡
£%" ��Õ�-�	���ÕA0P	�D�D�DP	���Õ�3 $

�οπου � Ó ��	 Ó �j	�D�D�D
	 Ó 5 � κ�αποια µετ�αθεση των αριθµ£ων � � 	���	�D�D�D
	 � � . Λ�α-
1αµε τα Ó � διαφορετικ�α, δι�οτι, αν �εστω δ�υο στ�ηλες ε�ιναι �ισες, τ�οτε η ορ�ι-
ζουσα ε�ιναι µηδενικ�η. Θεωρο�υµε, λοιπ�ον, �οτι �ολοι οι δε�ικτες ε�ιναι διαφο-
ρετικο�ι. Μπορο�υµε τ£ωρα να µετασχηµατ�ισουµε τον π�ινακα" ��Õ�-
	���ÕA0P	�D�D�D
	���Õ�3 $
στον αρχικ�ο " ���
	��
��	�D�D�DP	�� 5%$
µε µ�ια σειρ�α εναλλαγ£ων των στηλ£ων. Σε κ�αθε εναλλαγ�η η ορ�ιζουσα πολ-
λαπλασι�αζεται �οπως ε�ιδαµε µε �\� . Ο αριθµ�ος των βηµ�ατων που απαιτε�ι-
ται για να καταλ�ηξουµε στην αρχικ�η δι�αταξη ε�ιναι �ισος µε τον αριθµ�ο των
εναλλαγ£ων που απαιτο�υνται για να µετασχηµατιστο�υν οι αριθµο�ι � Ó �
	 Ó ��	D�D�DP	 Ó 5 � στους � � 	���	�D�D�D
	 � � . Αν ο αριθµ�ος αυτ�ος ε�ιναι �αρτιος, τ�οτε η µετ�α-
θεση ε�ιναι �αρτια και η ορ�ιζουσα παραµ�ενει η �ιδια, εν£ω, αν ε�ιναι περιττ�ος,
η ορ�ιζουσα αλλ�αζει πρ�οσηµο. Σε κ�αθε περ�ιπτωση, επειδ�η το πρ�οσηµο της
µετ�αθεσης δ�ινεται απ�ο τον n Õ�-�ÕA0M2 2 2 Õ�3 , θα ε�ιναι ¢¡
£#" ��Õ�-
	���ÕA0P	�D�D�DP	���Õ�3 $ �_n Õ�-/ÕA0M2 2 2 Õ�3  ¢¡
£ � , ��D
Η παραπ�ανω �εκφραση περιλαµ1�ανει και την περ�ιπτωση στην οπο�ια δ�υο
δε�ικτες ε�ιναι �ισοι και η παραπ�ανω ισ�οτητα µπορε�ι να γραφε�ι και ωςn Õ�-/ÕA0M2 2 2 Õ�3  ¢¡
£ � , � �_n �.-/�10M2 2 2 �43i��Õ�-/�.-M��ÕA0±�10ND�D�D���Õ�3
�43íD (A-23)

Θα χρησιµοποι�ησουµε τ£ωρα την (A-23) για να αποδε�ιξουµε τη βασικ�η
ιδι�οτητα των οριζουσ£ωνΟρ�ιζουσα γινοµ�ενου =

γιν�οµενο οριζουσ£ων  ¢¡
£ � ,�& � �� ¢¡
£ � , �  ¢¡
£ � & � �� ¢¡
£ � &�, �dD (A-24)

Ησχ�εση αυτ�η αποδε�ιχθηκε για πρ£ωτη φορ�α το 1812απ�ο τους γ�αλλους µα-
θηµατικο�υς Jacques Binet [1786-1856] και Augustin-Louis Cauchy [1789-

1857]. Χρησιµοποι£ωντας την αθροιστικ�η σ�υµ1αση λαµ1�ανουµε διαδοχικ�α
τις εξ�ης ισ�οτητες : ¢¡
£ � ,�& � � n �.-L�10M2 2 2 �436����H�- ! H�-/�.-M�
�=HC0 ! HC0±�10ID�D�D�� 5 HM3 ! HM3��43� �/����H�-M�
�=HC0ND�D�D�� 5 HM3i� n �.-/�10M2 2 2 �43 ! H�-/�.- ! HC0��10ND�D�D ! HM3
�43� �/����H�-M�
�=HC0ND�D�D�� 5 HM3i� n H�-�HC0#2 2 2 HM3  ¢¡
£ � & �� � n H�-�HC0#2 2 2 HM3i����H�-M�
�=HC0ID�D�D�� 5 HM3��  ¢¡
£ � & ��: ¢¡
£ � , �  ¢¡
£ � & ��D
Παροµο�ιως αποδεικν�υεται �οτι  ¢¡
£ � &�, � �� ¢¡
£ � , �  ¢¡
£ � & � .
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�Ασκηση A-10. ∆ε�ιξτε µε τη βο�ηθεια της (A-24) �οτι ΑΣΚΗΣΕΙΣÌjÍ#Î qÐÏ(' ü sÊt �ÌjÍ#Î qÐÏ�s�y
Η (A-24) µ�ας επιτρ�επει να χαρακτηρ�ισουµε την ορ�ιζουσα εν�ος π�ινακα, µ�εσω των ιδιοτιµ£ων του 
¢� . ∆ιαγωνιοποιο�υµε τον , αναλ�υοντας τον ως,)�*),+-) � � 	

�οπου + ο διαγ£ωνιος π�ινακας µε στοιχε�ια τις ιδιοτιµ�ες του , , 
¢� , και ) ο
π�ινακας του οπο�ιου οι στ�ηλες αποτελο�υν τα διαν�υσµατα β�ασης του συ-
στ�ηµατος συντεταγµ�ενων στις οπο�ιες ο , καθ�ισταται διαγ£ωνιος. Τ�οτε ¢¡
£ � , � �� ¢¡
£ � ),+-) � � � �� ¢¡
£ � ) � � ),+ � �� ¢¡
£ � + � � 
u��
<� %j%j% 
 5 	
δεδοµ�ενου �οτι η ορ�ιζουσα εν�ος διαγ£ωνιου π�ινακα ισο�υται µε το γιν�οµενο
των διαγ£ωνιων στοιχε�ιων του.
Περαιτ�ερω, επειδ�η για κ�αθε π�ινακα που µπορε�ι να διαγωνιοποιηθε�ι

ισχ�υει �οτι (βλ. �Ασκηση A-11)¡/.10 � , � �2)í¡/.10 � + � ) � � 	
�οπου ¡/.10 � + � διαγ£ωνιος π�ινακας µε στοιχε�ια τα �43/5 και 
¢� οι ιδιοτιµ�ες του, , θα ε�ιναι Ορ�ιζουσα και �ιχνος ¢¡
£ � ¡/.10 � , �C� � � 3 - � 3 0 D�D�D�� 3 3� ¡/.10 ��
u�?>6
<��>�D�D�D >6
 5 �� ¡/.10 � £8789;:P¡ � , �C��	 (A-25)

δεδοµ�ενου �οτι το �ιχνος εν�ος π�ινακα ισο�υται µε το �αθροισµα των ιδιοτιµ£ων
του (βλ. �Ασκηση A-12)£8789;:P¡ � , � � 
u�N>6
<�A>�D�D�Dj>6
 5 D
�Ασκηση A-11. Χρησιµοποι£ωντας τον ορισµ�ο της εκθετικ�ης συν�αρτησης, δε�ιξτε �οτι, ΑΣΚΗΣΕΙΣ

αν ο π�ινακας
Ï
διαγωνιοποιε�ιται, δηλαδ�η, αν ε�ιναι

Ï@t=<?>@< ' ü
, τ�οτεÍ
A�B qÐÏ�shtC< Í
A�B qD>~s�<E' ü ª

�οπου Í
A�B qD>~s ε�ιναι διαγ£ωνιος π�ινακας µε στοιχε�ια F�G�H , �οπου I � οι ιδιοτιµ�ες του Ï . [Υπ�ο-
δειξη: Γρ�αψτε το αν�απτυγµα της εκθετικ�ης συν�αρτησης.]
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�Ασκηση A-12. Το �ιχνος ( Î�JLK ï Í ) εν�ος π�ινακα Ï ορ�ιζεται ως το �αθροισµα των δια-
γ£ωνιων στοιχε�ιων του, �η µε αθροιστικ�η σ�υµ1αση ωςÎ�JLK ï Í qÐÏ�sht ÑÈ� � y
∆ε�ιξτε κ�ανοντας χρ�ηση της αθροιστικ�ης σ�υµ1ασης �οτιÎ�JLK ï Í qÐÏNMOsht Î�JLK ï Í qDM~Ï�s y
Ως συν�επεια αυτ�ης της σχ�εσης δε�ιξτε �οτι, αν ο π�ινακας

Ï
διαγωνιοποιε�ιται, δηλαδ�η αν

ε�ιναι
ÏUtC<?>@< ' ü

, τ�οτε Î�JLK ï Í qÐÏ�sht I ü é I } é yMyMy é I Ë ª
�οπου I � οι ιδιοτιµ�ες του Ï .
Επειδ�η κ�αθε στοιχε�ιο ��� " του π�ινακα , εµφαν�ιζεται µ�ονο µ�ια φορ�α στο

αν�απτυγµα της ορ�ιζουσας, ε�ιναι χρ�ησιµο να προσδιορ�ισουµε τον παρ�αγο-
ντα ' " � που το πολλαπλασι�αζει (προσ�εξτε την αναστροφ�η των δεικτ£ων).
Οπαρ�αγοντας αυτ�ος ' " � ονοµ�αζεται συµπαρ�αγοντας (cofactor) του στοι-
χε�ιου ��� " . Απ�ο την (A-20) �εχουµε ¢¡
£ � , � � n �.-/�10#2 2 2 �43i���/�.-M�
���10 %j%j% � 5 �43í	� ����H ' H
��	 (A-26)

οπ�οτε ο συµπαρ�αγοντας του �¢��H ε�ιναι' H
� �_n HC�10#2 2 2 �43i�
���10 %j%j% � 5 �43íD (A-27)

Αν ο δε�ικτης l µεταφερθε�ι µε l´�_� εναλλαγ�ες διαδοχικ£ων δεικτ£ων στηνl -οστ�η θ�εση (εναλλ�ασσουµε πρ£ωτα τον δε�ικτη l µε τον � � , �επειτα µε τον� � , κοκ), �εχουµε : ' H
� � � �\� � H � � n �10M2 2 2 H
2 2 2 �43i�
���10 %j%j% � 5 �43\	
που ισο�υται µε � �\� � H � � φορ�ες την τιµ�η της ορ�ιζουσας του � ���å� � ( � ���å� �
π�ινακα , � H
��� που σχηµατ�ιζεται αν διαγρ�αψουµε απ�ο τον π�ινακα , την l -
οστ�η στ�ηλη και την πρ£ωτη γραµµ�η. Με αν�αλογες εναλλαγ�ες δεικτ£ων των
γραµµ£ων, µεταφ�εροντας τη $ γραµµ�η στην πρ£ωτη γραµµ�η, βρ�ισκουµε µε
τον �ιδιο τρ�οπο �οτι ο συµπαρ�αγοντας του � " H ε�ιναι ο' H " � � �\� � "�O H � �  ¢¡
£ � , � H " � ��	 (A-28)

�οπου , � H " � ο π�ινακας που σχηµατ�ιζεται, αν διαγραφε�ι απ�ο τον π�ινακα ,
η l -οστ�η στ�ηλη και η $ -οστ�η γραµµ�η. �Ετσι προκ�υπτει το αν�απτυγµαΗ ορ�ιζουσα ως

γραµµικ�ος συνδυασµ�ος

των στοιχε�ιων µιας

γραµµ�ης
 ¢¡
£ � , � � 5E H F � � " H ' H " 	 (A-29)

χωρ�ις να γ�ινεται �αθροιση στον επαναλαµ1αν�οµενο δε�ικτη $ (βλ. σχ�εση A-
26). H παραπ�ανω �εκφραση της ορ�ιζουσας ε�ιναι το �αθροισµα των γινοµ�ε-
νων των στοιχε�ιων της $ -οστ�ης γραµµ�ης του , µε τους αντ�ιστοιχους συ-
µπαρ�αγοντ�ες τους.
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�Ασκηση A-13. Χρησιµοποι£ωντας τον ορισµ�ο του συµπαρ�αγοντα δε�ιξτε �οτι, �οταν ΑΣΚΗΣΕΙΣ
�ολα τα στοιχε�ια του π�ινακα

Ï
µετα1�αλλονται, το διαφορικ�ο της ορ�ιζουσας ÌjÍ#Î qÐÏ�s ισο�υ-

ται µε v q ÌjÍ#Î qÐÏ�s�sht ËP��Q ü ËP�RQ ü v �����TS^��� ª
δηλαδ�η, η παρ�αγωγος U της ορ�ιζουσας εν�ος π�ινακα Ï ισο�υται µε το �αθροισµαU t U ü é U } é yMyMy é U Ë ª
�οπου U � ε�ιναι η ορ�ιζουσα του π�ινακα του οπο�ιου η ½ -οστ�η στ�ηλη (�η γραµµ�η) αποτελε�ιται
απ�ο την παρ�αγωγο των αντ�ιστοιχων στοιχε�ιων του

Ï
, εν£ω οι �αλλες στ�ηλες (�η γραµµ�ες)

του π�ινακα αυτο�υ ε�ιναι οι στ�ηλες (�η γραµµ�ες) του �ιδιου του
Ï
.

�Ασκηση A-14. ∆ε�ιξτε, µε τη βο�ηθεια της (A-29), �οτιô ÌjÍ#Î qÐÏ�sô ����� t S^��� y
[Υπ�οδειξη: Υπ�αρχει το στοιχε�ιο ����� µεταξ�υ των στοιχε�ιων του S^��� ;]
Απ�ο τον ορισµ�ο του συµπαρ�αγοντα εν�ος στοιχε�ιου (A-28) προκ�υπτει

�οτι το �αθροισµα 5E H F � � " H ' HCÕ
µε $ÖW�_Ó ε�ιναι η ορ�ιζουσα εν�ος π�ινακα του οπο�ιου οι $ -οστ�η γραµµ�η και
η Ó -οστ�η γραµµ�η ε�ιναι �ιδιες. Συνεπ£ως, η ορ�ιζουσα αυτ�η ε�ιναι µηδενικ�η
και �ετσι καταλ�ηγουµε στην ταυτ�οτητα5E H F � � " H ' HCÕ �� ¢¡
£ � , � G " Õ@	
η οπο�ια, αν σχηµατ�ισουµε τον π�ινακα των συµπαραγ�οντων V µε στοιχε�ια' � " , γρ�αφεται σε µορφ�η πιν�ακων ως,�V �� ¢¡
£ � , �
W¸D
Ησχ�εση αυτ�η αποδεικν�υει �οτι ο αντ�ιστροφος π�ινακας , � � προσδιορ�ιζεται Κατασκευ�η

αντ�ιστροφου π�ινακααπ�ο τον π�ινακα των συµπαραγ�οντων µ�εσω της σχ�εσης :,C� � � V ¢¡
£ � , � D (A-30)
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A-7 H συν�αρτηση Q του Dirac
Ποια στιγµια�ια δ�υναµη X , �οταν ασκε�ιται σε �ενα σωµατ�ιδιο τη χρονικ�η

στιγµ�η Y , παρ�αγει µοναδια�ια £ωθηση; Η περ�ιεργη αυτ�η δ�υναµη πρ�επει να
ε�ιναι µηδενικ�η για κ�αθε Y=;�W�*Y και καταλλ�ηλως �απειρη τη χρονικ�η στιγµ�ηY �ετσι £ωστε να ισχ�υει Z\[� [ X � Y 	 Y ; �MK Y ; � � D
∆εν ε�ιναι δυνατ�ον �οµως κ�αποια συν�αρτηση να �εχει αυτ�η την ιδι�οτητα, δι-
�οτι, αν την ε�ιχε, το ολοκλ�ηρωµ�α της �η δεν θα οριζ�οταν �η θα �ηταν µηδε-
νικ�ο. Παρ�ολα αυτ�α οDirac (και νωρ�ιτερα οOliver Heaviside [1850-1925]),
απτ�οητος µπροστ�α στα µαθηµατικ�α προ1λ�ηµατα που αν�εκυπταν, τ�ολµη-
σε να ορ�ισει ως µια τ�ετοια εξιδανικευµ�ενη δ�υναµη τη συν�αρτηση G � Y 	 Y ; � .
Παρ�οµοιο πρ�ο1ληµα αντιµετωπ�ιζουµε, αν επιχειρ�ησουµε να προσδιορ�ι-
σουµε την πυκν�οτητα �υλης ] που αντιστοιχε�ι σε �ενα σωµατ�ιδιο µοναδια�ιας
µ�αζας που βρ�ισκεται στο σηµε�ιο 7 (υποθ�εστε προς το παρ�ον �οτι αναφε-
ρ�οµαστε σε �ενα µονοδι�αστατο κ�οσµο). Τ�οτε θα ε�ιναι ] � 7 	 7<; � � V για �ολα
τα 7 ; W� 7 , αλλ�α ταυτ�οχρονα θα πρ�επει να ισχ�υειZ\[� [ ] � 7 	 7 ; �MK 7 ; � � D
Ε�αν θ�ελουµε και π�αλι να θεωρ�ησουµε τ�ετοιες σηµειακ�ες µ�αζες, πρ�επει να
γρ�αψουµε την πυκν�οτητα µ�εσω αυτ�ης της περ�ιεργης συν�αρτησης ] � 7 	 7Ê; ��)G � 7 	 7<; � . Οµο�ιως, η σηµειακ�η πυκν�οτητα µοναδια�ιου ηλεκτρικο�υ φορ-
τ�ιου που βρ�ισκεται στη θ�εση 7 ε�ιναι ] � 7 	 7 ; � �_G � 7 	 7 ; � . Επειδ�η η “συν�αρ-
τηση” G � 7 	 7<; � που κατασκευ�ασαµε εξαρτ�αται µ�ονο απ�ο τη διαφορ�α 7d�¬7<; ,
ας την γρ�αψουµε G � 7X�´7<; � . Ορ�ιζουµε, λοιπ�ον, την G � 7X�´7Ê; � ως τη “συν�αρ-
τηση” µε τις εξ�ης ιδι�οτητες :Μια ιδι�ορρυθµη

συν�αρτηση G � 7ß� 7 ; � � V 	 για 7 ; W� 7Z_^` G � 7*��7 ; �MK 7 ; ��� 	 για � � 7a� ! D (A-31)

Τα �ορια της ολοκλ�ηρωσης θα µπορο�υσαν φυσικ�α να επεκταθο�υν στο �α-
πειρο. Απ�ο τον παραπ�ανω ορισµ�ο διαπιστ£ωνουµε �οτι G � 7���7 ; � ��G � 7 ; ��7 � .

H G � 7*� 7<; � δεν ε�ιναι µ�ια συν�ηθης συν�αρτηση,3 αλλ�α µπορε�ι να κατα-
σκευαστε�ι ως το �οριο κ�αποιας κατ�αλληλης ακολουθ�ιας συν�ηθων συναρ-
τ�ησεων. Ε�ιναι εµφαν�ες �οτι αναζητο�υµε µ�ια οικογ�ενεια συναρτ�ησεων, οι
οπο�ιες, µε κατ�αλληλη ρ�υθµιση κ�αποιας παραµ�ετρου, αποκτο�υν µη µηδε-
νικ�ες τιµ�ες σε µια περιοχ�η ολο�ενα και πιο µικρ�η γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο 7 δια-
τηρ£ωντας, �οµως, παρ�αλληλα το ολοκλ�ηρωµ�α τους �ισο µε τη µον�αδα. Η
απλο�υστερη µορφ�η µιας τ�ετοιας οικογ�ενειας ε�ιναι οι τετραγωνικο�ι παλµο�ι
µε µοναδια�ιο εµ1αδ�ονb#c � 7*��7 ; � �TS V 	 για b 7ß� 7<;±bed n g �� g n 	 για b 7ß� 7 ; b?��n g � D

3Πρ�οκειται για µ�ια γενικευµ�ενη συν�αρτηση, �η �οπως αλλι£ως αποκαλε�ιται µια κατα-
νοµ�η. Μια αυστηρ�η µαθηµατικ�η θεωρ�ια που δι�επει αυτ�ες τις συναρτ�ησεις αναπτ�υχθηκε
απ�ο το γ�αλλο µαθηµατικ�ο Laurent Schwartz [1915-2002] το 1950.
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Το �οριο των τετραγωνικ£ων παλµ£ων για n~8 V θα ε�ιναιfhghickj�l b#c � 7*� 7 ; � �ZG � 7*��7 ; ��D (A-32)

Παρατηρο�υµε �οτι, �οπως �ολες οι συναρτ�ησεις
b#c � 7��í7<; � , �ετσι και η G � 7��í7<; � ,

�οπως ορ�ιστηκε παραπ�ανω, �εχει ολοκλ�ηρωµα σε ολ�οκληρο το χ£ωρο �ισο µε
τη µον�αδα Z6[� [ G � 7*��7 ; �MK 79� �
και παρ�αλληλα πληρο�ι τις προ¶ποθ�εσεις που θ�εσαµε. Κατασκευ�ασαµε,
λοιπ�ον, µ�ια “συν�αρτηση”, η οπο�ια, παρ�ολο που µηδεν�ιζεται παντο�υ εκτ�ος
του 7 , �εχει µοναδια�ιο ολοκλ�ηρωµα σε οποιοδ�ηποτε δι�αστηµα περιλαµ1�α-
νει το 7 .
Θ�ελουµε τ£ωρα να προσδιορ�ισουµε την τιµ�η του ολοκληρ£ωµατοςZ G � 7*��7 ; � b � 7 ; �MK 7 ; D

Τα �ορια της ολοκλ�ηρωσης δεν δηλ£ωθηκαν, δι�οτι δεν �εχουν σηµασ�ια % αρκε�ι
να συµπεριλ�α1ουµε µ�ια περιοχ�η γ�υρω απ�ο το 7 , ειδ�αλως το ολοκλ�ηρωµα
ε�ιναι µηδενικ�ο. H τιµ�η του παραπ�ανω ολοκληρ£ωµατος υπολογ�ιζεται �οτι
ε�ιναι fhghickj�l Z_^` b#c � 7*��7 ; � b � 7 ; �MK 7 ;� fhghickj�l � n Znm O cko �m � cko � b � 7 ; �MK 7 ;� fhghickj�l � n Z cko �

� cko � þ b � 7 �N>_� 7 ; � 7 � b ; � 7 �N> � 7<;�� 7 � ��ep b ; ; � 7 �º> %j%j% ÿ K 7 ;� b � 7 �N> fhghickj�lEq � n � � b � 7 ��D
Συµπερα�ινουµε, εποµ�ενως, �οτι για κ�αθε συνεχ�η συν�αρτηση

b � 7 � και για
κ�αθε � , ! µε � � 7a� ! ισχ�υει Η συν�αρτηση Y ως

φ�ιλτρο συναρτ�ησεωνZ6^` G � 7ß� 7 ; � b � 7 ; �MK 7 ; � b � 7 ��D (A-33)

Μ�αθαµε �οτι η συν�αρτηση G � 7×� 7<; � �εχει την ιδι�οτητα να δρα ολοκληρω-
τικ�α σε µια συν�αρτηση

b � 7<; � και να φιλτρ�αρει µ�ια µ�ονο τιµ�η της, την b � 7 �
µ�εσω της σχ�εσης (A-33). Απεικον�ιζει, δηλαδ�η, τη συν�αρτηση

b
στην τιµ�η

της
b � 7 � . Αυτ�ος εξ�αλλου ε�ιναι και ο µαθηµατικ�ος ορισµ�ος της G � 7O�z7 ; � . ΗG � 7º� 7<; � ε�ιναι η γενικευµ�ενη συν�αρτηση που ικανοποιε�ι τη σχ�εση (A-33)

για κ�αθε συνεχ�η συν�αρτηση
b � 7 � .4 H σχ�εση (A-33), µε τα �ορια της ολοκλ�η-

ρωσης λαµ1αν�οµενα στο �απειρο, µπορε�ι να ληφθε�ι ως ανεξ�αρτητος ορι-
σµ�ος της G � 7*��7<; � .

4Υπ�ο αυτ�η την �εννοια η συν�αρτηση Y ε�ιναι η γεν�ικευση του Y � � του Kronecker σε δια-
ν�υσµατα �απειρων διαστ�ασεων. ∆ι�οτι για διαν�υσµατα πεπερασµ�ενων διαστ�ασεων ��� το
αν�αλογο της (A-33) ε�ιναι Y �[���j� t ��� .
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Σχ�ηµα A-3: (α)H γκαουσιαν�η rts q x ­ x;u s µε ε�υρος � , στο �οριο �wv | , τε�ινει στη Y q x ­ x;u s .
(β) H παρ�αγωγος της γκαουσιαν�ης v rts q x ­ x;u s�x v x;u , στο �οριο �wv | , τε�ινει στη Y u q x ­ x;u s .
Αντ�ι να χρησιµοποιο�υµε τετραγωνικο�υς παλµο�υς για να ορ�ισουµε τη

συν�αρτηση G � 7*� 7 ; � , θα µπορο�υσαµε ισοδυν�αµως να χρησιµοποι�ησουµε
την οικογ�ενεια των παντο�υ διαφορ�ισιµων γκαουσιαν£ων συναρτ�ησεωνy c � 7ß� 7 ; � � ��kz n � � � o � ¡/.10 þ � � 7*��7<; � �n � ÿ D
Ο παρ�αγοντας � g �kz n � � � o � �εχει επιλεγε�ι £ωστε το ολοκλ�ηρωµα της y c � 7��ß7<; �
σε ολ�οκληρο το χ£ωρο να ε�ιναι �ισο µε τη µον�αδα για κ�αθε n . Οι συναρτ�ησεις
αυτ�ες �εχουν ε�υρος n και τιµ�η � g �kz n � � � o � στο 7 �c7<; (βλ. Σχ�ηµα A-3). HG � 7*��7<; � µπορε�ι να οριστε�ι ως το �οριοG � 7*��7 ; � � fhghickj�l y c � 7ß� 7 ; ��D (A-34)

�Αλλοι ορισµο�ι της συν�αρτησης G � 7ß� 7Ê; � ε�ιναι οι ακ�ολουθοι :Εναλλακτικ�ες

προσεγγ�ισεις της Y G � 7ß� 7 ; � � fhghickj�l ��kz n � � � o � ¡/.10Öþ<� � 7*� 7<; � �n � ÿ (A-35)� �z fhghickj�l n� 7ß� 7 ; � � > n � (A-36)� �z fhghickj�l � g � �C� 7*� 7<; � g n �7ß� 7 ; (A-37)� Ke{^� 7ß� 7<; �K 7 (A-38)� ��#z Z\[� [ � �4H � m � m�| � K l D (A-39)

Στη σχ�εση (A-38) η {^� 7 � ε�ιναι η συν�αρτηση �αλµατος (step function) :Η συν�αρτηση �αλµατος
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Σχ�ηµα A-4: To πραγµατικ�ο µ�ερος της γκαουσιαν�ης Í
A�B~} ½=q x ­ x u s } x � }�� στο δι�αστηµαî x ­ x;u î ® | y � για � t9| y | � .
{^� 7 � � S V 	 για 7a� V ,� 	 για 7ad V .

Οι περισσ�οτεροι απ�ο τους παραπ�ανω ορισµο�υς της συν�αρτησης G ε�ιναι
σε µεγ�αλο βαθµ�ο προφανε�ις % ορισµ�ενοι, �οµως, �οπως ο (A-35) και ο (A-39)
δεν ε�ιναι και τ�οσο διαισθητικ�α προφανε�ις, . Η ισοδυναµ�ια των ορισµ£ων
προκ�υπτει αν αποδειχθε�ι �οτι �ολες οι γενικευµ�ενες συναρτ�ησεις που δ�ινο-
νται απ�ο τις (A-35 – A-39) ικανοποιο�υν τον ορισµ�ο της G � 7*��7<; �Z [� [ G � 7ß� 7 ; � b � 7 ; �ÈK 7 ; � b � 7 ��	 (A-40)

για οποιαδ�ηποτε συνεχ�η συν�αρτηση
b
. Γενικ�οτερα ορ�ιζουµε την ισ�οτητα

δ�υο γενικευµ�ενων συναρτ�ησεων � � 7O�z7<; � και � � 7O�z7<; � , �οταν η δρ�αση τους
σε οποιαδ�ηποτε οµαλ�η δοκιµαστικ�η συνεχ�η συν�αρτηση (test function)

b � 7 �
δ�ινει το �ιδιο αποτ�ελεσµα, δηλαδ�η �οταν ισχ�υειZ [� [ � � 7ß� 7 ; � b � 7 ; �ÈK 7 ; � Z [� [ � � 7´� 7 ; � b � 7 ; �ÈK 7 ; D (A-41)

�Ηδη δε�ιξαµε �οτι το �οριο των τετραγωνικ£ων παλµ£ων ικανοποιε�ι τη σχ�ε-
ση (A-40). Συµπερα�ινουµε, εποµ�ενως, �οτι το �οριο των τετραγωνικ£ων παλ-
µ£ων ε�ιναι η συν�αρτηση G , ισχ�υει δηλαδ�η η (A-32). Με τον �ιδιο ακρι1£ως
τρ�οπο µπορο�υµε να επαληθε�υσουµε τον ορισµ�ο της G που δ�ινεται απ�ο την Σχεικ�α µε την (A-36)

(A-36). ∆εν θα αποδε�ιξουµε, εδ£ω, την ισ�οτητα (A-35), δι�οτι, για να επι-
τευχθε�ι αυτ�ο, απαιτε�ιται καλ�η γν£ωση της αρχ�ης της στ�ασιµης φ�ασης, την Σχεικ�α µε την (A-35)

οπο�ια περιγρ�αψαµε σε αδρ�ες γραµµ�ες στο Κεφ�αλαιο 1, �οταν αναλ�υσαµε
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π£ως �ενα σωµατ�ιδιο γνωρ�ιζει ποια τροχι�α πρ�επει να ακολουθ�ησει. Η ου-
σ�ια αυτ�ης της αρχ�ης �εγκειται στο �οτι η γκαουσιαν�η συν�αρτηση στην (A-35)
για n~8 V και 7wW� 7<; �εχει µηδενικ�η συνεισφορ�α στο ολοκλ�ηρωµα εξαιτ�ιας
των ταχ�υτατων ταλαντ£ωσε£ων της, εν£ω η µοναδικ�η συνεισφορ�α στο ολο-
κλ�ηρωµα προ�ερχεται τελικ�α απ�ο την περιοχ�η 7���7<; , �οπου η φ�αση των
ταλαντ£ωσεων ε�ιναι στ�ασιµη και οι ταλαντ£ωσεις πα�υουν (βλ. Σχ�ηµα A-4).
Το �οτι το γκαουσιαν�ο ολοκλ�ηρωµα της (A-35) �εχει τιµ�η �ιση µε τη µον�αδα
αποδεικν�υεται µε τη µ�εθοδο των ολοκληρωτικ£ων υπολο�ιπων.
Θα αποδε�ιξουµε στη συν�εχεια την ισ�οτητα (A-38) απ�ο την οπο�ια µα-Σχεικ�α µε την (A-38)

θα�ινουµε �οτι η παρ�αγωγος µ�ιας ασυνεχο�υς συν�αρτησης στα σηµε�ια ασυ-
ν�εχει�ας της σχετ�ιζεται µε τη συν�αρτηση G . Παρατηρο�υµε πρ£ωτα �οτιZ [� [ Ke{^� 7ß� 7<; �K 7 b � 7 ; �MK 7 ; � fhghickj�l Z_m O cm � c Ke{^� 7ß� 7<; �K 7 b � 7 ; �MK 7 ; 	 (A-42)

δι�οτι η παρ�αγωγος της {^� 7��ß7Ê; � µηδεν�ιζεται παντο�υ εκτ�ος απ�ο το σηµε�ιο
ασυν�εχει�ας της, το 79� 7Ê; . Αντικαθιστ£ωνταςKe{^� 7ß� 7<; �K 7 ��� Ke{^� 7ß� 7<; �K 7 ; 	
στην (A-42), λαµ1�ανουµεZ m O cm � c Ke{^� 7ß� 7<; �K 7 b � 7 ; �?K 7 ; ��� Z m O cm � c Ke{^� 7ß��7<; �K 7 ; b � 7 ; �ÈK 7 ;��� Z m O cm � c K ��{^� 7ß� 7<; � b � 7<; �C�K 7 ; K 7 ; > Z m O cm � c {^� 7ß� 7 ; � K b � 7<; �K 7 ; K 7 ;� b � 7ß�Ýn �N> q � n ��	
δεδοµ�ενου �οτι {^� n � �Z� και {^� ��n � � V και υπ�ο την προ¶π�οθεση �οτι η
συν�αρτηση K b g K 7 ε�ιναι φραγµ�ενη. Εποµ�ενως, στο �οριο n~8 V �εχουµεZ [� [ Ke{^� 7ß� 7 ; �K 7 b � 7 ; �MK 7 ; � b � 7 ��D
�Ασκηση A-15. ∆ε�ιξτε �οτιΑΣΚΗΣΕΙΣ ���

' � Y q x s��¢q x s v x tC�¢qÐ|Ps y
�Ασκηση A-16. Βασιζ�οµενοι στην (A-40), δε�ιξτε �οτι Y q x ­ x;u sít Y q x;u ­ x s , δηλαδ�η

�οτι η Y ε�ιναι συµµετρικ�η συν�αρτηση.
�Ασκηση A-17. ∆ε�ιξτε κατευθε�ιαν �οτι� q x ­ x u sht ���' � Y q x u ­�� s v � y

Εποµ�ενως, �οπωςσυµ1α�ινει µε τις συν�ηθεις συναρτ�ησεις, παραγωγ�ιζοντας την παραπ�ανω
σχ�εση λαµ1�ανουµε την (A-38).



A-7. H ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ G ΤΟΥ DIRAC 417

�Ασκηση A-18. Σχεδι�αστε τη συν�αρτηση¤�¥
¦ q x ­ � s ­ ¤�¥
¦ q xOé � s
και εκφρ�αστε την παρ�αγωγ�ο της µ�εσω των συναρτ�ησεων Y . (Η συν�αρτηση – πρ�οσηµο¤�¥
¦ q x s ορ�ιστηκε στην �Ασκηση A-3.)
Ο ορισµ�ος της συν�αρτησης G µ�εσω της (A-39) ε�ιναι συν�επεια του θεω- Σχεικ�α µε την (A-39)

ρ�ηµατος Fourier. Γνωρ�ιζουµε �οτι ο µετασχηµατισµ�ος Fourier της
b � 7 ��b � l � � �e �#z Z [� [ b � 7 �M� � �4H m K 7

ικανοποιε�ι την b � 7 � � �e �#z Z [� [ �b � l �M� �4H m K l 	
οπ�οτε b � 7 � � �e �#z Z\[� [ þ �e �#z Z\[� [ b � 7 ; �M� � �4H m�| K 7 ; ÿ � �4H m K l 	� Z\[� [ þ ��#z Z\[� [ � �4H � m � m�| � K l ÿ b � 7 ; �ÈK 7 ; D
Εποµ�ενως απ�ο την (A-40) συµπερα�ινουµε �οτι��#z Z6[� [ � �4H � m � m�| � K l^�_G � 7ß� 7 ; ��D
Το φυσικ�ο περιεχ�οµενο αυτ�ης της ιδια�ιτερα περ�ιεργης συσχ�ετισης της συ-
ν�αρτησης G µε το ολοκλ�ηρωµα της συν�αρτησης συνηµ�ιτονο5 σε �ολη την
ευθε�ια των πραγµατικ£ων αριθµ£ων ε�ιναι �οτι η συν�αρτηση G περι�εχει �ολες
τις συχν�οτητες και µ�αλιστα µε το �ιδιο πλ�ατος. Αυτ�ος ε�ιναι και ο λ�ογος
που πολλ�ες φορ�ες �οταν αν�α1ουµε �εναν ελαττωµατικ�ο διακ�οπτη που πε-
τ�αει σπινθ�ηρα, το ραδι�οφωνο κ�ανει παρ�ασιτα σε �οποιον σταθµ�ο και αν ε�ι-
ναι συντονισµ�ενο αυτ�ο. Το ρε�υµα που περν�α απ�ο το διακ�οπτη ε�ιναι πρα-
κτικ�α µια δ�ελτα συν�αρτηση µε αποτ�ελεσµα να δηµιουργο�υνται ηλεκτρο-
µαγνητικ�α κ�υµατα σε �ολες τις συχν�οτητες.

�Ασκηση A-19. ∆ε�ιξτε µε τη µ�εθοδο των ολοκληρωτικ£ων υπολο�ιπων �οτι ΑΣΚΗΣΕΙΣ� �
' � ¤�� ¦ qD� x sx v x t ú ª

για κ�αθε
� « | και στη συν�εχεια απ�ο την� � �sh��� � ü�� s' ü�� s F �[��� � ' ��� � v4� t » ú�Y q x ­ x u s

επαληθε�υστε την (A-37).

5Τοφανταστικ�ο µ�ερος του ολοκληρ£ωµατος µε το ηµ�ιτονο ε�ιναι ταυτοτικ�α µηδ�εν λ�ογω
του �οτι το ηµ�ιτονο ε�ιναι περιττ�η συν�αρτηση.
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Θ�ελουµε τ£ωρα να oρ�ισουµε την παρ�αγωγο της συν�αρτησης G � 7*��7Ê; �Η παρ�αγωγος της Y G ; � 7ß� 7 ; � � K G � 7*��7<; �K 7 � � K G � 7*��7<; �K 7 ; D
Η Gj; � 7d�¬7<; � µπορε�ι να οριστε�ι και π�αλι �εµµεσα απ�ο την παρ�αγωγο κ�αποιας
οικογ�ενειας συναρτ�ησεων, η οπο�ια χρησιµοποι�ηθηκε για τον ορισµ�ο τηςG � 7×� 7<; � . Αν επιλ�εξουµε την ακολουθ�ια γκαουσιαν£ων (A-34), ορ�ιζουµε
την Gj; � 7ß� 7<; � ως K G � 7ß� 7<; �K 7 � fhghickj�l K�y cK 7 D
Υπολογ�ιζουµε τη δρ�αση της G ; � 7~�m7 ; � σε µια δοκιµαστικ�η συν�αρτηση b � 7 �fhghickj�l Z\[� [ K�y c � 7ß� 7<; �K 7 b � 7 ; �MK 7 ; � KK 7 þ fhghickj�l Z\[� [ y c � 7*��7 ; � b � 7 ; �MK 7 ; ÿ� K b � 7 �K 7 	
και συµπερα�ινουµε �οτι η δρ�αση της Gj; � 7´�Ø7<; � σε µ�ια δοκιµαστικ�η συν�αρ-
τηση ε�ιναι η ακ�ολουθηK G � 7*��7<; �K 7 �_G � 7ß� 7 ; � KK 7 ; 	 (A-43)

και K G � 7*��7<; �K 7 ; � ��G � 7*� 7 ; � KK 7 ; D (A-44)

Τα παραπ�ανω αποτελ�εσµατα �ηταν διαισθητικ�α αναµεν�οµενα απ�ο το δι�α-
γραµµα της K�y c g K 7<; . Στο Σχ�ηµα A-3 φα�ινεται �οτι η K�y c g K 7<; �εχει δ�υο ακρ�ο-
τατα αντ�ιθετου προσ�ηµου στα γειτονικ�α σηµε�ια 7<;A�k7ºÚ�n g e � και επο-
µ�ενως, η δρ�αση της σε κ�αποια δοκιµαστικ�η συν�αρτηση

b � 7 � “υπολογ�ιζει”
τη συν�αρτηση σε αυτ�α τα γειτονικ�α σηµε�ια και παρ�αγει τη διαφορ�α τους
δ�ινονταςZ\[� [ K�y c � 7*��7<; �K 7 ; b � 7 ; �MK 7 ; � � b � 7 > n g e ���N> b � 7ß�Ýn g e ���e � n �k� K bK 7 D
Aν η G � 7 � ε�ιναι η πυκν�οτητα φορτ�ιου που αντιστοιχε�ι σε µοναδια�ιο σηµει-
ακ�ο φορτ�ιο στο 7w� V , η G ; � 7 � αντιστοιχε�ι σε µια κατανοµ�η φορτ�ιου σαν
αυτ�η που περιγρ�αφει �ενα ηλεκτρικ�ο δ�ιπολο µοναδια�ιας διπολικ�ης ροπ�ης,
αφο�υ απ�ο την (A-44) �εχουµεZ\[[ 7hG ; � 7 �MK 79� �\� D
�Ασκηση A-20. ∆ε�ιξτε �οτιΑΣΚΗΣΕΙΣ Y qD�uq x ­ x u s�sht �î �Iî.Y q x ­ x u s y

[Υπ�οδειξη: Θεωρ�ηστε ως µετα1λητ�η ολοκλ�ηρωσης την
� x

, αλλ�α προσ�εξτε τα �ορια της
ολοκλ�ηρωσης �οταν

� ® |
.]
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�Ασκηση A-21. Αν η
�¢q x s �εχει απλ�ες ρ�ιζες xi� , δε�ιξτε �οτι ισχ�υειY qh�¢q x s�sht P � �î � u q xi� sMîÐY q x ­ xi� s ª

[Υπ�οδειξη: Τα µ�ονα σηµε�ια στα οπο�ια η Y qh�¢q x s�s ε�ιναι µη µηδενικ�η ε�ιναι οι ρ�ιζες xi� της�¢q x s
. Αναπτ�υξτε την

�¢q x s σε σειρ�α Taylor γ�υρω απ�ο τα σηµε�ια xi� και υπολογ�ιστε το ολο-
κλ�ηρωµα.]

�Ασκηση A-22. ∆ε�ιξτε �οτι x Y q x sutº| , � v x~x Y u q x sht ­ � , x } Y u q x sht9| .
�Ασκηση A-23. ∆ε�ιξτε �οτι���
' � Y q � ­ x s Y q x ­ ¹ s v x t Y q � ­ ¹ s ª ���' � Y u q � ­ x s Y q x ­ ¹ s v x t Y u q � ­ ¹ s y

�Ασκηση A-24. Υπολογ�ιστε το ολοκλ�ηρωµα���
� v x � }ü v
ý Y q ¤�� ¦ q x s�s Y q x } ­ ý }Cs y

�Ασκηση A-25. Υπολογ�ιστε το ολοκλ�ηρωµα�_� Y qD� ­�� s v x v¡  y
αν
�
ε�ιναι µια σταθερ�α και � t   }8x » é�x }�x » y

A-8 Πολλαπλασιαστ�ες Lagrange

Οι πολλαπλασιαστ�ες Lagrange χρησιµε�υουν στο να προσδιορ�ιζουµε τα
ακρ�οτατα συναρτ�ησεων υπ�ο ορισµ�ενες συνθ�ηκες. Θα αναφερθο�υµε αρ-
χικ�α στη διαδικασ�ια ε�υρεσης των ακροτ�ατων κ�αποιας συν�αρτησης ¢ � �7 � ,
�οπου το

�7 αν�ηκει στον £ 5 .
Επειδ�η στο ακρ�οτατο σηµε�ιο

�7 l µιας συν�αρτησης ¢ � �7 � η πρ£ωτη µετα-
1ολ�η της συν�αρτησης ε�ιναι µηδενικ�η, πρ�επει να ικανοποιε�ιται η σχ�εση�` ¢�bD¤m F ¤m/¥ � V D
Για να προσδιορ�ισουµε το ακρ�οτατο της ¢ � �7 � , �οταν επιπλ�εον ισχ�υει ο πε- Το ακρ�οτατο µιας

συν�αρτησης υπ�ο τον

περιορισµ�ο εν�ος

δεσµο�υ...

ριορισµ�ος yI� �7 � � V ,6 εργαζ�οµαστε ως εξ�ης : το �7 l ε�ιναι ακρ�οτατο της ¢ ,
�οταν για κ�αθε µικρ�η µετατ�οπιση απ�ο το

�7 l κατ�α τη διε�υθυνση �� ισχ�υει
6Το µαθηµατικ�ο αυτ�ο πρ�ο1ληµα ε�ιναι αν�αλογο µε το πρ�ο1ληµα υπολογισµο�υ του µ�ε-

γιστου υψοµ�ετρου σε µια καθορισµ�ενη διαδροµ�η που �εχει χαραχθε�ι σε �ενα χ�αρτη. Η συ-
ν�αρτηση ¦ ε�ιναι στην περ�ιπτωση αυτ�η το υψ�οµετρο σε κ�αθε σηµε�ιο του χ�αρτη, εν£ω η συ-
ν�αρτηση r ε�ιναι η διαγεγραµµ�ενη διαδροµ�η. Σ� αυτ�ο το ορει1ατικ�ης φ�υσεως πρ�ο1ληµα
ε�ιναι προφαν�ες �οτι η λ�υση βρ�ισκεται σε κ�αποιο απ�ο τα σηµε�ια, �οπου η χαραγµ�ενη δια-
δροµ�η ε�ιναι παρ�αλληλη µε κ�αποια απ�ο τις ισο¶ψε�ις, αφο�υ στα σηµε�ια αυτ�α προχωρ£ω-
ντας κατ�α µ�ηκος της διαδροµ�ης παραµ�ενουµε στο �ιδιο �υψος.
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Σχ�ηµα A-5: Οι ελλειπτικ�ες ισο¶ψε�ις της ¦ t x } x » é ý } και η καµπ�υλη r t ý ­ x ­ � éÉ=x } t@| µε É t@| y § . Oι µικρο�ι κ�υκλοι σηµει£ωνουν τα σηµε�ια της r t@| στα οπο�ια η ¦
�εχει ακρ�οτατο. Παρατηρε�ιτε �οτι σε αυτ�α τα σηµε�ια οι ισο¶ψε�ις ε�ιναι παρ�αλληλες στην
εφαπτοµ�ενη της r και συνεπ£ως υπ�αρχει πολλαπλασιαστ�ης I που ικανοποιε�ι τη σχ�εση :�o q ¦ é I�r sMî©¨��ª t9| . Τα σηµε�ια προσδιορ�ιζονται ως εξ�ης : ο µηδενισµ�ος των δ�υο συνιστω-
σ£ων της �o�q ¦ é I�r sMî ¨��ª t9| προσδιορ�ιζει τα σηµε�ια x q I s και ý q I s στα οπο�ια η ¦ é I�r �εχει
ακρ�οτατο. Τα I και οι ακρι1ε�ις συντεταγµ�ενες των υπ�ο αναζ�ητηση σηµε�ιων προσδιορ�ι-
ζονται αν αντικαταστ�ησουµε τα x q I s και ý q I s στην r tº| και λ�υσουµε τη σχ�εση αυτ�η ως
προς I . « �` ¢�bD¤m/¥ 	 ��e¬Ù� V D (A-45)

Η �εκφραση � ��<	 �! � συµ1ολ�ιζει το εσωτερικ�ο γιν�οµενο των δ�υο διανυσµ�α-
των
�� και �! . Επειδ�η, �οµως, οι µετατοπ�ισεις απ�ο το ακρ�οτατο πρ�επει να

ικανοποιο�υν τον περιορισµ�ο yI� �7 � � V , απαιτο�υµε η σχ�εση (A-45) να ικα-
νοποιε�ιται µ�ονο για τις µετατοπ�ισεις

�� για τις οπο�ιες ισχ�υειyI� �7 l > n �� � � V D
Εφαρµογ�η της απα�ιτησης αυτ�ης για b n6b­�®�k� συνεπ�αγεται �οτι οι µετατο-
π�ισεις πρ�επει να ικανοποιο�υν τη συνθ�ηκη

« �` y bD¤m/¥ 	 �� ¬ � V D
Συνεπ£ως, το ακρ�οτατο

�7 l πρ�επει να ικανοποιε�ι την« �` ¢�bD¤m/¥ 	 ��e¬Ù� V 	
για εκε�ινα τα

�� που ικανοποιο�υν την« �` y bD¤m/¥ 	 ��e¬Ù� V D
Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι, το δι�ανυσµα

�` ¢�b ¤m/¥ πρ�επει να ε�ιναι κ�αθετο σε εκε�ινα τα�� που ε�ιναι κ�αθετα στο �` y bD¤m/¥ . �Αρα, πρ�επει τα �` ¢�bD¤m/¥ και �` y bD¤m/¥ να ε�ιναι
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παρ�αλληλα και να υπ�αρχει αριθµ�ος 
 τ�ετοιος £ωστε�` ¢�bD¤m/¥ � � 
 �` y bD¤m/¥ D
Συνεπ£ως, για να προσδιορ�ισουµε το ακρ�οτατο της ¢ υπ�ο την συνθ�ηκη y � ...το βρ�ισκουµε απ�ο το

ακρ�οτατο της συν�αρτη-

σης + I φορ�ες το δεσµ�οV
, αρκε�ι να προσδιορ�ισουµε το ακρ�οτατο της ¢ >	
Ey , δηλαδ�η, το �7 l ��
h� που
ικανοποιε�ι τη σχ�εση �` � ¢ >6
Ey¢� bD¤m/¥ � V D
Στη συν�εχεια προσδιορ�ιζουµε το 
 ο�υτως £ωστε Η τιµ�η του I

προσδιορ�ιζεται απ�ο

την εξ�ισωση του

δεσµο�υ

yI� �7 l ��
h�C� � V
(βλ. Σχ�ηµα A-5). Η µ�εθοδος αυτ�η πρωτοεφαρµ�οστηκε απ�ο τον Lagrange
και το 
 ονοµ�αζεται πολλαπλασιαστ�ης του Lagrange. Με τη µ�εθοδο των
πολλαπλασιαστ£ων Lagrange το πρ�ο1ληµα προσδιορισµο�υ του ακροτ�ατου
της ¢ υπ�ο τη συνθ�ηκη y � V µετατρ�επεται στο πρ�ο1ληµα ε�υρεσης του
ακροτ�ατου

�7 l ��
h� της συν�αρτησης ¢ >-
Ey �ανευ οποιουδ�ηποτε περιορισµο�υ.
Το 
 προσδιορ�ιζεται στη συν�εχεια �ετσι£ωστε το ακρ�οτατο σηµε�ιο της ¢ >¯
Ey
να κε�ιται επ�ι της y � V .
Η µ�εθοδος αυτ�η γενικε�υεται ε�υκολα, �οταν υπ�αρχουν περισσ�οτεροι πε-

ριορισµο�ι. Υποθ�εστε για παρ�αδειγµα �οτι ζητ�αµε το ακρ�οτατο της ¢ � �7 �
υπ�ο τις συνθ�ηκες yI� �7 � � V και b � �7 � � V . Τ�οτε, �οπως και προηγουµ�ενως,
πρ�επει να ισχ�υει η σχ�εση

« �` ¢�bD¤m/¥ 	 �� ¬ � V 	
για �ολα τα

�� που αν�ηκουν στο γραµµικ�ο χ£ωρο °²± , ο οπο�ιος ε�ιναι κ�αθε-
τος στο γραµµικ�ο χ£ωρο ° που σχηµατ�ιζεται απ�ο τα διαν�υσµατα �` y bD¤m/¥ και�` b bD¤m/¥ (βλ. Σχ�ηµα A-6), αφο�υ« �` y bD¤m/¥ 	 ��1¬Ù� V
και

« �` b bD¤m/¥ 	 �� ¬ � V D
Αυτ�ο σηµα�ινει �οτι το δι�ανυσµα

�` ¢�bD¤m/¥ πρ�επει να αν�ηκει στο γραµµικ�ο χ£ωρο
που ε�ιναι κ�αθετος στο χ£ωρο που αν�ηκει το

�� , δηλαδ�η πρ�επει να αν�ηκει
στον κ�αθετο χ£ωρο του ° ± που δεν ε�ιναι �αλλος απ�ο τον �ιδιο τον ° (βλ. Σχ�η-
µα A-6). Συνεπ£ως, υπ�αρχουν πολλαπλασιαστ�ες 
 και ³ τ�ετοιοι £ωστε να
ικανοποιο�υν τη σχ�εση�` ¢�bD¤m/¥ >6
 �` y bD¤m/¥ > ³ �` b bD¤m/¥ � V D
Η παραπ�ανω σχ�εση προσδιορ�ιζει το ακρ�οτατο συναρτ�ησει των 
 και ³ ,

εν£ω οι τιµ�ες των πολλαπλασιαστ£ων προσδιορ�ιζονται εκ των υστ�ερων απ�ο
την απα�ιτηση το ακρ�οτατο να ικανοποιε�ι τους περιορισµο�υςyI� �7 l ��
N	 ³ �C� � b � �7 l ��
N	 ³ �C� � V D
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Σχ�ηµα A-6: Tα διαν�υσµατα �o r î ¨��ª και �o@�<î ¨��ª ορ�ιζουν το γραµµικ�ο υποχ£ωρο ´ , ο οπο�ιος
στην τρισδι�αστατη αναπαρ�ασταση του σχ�ηµατος ε�ιναι το επ�ιπεδο που ορ�ιζεται απ�ο τα
δ�υο διαν�υσµατα. Ταδιαν�υσµατα �µ ε�ιναι κ�αθετα στα διαν�υσµατα �o r î ¨��ª ª �o@�<î ¨��ª και συνε-
π£ως κε�ινται στον κ�αθετο υποχ£ωρο ´ ê , ο οπο�ιος στο σχ�ηµα ε�ιναι η ευθε�ια η κ�αθετη στο
επ�ιπεδο. Το δι�ανυσµα �o ¦ î ¨��ª ε�ιναι κ�αθετο σε �ολα τα διαν�υσµατα �µ που αν�ηκουν στον
υποχ£ωρο ´ ê και εποµ�ενως πρ�επει να αν�ηκει στον κ�αθετο υποχ£ωρο του ´ ê που ε�ιναι ο
υποχ£ωρος } ´ ê � ê . Ωστ�οσο, } ´ ê � ê t ´ και εποµ�ενως το δι�ανυσµα �o ¦ î ¨��ª κε�ιται στο επ�ι-
πεδο που ορ�ιζεται απ�ο τα �o r î ¨��ª και �o@�<î ¨��ª , δηλαδ�η ε�ιναι γραµµικ�ος συνδυασµ�ος αυτ£ων
των δ�υο διανυσµ�ατων.

�ΑσκησηA-26. Προσδιορ�ιστε το ακρ�οτατο της x } é ý } υπ�ο τον περιορισµ�ο x�é ý t � .ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Προσδιορ�ιστε την τιµ�η του πολλαπλασιαστ�η Lagrange I για την οπο�ια επιτυγχ�ανεται το
ακρ�οτατο και σχεδι�αστε για αυτ�η την τιµ�η του I τις ισο¶ψε�ις της συν�αρτησηςx } é ý } é I q xBé ý s y
Τι παρατηρε�ιτε ;

�Ασκηση A-27. Προσδιορ�ιστε το ακρ�οτατο της¶ q   ü ª yMyMy ªD  Ë sÊt ­ �a·P�RQ ü   � � ¦   � ª
υπ�ο τον περιορισµ�ο ·P�RQ ü   � t¹¸ y
∆ε�ιξτε �οτι το ακρ�οτατο αυτ�ο της

¶
ε�ιναι¶ t � � ¦ ¸ y

Ε�ιναι αυτ�ο το ακρ�οτατο µ�εγιστο;
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A-9 �Ενα παρ�αδειγµα χρ�ησης των

πολλαπλασιαστ£ων Lagrange

Η παραπ�ανω µ�εθοδος µπορε�ι να γενικευθε�ι και σε �αλλους γραµµικο�υς
χ£ωρους, �οπως για παρ�αδειγµα στο χ£ωρο των συνεχ£ων συναρτ�ησεων σε
κ�αποιο δι�αστηµα " 7 �
	 7 � $ , ο οπο�ιος µπορε�ι να εφοδιαστε�ι µε το ακ�ολουθο
εσωτερικ�ο γιν�οµενο : � ¢ 	 � �d� Z m 0m - b � 7 � � � 7 �MK 7 	
σχηµατ�ιζοντας �ετσι �ενα χ£ωρο Hilbert. Ε�αν στο χ£ωρο αυτ�ο, λοιπ�ον, η συν-
θ�ηκη για την ε�υρεση ακροτ�ατου ε�ιναι η � ¢ 	 � � � V για �ολες τις συναρτ�ησεις� � Y � που ικανοποιο�υν τη συνθ�ηκη �kyh	 � � � V , τ�οτε, �οπως και προηγουµ�ε-
νως, η ¢ πρ�επει να ε�ιναι 
 φορ�ες η y . Θα παρουσι�ασουµε στη συν�εχεια
αυτ�η τη γενικευµ�ενη µ�εθοδο που χρησιµοποιε�ιται στη µηχανικ�η και θα την
επεξηγ�ησουµε µε �ενα παρ�αδειγµα.

Ζητε�ιται να προσδιοριστε�ι το σχ�ηµα που πρ�επει να �εχει �ενα συνεχ�ες
πλανητοειδ�ες σταθερ�ης πυκν�οτητας ] και ολικ�ης µ�αζας ' , £ωστε η βαρυ- Το σχ�ηµα µε τη

µ�εγιστη βαρ�υτητα

στην επιφ�ανεια

τικ�η �ελξη που ασκε�ιται σε �ενα σηµε�ιο της επιφ�ανει�ας του κατ�α τη διε�υ-
θυνση της καθ�ετου στην εφαπτ�οµενη στο σηµε�ιο αυτ�ο να ε�ιναι µ�εγιστη.

Σχ�ηµα A-7: To πλανητοειδ�ες που µεγιστοποιε�ι τη βαρυτικ�η �ελξη στο σηµε�ιο Ο κατ�α τη
διε�υθυνση της καθ�ετου ΟΑ. Η πολικ�η εξ�ισωση του πλανητοειδο�υς ε�ιναι º t Ñ�» ï#ð ¤�¼ ,
�οπου ¼ η γων�ια που σχηµατ�ιζεται µε την κ�αθετο ΟΑ.
Ε�αν η απ�οσταση της επιφ�ανειας απ�ο το εν λ�ογω σηµε�ιο Ο ε�ιναι ½ ��¾�	/¿u�

(βλ. Σχ�ηµα A-7), �οπου ¾ η πολικ�η γων�ια που σχηµατ�ιζεται στο Ο µε την
κ�αθετο στην επιφ�ανεια και ¿ η αζιµουθιακ�η γων�ια γ�υρω απ�ο την κ�αθετο,
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τ�οτε η µ�αζα του πλανητοειδο�υς δ�ινεται απ�ο το ακ�ολουθο ολοκλ�ηρωµα'À" ½ $ � ] Z_Á o �l � g � ¾ K?¾ Z � Ál Ke¿ Z_Â �ÄÃ�Å Æ �l a � K a
(A-46)� ] � Z Á o �l � g � ¾�K?¾ Z � Ál ½ � ��¾�	/¿u�?Ke¿9	 (A-47)

που ε�ιναι �ενα συναρτησοειδ�ες της ½ ��¾�	/¿u� . Η βαρυτικ�η �ελξη αν�α µον�αδα
µ�αζας κατ�α τη διε�υθυνση ΟΑ (προσ�εξτε τον �ορο :tÇ � ¾ ) ε�ιναιy " ½ $ � Z Á o �l � g � ¾�K?¾ Z � Ál Ke¿ Z Â �ÄÃ�Å Æ �l a � þÉÈ ]Ê:tÇ � ¾a � ÿ K a� È ] Z Á o �l � g � ¾ :tÇ � ¾�K?¾ Z � Ál ½ ��¾�	/¿u�?Ke¿9D
Στους παραπ�ανω υπολογισµο�υς θεωρ�ησαµε �οτι η επιφ�ανεια ορ�ιζεται για
γων�ιες

V � ¾ � z g �
, δι�οτι, ε�αν η επιφ�ανεια εκτειν�οταν και σε ¾ d z g �

,

το βαρυτικ�ο πεδ�ιο που θα δηµιουργο�υταν στο Ο θα �ηταν µικρ�οτερο απ�ο
εκε�ινο εν�ος πλανητοειδο�υς που θα ε�ιχε το �ιδιο σχ�ηµα για ¾ � z g �

, εν£ω
�ολη η µ�αζα που προηγουµ�ενως εκτειν�οταν σε γων�ιες ¾ d z g � αποκ�ο-
πτονταν και αποµακρυν�οταν σε �απειρη απ�οσταση. Επ�ισης, εν£ω αναµ�ε-
νουµε �οτι για λ�ογους συµµετρ�ιας η ζητο�υµενη επιφ�ανεια θα ε�ιναι συµµε-
τρικ�η ως προς την κ�αθετο στο Ο, δεν �εχουµε εξαρχ�ης εισαγ�αγει µια τ�ετοια
παραδοχ�η % η ½ µπορε�ι να εξαρτ�αται και απ�ο τη γων�ια ¿ .
Το πρ�ο1ληµα, λοιπ�ον, ε�ιναι να βρεθε�ι η ½ ��¾�	/¿u� που µεγιστοποιε�ι τηνy " ½ $ υπ�ο τη συνθ�ηκη 'À" ½ $ �Û' . Ε�αν υποθ�εσουµε �οτι �εχουµε βρει τη ζη-

το�υµενη επιφ�ανεια, τ�οτε, για να δ�ινει η ½ τη µ�εγιστη κατακ�ορυφη δ�υναµη,
πρ�επει µια µικρ�η µετα1ολ�η της επιφ�ανειας κατ�α � ��¾�	/¿u� να ικανοποιε�ι τη
σχ�εση Z Á o �l � g � ¾ :tÇ � ¾�K?¾ Z � Ál � ��¾�	/¿u�?Ke¿ � V 	
�η υπ�ο τη µορφ�η εσωτερικο�υ γινοµ�ενου πρ�επει να ισχ�υει η σχ�εση� � g � ¾ :tÇ � ¾�	 � � Ã�Å Æ � V D
Πρ�επει �οµως ταυτ�οχρονα η � ��¾�	/¿u� να ε�ιναι τ�ετοια£ωστε η παραπλ�ησια στην½ επιφ�ανεια ½ > � να �εχει και αυτ�η µ�αζα ' , �αρα πρ�επειZnÁ o �l � g � ¾�K?¾ Z � Ál ½ � ��¾�	/¿u� � ��¾�	/¿u�NKe¿ � V 	
�η υπ�ο την µορφ�η εσωτερικο�υ γινοµ�ενου πρ�επει να ισχ�υει η σχ�εση� � g � ¾ ½ � 	 � � Ã�Å Æ � V D
�Αρα, υπ�αρχει αριθµ�ος 
 τ�ετοιος £ωστε� g � ¾ :tÇ � ¾ � 
 � g � ¾ ½ � D
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Συνεπ£ως, η επιφ�ανεια που µεγιστοποιε�ι το βαρυτικ�ο πεδ�ιο ε�ιναι η½ ��¾�	/¿u� � �e 
 e :tÇ � ¾\	 (A-48)

και η σταθερ�α 
 µπορε�ι να προσδιοριστε�ι απ�ο την απα�ιτηση η συνολικ�η
µ�αζα του πλανητοειδο�υς να ε�ιναι ' . �Ετσι, εισ�αγοντας τη λ�υση (A-48)
στη σχ�εση (A-47) για τη µ�αζα, βρ�ισκουµε �οτι 
 � �ÌË;z ] g �#Í�' � � o � . Συνε-
π£ως, η επιφ�ανεια ε�ιναι πρ�αγµατι συµµετρικ�η ως προς την κατακ�ορυφο,
αφο�υ το σχ�ηµα της δεν �εχει εξ�αρτηση απ�ο τη γων�ια ¿ . Το σχ�ηµα εν�ος τ�ε-
τοιου πλανητοειδο�υς ε�ιναι κ�απως πεπλατυσµ�ενο γ�υρω απ�ο το σηµε�ιο Ο
�οπως φα�ινεται στο Σχ�ηµα (A-7).

�Ασκηση A-28. Θεωρ�ηστε το συναρτησοειδ�ες ΑΣΚΗΣΕΙΣ¶,Î ÏTÐ t � ¾¿ v x ��ÑÒ v
ýÉÓ q Ï ª Ï � ª Ï1Ô ª x ª�ý s ª
�οπου

Ï q x ª�ý s και Ï � t ô Ï x ô x , Ï1Ô t ô Ï x ô ý . ∆ε�ιξτε �οτι η Ï q x ª�ý s που καθιστ�α το ¶,Î ÏTÐ
στ�ασιµο για µετα1ολ�ες της

Ï q x ª�ý s , � q x ª�ý s , τ�ετοιες £ωστε � q � ª�ý sÈt � q ¹ ª�ý sÈtØ| για κ�αθεý και � q x ª É sht � q x ª±v sht9| για κ�αθε x , ικανοποιε�ι την εξ�ισωση Euler - Lagrangeôô x � ô Óô Ï � � é�ôô ý � ô Óô Ï1Ô � ­ ô Óô Ï t9| y
Στο �ιδιο συµπ�ερασµα θα µπορο�υσαµε να καταλ�ηξουµε µε το να ανα-

ζητ�ησουµε το ακρ�οτατο τηςZnÁ o �l K?¾ Z � Ál � È ] � g � ¾ :tÇ � ¾ ½�� ] 
� � g � ¾ ½ � �ÈKe¿º	
�οπου 
 �ενας πολλαπλασιαστ�ης Lagrange. Πρ�επει δηλαδ�η να προσδιορι-
στε�ι η συν�αρτηση ½ ��¾�	/¿u� που καθιστ�α το συναρτησοειδ�ες του τ�υπουZ Á o �l K?¾ Z � Ál Ke¿�ÕX��¾�	/¿?	 ½ �
ακρ�οτατο, �οπου Õ � È ] � g � ¾ :tÇ � ¾ ½�� ] 
� � g � ¾ ½ � D
Οι εξισ£ωσεις Euler - Lagrange για το παραπ�ανω συναρτησοειδ�ες ε�ιναι] Õ] ½ � V 	
και οδηγο�υν στη λ�υση ½ ��¾�	/¿u� �ÀÖ È 
 e :tÇ � ¾\	
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η οπο�ια αν ισαχθε�ι στην εξ�ισωση του δεσµο�υ 'À" ½ $ �Û' οδηγε�ι στην πο-
λικ�η εξ�ισωση του σχ�ηµατος

½ ��¾�	/¿u� �Ø×Ù �#Í�'Ë;z ] e :tÇ � ¾\	
�οπως και προηγουµ�ενως.

A-10 Το πηλ�ικο Rayleigh σε συνεχε�ις χ£ωρους

και η ανισ�οτητα Poincar¡e

Θ�ελουµε να προσδιορ�ισουµε τις στ�ασιµες τιµ�ες του πηλ�ικου

½�" � $ �ÛÚ �l�Ü � Y �²Ý� � K YÚ �lßÞ � Y � � � K Y 	 (A-49)

στο χ£ωρο των συνεχ£ως διαφορ�ισιµων συναρτ�ησεων � , που ικανοποιο�υν
τις συνοριακ�ες συνθ�ηκες � � V � �à� �ká � � V . Στην παραπ�ανω �εκφραση τοÝ� συµ1ολ�ιζει την παρ�αγωγο K � g K Y .
Παρατηρο�υµε �οτι ο αριθµητ�ης του πηλ�ικου µπορε�ι να γραφε�ι ως εξ�ης :Z �l K �K Y Ü � Y � K �K Y K YÙ� Z �l KK Y þâ� Ü � Y � K �K Y ÿ K Y�� Z �l � KK Y þ Ü � Y � K �K Y ÿ K Y��� Ü � Y � K �K Y ����

� l � Z �l � KK Y þ Ü � Y � K �K Y ÿ K Y� Z �l �9þ?� KK Y Ü � Y � KK Y ÿ � K Y D
Κατ�α τη µετ�α1αση απ�ο τη δε�υτερη στην τρ�ιτη σειρ�α ο πρ£ωτος �ορος απα-
λε�ιφθηκε εξαιτ�ιας των συνοριακ£ων συνθηκ£ων � � V � �ã� �ká � � V . Αν συµ-
1ολ�ισουµε µε ä το γραµµικ�ο τελεστ�ηä � � KK Y Ü � Y � KK Y 	 (A-50)

το πηλ�ικο Rayleigh γρ�αφεται ισοδυν�αµως

½�" � $ � Ú �l �eä@� K YÚ �l � Þ � Y � � K Y D
Για να προσδιορ�ισουµε τη συνθ�ηκη που πρ�επει να ικανοποιε�ιται απ�ο µ�ια
στ�ασιµη συν�αρτηση ��å , θεωρο�υµε τη διαταραγµ�ενη τροχι�α ��å > n¡æ , µε æ � V ��çæ �ká � � V και απαιτο�υµε το πηλ�ικο Rayleigh επ�ι της διαταραγµ�ενης τρο-
χι�ας να µη διαφ�ερει απ�ο το αρχικ�ο σε πρ£ωτη τ�αξη ως προς n , να ε�ιναι δη-
λαδ�η ½�" ��å > n¡æ $ ��½�" ��å $ >_è*� n � ��	
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για κ�αθε æ που ικανοποιε�ι τις συνοριακ�ες συνθ�ηκες æ � V � �éæ �ká � � V .
Αναπτ�υσσοντας το πηλ�ικο Rayleigh ½�" �êå > n¡æ $ σε σειρ�α Taylor ως προςn , λαµ1�ανουµε
½�" ��å > n¡æ $ �ë½�" ��å $ �ìÚ �l � ��å > n¡æ � ä � ��å > n¡æ �MK YÚ �l � ��å > n¡æ � Þ � ��å > n¡æ �MK Y �íÚ �l ��å
ä@��å K YÚ �l ��å Þ ��å K Y� nÚ �l ��å Þ ��å K Y Z �l � ��å
äîæ > æ�ä@��åÈ� � ½ïæ Þ ��å �¢K Y >_è*� n � �

� � nÚ �l ��å Þ ��å K Y Z �l æ � ä@��åÈ�n½ Þ ��å �¢K Y >_è*� n � ��	 (A-51)

�οπου το ½ ε�ιναι συντοµογραφ�ια του ½�" ��å $ . Το ολοκλ�ηρωµα συµπτ�υχθηκε
στο τελευτα�ιο β�ηµα επειδ�η, για τον τελεστ�η ä που ορ�ισαµε στην (A-50),
ισχ�υει �οτι Z �l ��å
äîæ K Yd� Z �l æ�ä@��å K Y D (A-52)

Γενικ�οτερα, �οταν για κ�αθε συνεχ£ως διαφορ�ισιµη συναρτ�ηση
b
και y ,

µε κατ�αλληλες συνοριακ�ες συνθ�ηκες στα �ακρα του διαστ�ηµατος, ο τελε-
στ�ης ä �εχει την ιδι�οτηταZ �l b ä y�K YA� Z �l y ä b K Y 	 (A-53)

τ�οτε ο ä ονοµ�αζεται αυτο-συζυγ�ης (self-adjoint) �η ερµιτιαν�ος τελεστ�ης. Ο
τελεστ�ης ä που ορ�ισαµε στην (A-50) ε�ιναι ερµιτιαν�ος. Οι ερµιτιανο�ι τελε-
στ�ες ε�ιναι το αντ�ιστοιχο των συµµετρικ£ων πιν�ακων σε χ£ωρους πεπερασµ�ε-
νων διαστ�ασεων. Η απα�ιτηση ο τελεστ�ης να ε�ιναι ερµιτιαν�ος ε�ιναι ανα-
γκα�ια για την περαιτ�ερω αν�απτυξη.
Απ�ο την (A-51) προκ�υπτει �οτι η ��å ε�ιναι στ�ασιµη αν για κ�αθε æ µε æ � V ��çæ �ká � � V ισχ�υει �οτιZ �l æ � ä@��å��n½�" ��å $ Þ ��å �¢K Yd� V D

Επειδ�η η παραπ�ανω σχ�εση πρ�επει να ικανοποιε�ιται για κ�αθε συν�αρτησηæ , η συν�αρτηση ��å θα πρ�επει να αποτελε�ι λ�υση της διαφορικ�ης εξ�ισωσηςä@��å��ë½�" ��å $ Þ ��å�� V 	
µε συνοριακ�ες συνθ�ηκες ��å � V � �ð��å �ká � � V . Συµπερα�ινουµε, λοιπ�ον, �οτι
οι στ�ασιµες τιµ�ες του πηλ�ικουRayleigh ε�ιναι οι ιδιοτιµ�ες του προ1λ�ηµατος
ιδιοτιµ£ων Οι στ�ασιµες τιµ�ες

του πηλ�ικου Rayleigh

ιδιοτιµ�ες της

διαφορικ�ης εξ�ισωσηςqòñ ­ ºôó s µ t9|
� KK Y Ü � Y � K �K Y � 
 Þ � Y � � 	

µε συνοριακ�ες συνθ�ηκες � � V � �é� �ká � � V , εν£ω οι συναρτ�ησεις ��å που
καθιστο�υν το πηλ�ικο στ�ασιµο ε�ιναι οι αντ�ιστοιχες ιδιοσυναρτ�ησεις. Με
αυτ�ον τον τρ�οπο το πρ�ο1ληµα ε�υρεσης των στ�ασιµων τιµ£ων του πηλ�ικου
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Rayleigh αν�αγεται στην ε�υρεση των ιδιοσυναρτ�ησεων εν�ος προ1λ�ηµατος
ιδιοτιµ£ων τ�υπου Sturm-Liouville.
Τα προ1λ�ηµατα Sturm-Liouville συνοδε�υονται απ�ο πλο�υσια θεωρ�ια �ο-

ταν
Ü d V και Þ d V 7 στο δι�αστηµα " V 	�á $ . Σε αυτ�η την περ�ιπτωση µπο-

ρε�ι να αποδειχθε�ι �οτι υπ�αρχει �ενα αριθµ�ησιµο σ�υνολο πραγµατικ£ων ιδιο-
τιµ£ων 
 l 	/
u��	/
<��	�D�D�D , οι οπο�ιες σχηµατ�ιζουν µ�ια µονοτ�ονως α�υξουσα ακο-
λουθ�ια µε 
 5 8öõ καθ£ως �Ù8öõ , εν£ω η ιδιοσυν�αρτηση � 5 , που αντιστοι-
χε�ι στη 
 5 µηδεν�ιζεται ακρι1£ως � φορ�ες στο δι�αστηµα � V 	�á � . Επιπλ�εον,
αποδεικν�υεται �οτι οι ιδιοσυναρτ�ησεις σχηµατ�ιζουν µ�ια πλ�ηρη β�αση στην
οπο�ια µπορε�ι να αναλυθε�ι οποιαδ�ηποτε συνεχ£ως διαφορ�ισιµη συν�αρτηση
που ικανοποιε�ι τις µηδενικ�ες συνοριακ�ες συνθ�ηκες στα δ�υο �ακρα του δια-
στ�ηµατος. Τ�ελος, επειδ�η ο ä ε�ιναι ερµιτιαν�ος δ�υο ιδιοσυναρτ�ησεις � 5 και� Õ ικανοποιο�υν τη σχ�εση ορθογωνι�οτηταςΟι ιδιοσυναρτ�ησεις τηςqòñ ­ ºôó s µ t9|

ως ορθοκανονικ�η

β�αση διανυσµ�ατων

Z �l � 5 Þ � ÕOK Y�� V D (A-54)

Συνεπ£ως, οι ιδιοσυναρτ�ησεις µπορο�υν να κανονικοποιηθο�υν κατ�αλληλα
£ωστε Z �l � 5 Þ � ÕOK Y���G 5 ÕUD (A-55)

Ο τρ�οπος απ�οδειξης της σχ�εσης ορθογωνι�οτητας βασ�ιζεται στη συν�ηθη
επιχειρηµατολογ�ια που συναντ�α κανε�ις σε �ολα τα προ1λ�ηµατα ιδιοτιµ£ων
συµµετρικ£ων πιν�ακων. Οι ιδιοσυναρτ�ησεις � 5 και � Õ µε ιδιοτιµ�ες 
 5 , 
¢Õ
ικανοποιο�υν εξ ορισµο�υ τις σχ�εσειςä@� 5 � 
 5 Þ � 5 	ä@� Õ � 
¢Õ Þ � ÕUD
Πολλαπλασι�αζοντας την πρ£ωτη σχ�εση µε την � Õ και ολοκληρ£ωνοντας, λαµ-
β�ανουµε Z �l � 5 ä@� Õ~K Y�� 
¢Õ Z �l � 5 Þ � ÕOK Y D (A-56)

Λ�ογω �οµως της ερµιτιαν�οτητας του τελεστ�η ä το αριστερ�ο µ�ελος της (A-
56) γρ�αφεται και ωςZ �l � 5 ä@� ÕOK Yd� Z �l � Õ ä@� 5 K Yd� 
 5 Z �l � Õ Þ � 5 K Y D (A-57)

Αφαιρ£ωντας την (A-56) απ�ο την (A-57) καταλ�ηγουµε στη σχ�εση��
 5 � 
¢ÕB� Z �l � Õ Þ � 5 K Yd� V 	 (A-58)

που συνεπ�αγεται �οτι οι ιδιοσυναρτ�ησεις που αντιστοιχο�υν σε διαφορετι-
κ�ες ιδιοτιµ�ες πρ�επει να ικανοποιο�υν τη σχ�εση ορθογωνι�οτητας (A-54).

7Υπ�αρχει θεωρ�ια και �οταν η ó αλλ�αζει πρ�οσηµο στο δι�αστηµα Î | ª�÷ Ð σε αποµονωµ�ενα
σηµε�ια (βλ. Coddington & Levinson : Theory of Ordinary Differential Equations,Mc Graw

Hill, 1955, σελ. 212)
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Στις περιπτ£ωσεις που οι ιδιοτιµ�ες του τελεστ�η ä κατατ�ασσονται �ετσι
£ωστε να ε�ιναι �ολες µεγαλ�υτερες απ�ο την πρ£ωτη ιδιοτιµ�η 
 l , οι τιµ�ες του
πηλ�ικουRayleigh (A-49) θα ε�ιναι π�αντοτε µεγαλ�υτερες απ�ο το 
 l , θα ισχ�υ-
ει δηλαδ�η η ανισ�οτητα ½�" � $,ø 
 l D

(A-59)

�ΑσκησηA-29. Αποδε�ιξτε την ανισ�οτητα (A-59). Για να το πετ�υχετε αυτ�ο αναπτ�υξτε ΑΣΚΗΣΕΙΣ
µ�ια τυχα�ια συν�αρτηση που ικανοποιε�ι τις συνοριακ�ες συνθ�ηκες στην πλ�ηρη β�αση των
ιδιοσυναρτ�ησεων µ
Ë ως µ t �PË/Q � � Ë�µ
Ë
και χρησιµοποι£ωντας τις σχ�εσεις ορθογωνι�οτητας δε�ιξτε �οτι το πηλ�ικοRayleigh γρ�αφεται
ως º Î µ Ð t6ù �Ë/Q � I Ë � }Ëù �Ë/Q � � }Ë y
Τ£ωρα, µπορε�ιτε ε�υκολα να αποδε�ιξετε την ανισ�οτητα (A-59).

Ως παρ�αδειγµα, θα υπολογ�ισουµε τις στ�ασιµες τιµ�ες του πηλ�ικου½�" � $ �ÛÚ �l Ý� � K YÚ �l � � K Y 	 (A-60)

για συναρτ�ησεις � που ικανοποιο�υν τις συνοριακ�ες συνθ�ηκες � � V � �ú� �ká �� V . Ο τελεστ�ης ä της (A-50) για την περ�ιπτωση αυτ�η ε�ιναι οäU� � K �K Y � 	
ο οπο�ιος µε τις δοθε�ισες συνοριακ�ες συνθ�ηκες ε�ιναι ερµιτιαν�ος, δηλαδ�η
ικανοποιε�ι τη σχ�εση (A-53). Συνεπ£ως, οι στ�ασιµες τιµ�ες του πηλ�ικου (A-
60) ε�ιναι οι ιδιοτιµ�ες του προ1λ�ηµατος� K � �K Y � � 
 � 	
µε συνοριακ�ες συνθ�ηκες � � V � �*� �ká � � V . Οι ιδιοτιµ�ες του προ1λ�ηµατος
αυτο�υ ε�ιναι 
 5 � � � > � � � z �á � 	 µε �Ù� V 	 � 	�D�D�D
και οι αντ�ιστοιχες ιδιοσυναρτ�ησεις� 5 � � g � �8û 
 5 Y ��D
Συνεπ£ως, το πηλ�ικο (A-60) θα ε�ιναι π�αντοτε µεγαλ�υτερο απ�ο τη µικρ�ο-
τερη ιδιοτιµ�η 
 l � z � g á �

. Οδηγο�υµαστε, �ετσι, στην ανισ�οτητα του Poin-
car e Ú �l Ý� � K YÚ �l � � K Y ø z �á � 	 (A-61)
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για κ�αθε συν�αρτηση � � Y � . Στην παραπ�ανω σχ�εση η ισ�οτητα επιτυγχ�ανεται
µ�ονο απ�ο την ιδιοσυν�αρτηση� l � � g � þ z Yá ÿ D
�Ασκηση A-30. �Εχουµε δε�ιξει �οτι η δε�υτερη µετα1ολ�η της δρ�ασης απ�ο τη φυσικ�ηΑΣΚΗΣΕΙΣ

κ�ινηση δ�ινεται απ�ο την �εκφραση �-ü °ü ¯ }hý	þµ } ­ ó µ } � v ÿÊª
�οπου ý και ó ε�ιναι αµιγε�ις συναρτ�ησεις του χρ�ονου. Το µ ε�ιναι µ�ια οποιαδ�ηποτε µετα-
1ολ�η της φυσικ�ης τροχι�ας που µηδεν�ιζεται στον αρχικ�ο και τελικ�ο χρ�ονο. ∆ε�ιξτε �οτι για
µηχανικ�α συστ�ηµατα ε�ιναι ý q ÿ s « | . Θεωρ�ηστε, τ£ωρα, το πηλ�ικο Rayleighº Î µ Ð t � ü °ü ¯ ý	þµ } v ÿ� ü °ü ¯ ó µ } v ÿ t �

ü °ü ¯ µ ñ µ v ÿ� ü °ü ¯ ó µ } v ÿ ª
στο χ£ωρο των συνεχ£ως διαφορ�ισιµων συναρτ�ησεων που µηδεν�ιζονται στον αρχικ�ο και
τελικ�ο χρ�ονο, �οπου ο γραµµικ�ος τελεστ�ης

ñ
ορ�ιζεται ωςñßt ­ vv ÿ ý vv ÿ y

∆ε�ιξτε �οτι ο τελεστ�ης
ñ
ε�ιναι ερµιτιαν�ος και �οτι οι στ�ασιµες τιµ�ες του πηλ�ικου Rayleigh

ε�ιναι οι ιδιοτιµ�ες I του ακ�ολουθου Sturm-Liouville προ1λ�ηµατοςÓ µ t I;ó µ ª
στο δι�αστηµα

Î ÿ ü ª�ÿ } Ð µε συνοριακ�ες συνθ�ηκες µ q ÿ ü#sdt µ q ÿ } sAt | . Η αντ�ιστοιχη ιδιοσυ-
ν�αρτηση µ ε�ιναι αυτ�η που καθιστ�α το πηλ�ικο �ισο µε I . Στη συν�εχεια αποδε�ιξτε �οτι�-ü °ü ¯ } ý	þµ } ­ ó µ } � v ÿ « q I#� ­ � s �-ü °ü ¯ ó µ } v ÿÊª
�οπου I#� ε�ιναι η µικρ�οτερη ιδιοτιµ�η του παραπ�ανω προ1λ�ηµατος Sturm-Liouville. Συνε-
π£ως, αν η ó ε�ιναι θετικ�η συν�αρτηση, το πρ�οσηµο της δε�υτερης µετα1ολ�ης της δρ�ασης
κρ�ινεται απ�ο το κατ�α π�οσον η ελ�αχιστη ιδιοτιµ�η I#� ε�ιναι µικρ�οτερη �η µεγαλ�υτερη απ�ο
τη µον�αδα.


